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Eine Kriimmungstheorie der FinsLerschen Raume. 
Von 
Hanno Runp in Kapstadt. 


§ 1. Einleitung. 


Eine Kriimmungstheorie der allgemeinen metrischen oder FinsLerschen 
Raiume muB offensichtlich auf einer vorher gegebenen Definition der Parallel- 
verschiebung beruhen. In der Frysterschen Geometrie sind zwei solche 
Theorien von BERWALD [1]') und Cartan [2] begriindet worden; diese unter- 
scheiden sich dadurch, daB die Definitionen der Parallelverschiebung dieser 
Autoren voneinander verschieden sind, wobei aber ein wesentlicher gemein- 
samer Gesichtspunkt darin besteht, daB man jedem Punkt des Raumes ein 
ausgezeichnetes Linienelement zuordnet, welches durch eine  willkiirlich 
gewiahlte, den Raum iiberdeckende Kurvenschar bestimmt wird. Der Paralle- 
lismus und die Kriimmungsgr6Ben hangen somit von der Wahl dieser Kurven- 
schar ab. 

In einer friiheren Arbeit des Verfassers [3], an welche sich die vorliegende 
eng anschlieBt, ist der Begriff der Parallelverschiebung von einem anderen 
Gesichtspunkte entwickelt worden mit dem Bestreben, die ausgezeichneten 
Linienelemente zu vermeiden. Es soll nun eine Theorie der Kriimmungs- 
eigenschaften auf Grund dieses Parallelismus dargestellt werden; diese unter- 
scheidet sich vollstaindig von den oben genannten Theorien: im Ausgangspunkt 
sowohl wie in der Methodik. In diesem Abschnitt werden wir kurz unsere 
schon friiher benutzte Schreibweise erkliren und die Parallelverschiebung 
nochmals definieren. Dann soll der geometrische Gesichtspunkt, von welchem 
wir ausgehen werden, skizziert werden, um einen Einblick in den Aufbau 
unserer Theorie sofort zu erméglichen?). 

Die Metrik unseres n-dimensionalen Punktraumes soll dadurch festgelegt 
werden, daB die Linge s einer Kyrve 


(1.1) zi = x" (t) ion US. «ony Mths 

welche zwei Punkte A, B verbindet, durch ein Integral von der Form 
B 

(1.2) s={ F(a‘, x')dt 


A 
bestimmt wird, wobei die x’‘ die ersten Ableitungen der x‘ nach dem Kurven- 
parameter ¢ bedeuten, und die Funktion F den iiblichen Annahmen der Grund- 
funktion eines Variationsproblems geniigt: d. h. F ist positiv, stetig und hin- 
reichend oft stetig differenzierbar in den z', x’, und positiv homogen erster 
Ordnung, somit konvex in den x’', Hingt F nur von den 2’ ab, erhalten wir 
auf diese Weise einen Mryxowskischen Raum, da dann die Extremalen 


‘) Zahlen in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis am Ende 
dieser Arbeit. 

2?) Dieser Gesichtspunkt, zusammen mit den wesentlichsten Ergebnissen der vor- 
liegenden Arbeit, ist teilweise in den Kapiteln 7 und 8 der Dissertation [4] des Verfassers 
dargestellt. 
| 
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unseres Variationsproblems (d. h. die geoditischen Linien des FrnsLerschen 
Raumes) bekanntlich Geraden sind. Wir kénnen also jedem Punkt P (z‘) 
einen Mryxowsxischen Tangentialraum 7’, (P) zuordnen, welcher die Metrik 
des FinsLeRschen Raumes in der Umgebung von P lokal bestimm#*). 

Der metrische Tensor wird definiert als 


2 F2 (a*, x’*) 


s) 


(1.3) Giz (X, x’) 


bo] 


vn 
oz of 


und aus den Homogenititseigenschaften von F ergeben sich sofort die folgenden 
Identitaten‘): 





(1.4) ds? = g;; (x*, dz") dz' dzi 
fiir die Lange ds eines Linienelements mit den Komponenten dz‘, und 
. Ogij(z.z") 4; Ogg (zz) 
(1.5) er: zx ak x 0, 
. Sas (z,2z’) , Sa:3(z, 2’) 42 
(1.6) — 9’ Ba lta A 2’*=0. 
axl a2’k oxlax’k 


Auch erweist es sich als niitzlich, fiir die kovarianten Vektoren dem Tan- 
gentialraum 7’, einen zweiten dualen Mrinxowsxischen Raum 7’, beizufiigen’), 
wobei eine ein-eindeutige Beziehung zwischen den Vektoren z’* von 7’, und 
den Vektoren y; von 7), besteht; fiir entsprechende Vektoren wird diese 
Beziehung durch die Relationen 


rt 


g'? (x, y) yj 


ausgedriickt. Die Gleichungen der geoditischen Linien des Frvsterschen 
Raumes lauten: 


(1.7) yy = 9; (z, x’) a! ; zx 





3) dx’t i | thatk_Q 
— Fe tables? = 
wobei 
i ‘ 
(1.9) , : , ‘ 
[h k, ie.’ _ 1 (29%; (2, 2’) Ys 2 gnj (x, x’) a omris =) | 
»fKz,2)"" 3 ( aah aak a2) 


ist. Das kovariante Differential des Vektors X‘ definieren wir nun durch die 
Gleichung 
(1.10) D X* = dX‘ + Phy (x, x’) X*dz*, 


wobei die z’' die Komponenten des Einheitsvektors in der Richtung der 
infinitesimalen Verschiebung dx‘ sind, waihrend die sog. ,,erweiterten Chri- 
stoffelsymbole“ P},, (x, x’) durch 


- of * | _ lai sail 2 ghm (2, x’) fl) 1 
i is a ~ \ARS(z,2) 2 gn (s#} xl Li kSce,2)” 
erklart werden. Mit Hilfe dieser Schreibweise lassen sich die kovarianten 


3) Gerade auf dieser Tatsache beruhen die Ausfiihrungen der Arbeit [3], wobei genauere 
Erlauterungen angefiihrt werden. 

*) Uber doppelt vorkommende Indizes wird von 1 bis n summiert. 

5) Die geometrische Bedeutung dieser Zuordnung und die Rechtfertigung der hier 
benutzten Tensorschreibweise ist ausfiihrlich in der Arbeit [5] des Verfassers behandelt. 
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Ableitungen von ko- und kontravarianten Tensoren héherer Stufe ebenfalls 
ausdriicken. Fiir den metrischen Tensor gilt die Identitat 


(1.12) Dgi; (x, x’) = 0; 


und die Parallelverschiebung eines Vektors wird, wie iiblich, durch das Ver- 
schwinden seiner kovarianten Ableitung bestimmt. In der Arbeit [3] wird 
bewiesen, daB 1. die kovariante Ableitung eines Skalars die gewéhnliche 
Ableitung des Skalars ergibt; daB 2. die Regel fiir die kovariante Ableitung 
eines Produktes von Tensoren sich als die iibliche Produktregel der Differen- 
tialrechnung erweist; und daB 3. die geoditischen Linien diejenigen Kurven 
sind, fiir welche der Autoparallelismus gilt. Von diesen Tatsachen werden wir 
hier fortwahrend Gebrauch machen. 

Um die Kriimmungsverhialtnisse unseres FINSLERschen Raumes zu unter- 
suchen, werden wir von dem folgenden Gesichtspunkt ausgehen. Wir kénnen 
nicht, wie in der Rremannschen Geometrie, einen Kriimmungstensor durch 
Herumfiihrung eines Vektors um ein infinitesimales Parallelogramm erhalten, 
da P,, nicht notwendig symmetrisch in den unteren Indizes ist. Diese Methode 
wurde zwar von BERWALD [1] und Cartan [2] durchgefiihrt, aber diese 
Erfolge beruhten eben gerade auf dem Gebrauch des ausgezeichneten Linien- 
elements, welches der Theorie der FrysLterschen Réume die Methoden der 
Rremannschen Geometrie zuginglich macht. Dagegen wahlen wir als unseren 
Ansatz die Tatsache, daB die Metrik des FrysLErschen Raumes lokal durch die 
Minxowskischen Tangentialraume bestimmt wird. Die letzteren sind aber 
affine Vektorriume mit identisch verschwindender Kriimmung, so daB die 
Kriimmung des FinsLerschen Raumes in einem gegebenen Punkt 0 irgendwie 
in den Abweichungen zwischen ihm und dem 7’, (0) erscheinen mu8. Nun ist 
es offensichtlich, daB die Abweichungen erster GréBenordnung in bezug auf 
eine infinitesimale Verschiebung d x‘ vollstandig durch die P), ausgedriickt 
werden; wir miissen also Abweichungen von der zweiten GriBenordnung auf- 
suchen. Dieses soll nun folgendermaBen geschehen: Im 7’, (0) betrachten wir 
zwei infinitesimal benachbarte Geraden e,. ¢,, welche sich im Ursprung 0 
schneiden, wobei der Winkel zwischen ihnen eine kleine, vorgeschriebene 
GréBe dg ist. Es seien P’, M’ Punkte auf e, bzw. e,, so dab O P’ = OM’ = 8 
ist. Dann folgt aber aus der affinen Beschaffenheit des 7',. daB 


(1.13) d (P’ M’)/ds = const. oder d?(P’ M’)/ds? =0 


ist. Bilden wir indessen diejenigen geodatischen Linien Z,, Z, des Frns_er- 
schen Raumes, deren Tangenten im Punkte 0 die Geraden e, bzw. e, sind, so 
kénnen wir wieder die Punkte P und M auf EF, und E, bestimmen, derart, 
daB die Bogenlangen O P und O M entlang Z£, und E£, wieder gleich s sind. 
Ist nun s selbst eine kleine GréBe, so ist der Bogen P M der geodatischen 
Linie, welche durch P und M festgelegt wird, klein in bezug auf dg, und wir 
dirfen deshalb P M als einen Vektor im Tangentialraum 7’, (P) des Punktes P 
betrachten. Die Berechnung des § 2 wird aber zeigen. da8B im Gegensatz zu 
(1.13) im allgemeinen 


(1.14) D2 (P M)/ Ds? = 9 


3 ist also dieser Ausdruck ein May r A hung vi ler vew 


nschten 
GroBenordnung 











Hanno Rounp: 


Offenbar ist die Berechnung dieser GréBe nichts anderes als das Problem 
der geoddtischen Abweichung im Finsterschen Raum, womit wir uns im § 2 
und §3 befassen werden. Dadurch werden wir zu einem Kriimmungstensor 
gelangen, welcher in der Gleichung fiir die geodatische Abweichung auftreten 
wird. Ferner werden wir sehen (§ 4), daB, wenn wir uns auf den zwei-dimen- 
sionalen Fall beschrinken, diese sich als die bekannte Gleichung von Jacost 
in der Variationsrechnung herausstellt, welche eine so wichtige Rolle in der 
Theorie der zweiten Variation spielt. Hieraus ersehen wir, daB unser Ausgangs- 
punkt ein durchaus natiirlicher fiir die FivsLerschen Raume ist, da diese ja 
direkt aus der Variationsrechnung entspringen. Unsere KriimmungsgréBen 
kénnen aber auch auf andere Weise geometrisch gedeutet werden (§ 5), ins- 
besondere durch einen Vergleich des Umfanges der ,,Mmykowskischen Kugel‘ 
(Indikatrix) im 7’, (0), mit dem Umfang der ,,FrxsLerschen Kugel“ mit dem 
Mittelpunkt 0. Endlich ist es auch méglich, ein Analogon des Gauss-Bonnet- 
schen Satzes (§§ 6—7) mit Hilfe unserer Kriimmung abzuleiten. 


§ 2. Die geoditische Abweichung’*). 


Wir betrachten also zwei geoditische Linien EZ, und E,, welche durch den 
Punkt 0 verlaufen, und wir bezeichnen mit x‘ und s die Koordinaten eines 
verinderlichen Punktes P von #, und die Bogenlinge O P. Entsprechende 
GréBen in bezug auf einen Punkt M von £, bezeichnen wir mit yw‘ und o. 
Es sind also z', y' Funktionen von s bzw. o, und wir bestimmen eine allge- 
meinere Beziehung als die im § 1 angedeutete zwischen s und o derart, daB 
die Lange des Vektors P M und ihre erste Ableitung nach s von derselben 
GréBenordnung sind wie der Winkel’) d @ zwischen EZ, und £,. Es seien & 
die Komponenten des infinitesimalen Veztors P M. Dann gilt 
(2.1) £ (8) = yi (o) — x!(s). 

Die Beziehung zwischen P und M, d. h. zwischen s und o soll durch eine 
Relation von der Form®) 

da 

99 = 
(2.2) ds 
ausgedriickt werden, wobei A(s) eine stetige und stetig differenzierbare 
Funktion sein soll, welche wir einstweilen als willkiirlich betrachten, bis auf 
die Bedingung, welche wir den GréBenordnungen von £ und d £/ds auferlegt 
haben. 


]l + A (s) 


a) Berechnung von D &'/Ds. 


Es seien x’', y’' die Tangentialvektoren von HZ, bzw. Z,. Dann folgt durch 
Differentiation von (2.1) nach s: 


Se 
ds 


agi 
ds’ 


(2.3) ‘at 


*) Die Berechnungen dieses Abschnittes sind etwas langwierig; wir werden uns deshalb 
mdglichst kurz fassen und diejenigen Zwischenrechnungen iibergehen, welche an sich keine 
prinzipielle Schwierigkeiten aufweisen. 

*) Wir machen hier Gebrauch von der in der Arbeit [5], § 2, angegebenen Definition 
des Winkels. 

*) Derselbe Ansatz wurde auch von Levi-Crvira [6] in seinen Untersuchungen iiber 
geodatische Abweichung in Rremannschen Raumen beniitzt. Leider kann man nicht das 
von ihm eingefiihrte rechtwinklige Achsensystem im Frnsterschen Raume bilden, so daB 
eine einfache Verallgemeinerung seiner Methoden nicht méglich ist. 
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und da yp’! ein Einheitsvektor ist, 


(as) = 9:5 (py, y’) (2442) (z i+ eh. 


intwickelt man den Unterschied g;; (w, wy’) — gi; (z, x’) nach einer Taylor- 
reihe, vernachlassigt Glieder héherer Ordnung als & und beachtet, daB 2’ 
auch Einheitsvektor ist, erhalt man 


da\? Ogij (2,2) ot 05 pe r») pri 28) 
(53) = ee I + 294; (x, 2’) 2 


Ogis (zx), 4p 
“a 


(2.4) 
+ — 2’*) xi 2’, 


wobei wir sofort bemerken, daB das letzte Glied wegen (1.5) identisch ver- 
schwindet. 

Wir bezeichnen mit y; die Komponenten des kovarianten Vektors im 
7, (P), welcher x” im 7, (P) entspricht. Aus (1.7) folgt 
(2.5) g' (x, x ) Gin (x x’) — - Oh; 


und mit Hilfe dieser Gleichung zusammen mit (1.7) und (1.9) berechnen wir, 
daB 
aa a'ig'i= {ib flee) + [jk, ile,2} x’! x’) 
= [onix, 2 fri 4 vy t Gin (@, Hitless ud | eri yi 
2 yj Lithee * 
ist, so daB sich aus (2.4) 


da \2 , 
(2.6) (:) - = +295 \ Gr 
ergibt. 
Nun berechnen wir das kovariante Differential von & @U8 den Gleichungen 
(1.10) und (1.11), wobei die betrachtete Verschiebung entlang 2, sein soll. 


Indem wir den so erhaltenen Ausdruck mit y; falten, wird das letzte Glied, 
in welchem yj; gema&B (1.7) als Funktion von 2 ausgedriickt wird: 





C4 i \ 6g] 
+ Lithee® . 








1 ' ae », Oghm(x, 2x’) {1 (28 om 
— 3 Gin (Z, x’) 2’ g™ (x, 2’) litheer® eo 


Lin a ghn (x, x’) } 
2 aa2’l \tkJ(2,2’) 
wegen (2.5). Dieser Ausdruck verschwindet aber wieder ide ntisch nach (1.5), 


und es bleibt uns 
Cod +f ‘i gk 
T "li han” ze | 


Vergleichen wir dieses Resultat mit (2.6), so sehen wir, daB 


da D&E ei 
(35) - L+ 2435 


a ith gk 





Dé 
(2.7) YiDe ~ Vilas 
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ist, oder, als erste Abschaétzung 





da De 
(2.8) de * Ds’ 
Wegen (2.2) ist also 
DE Dé? Z 


(2.9) 





Yip, = Mi (2%, 2) 2” Dea A (8). 


Aus dieser Gleichung ersehen wir, daB A (s) durch unsere Bedingung auch von 


derselben GréBenordnung wie £ sein muB. Es folgt auch, daB A (s) die Pro- 
jektion des Vektors D £'/ Ds auf E, ist, so daB fiir den besonderen Fall, daB 
A (s) =0 (d. h. s = @) ist, D &/Ds senkrecht in bezug auf EZ, steht. 

b) Berechnung von d? £'/d s?. 

Differenzieren wir (2.3) nach s, erhalten wir 





, sed da \2 oa d?a ned dz&' 
(2.10) y is typ" a= 2 b 


und, indem wir in (2.3) da/d s mit Hilfe von (2.2) ersetzen, wird durch Multi- 
plikation mit d A/d s 

d*a oa di 

Y as as ds 





wenn wir wieder kleinere GréBenordnungen vernachlassigen. Statt (2.10) 
<Onnen wir also schreiben 


rT doa \2 = d?éi , a 
ed 4 tas) 2. rds? - ‘ds 








Nach (1.8) lautet die Gleichung der geoditischen Linie Z,: 
2.12) yi j#) sat a 
\~-. — ’ ’ 

t jks.’ t t 


oder, unter Beriicksichtigung von (2.3) und Vernachlassigung kleiner GréBen 











‘ ,{ do \2 i : : a d&* 
(2.13) y) ‘(——) LiAlee.ey 7” a’h 2 litlee.w x’) >. 
Nun ist aber 

7 i oii) . pb, 8 18) gyn 

Li hbiy.y’) jh ber. 2’) axk \jhb¢x,2’)” aa’k \jhb¢2,2’) 
wobei wir wegen (2.3) und (2.2) 

(2.14) b x’* p’* x’* = A (s) y’* 


gesetzt haben. Beachten wir die Gleichung (1.8) fiir E,, erhalten wir somit aus 
(2.13) 


fda \2 ] ae Z (a) 


7 Be iw slew” * § -2y 


(2.15) Qt) i pth & ork 
= TzE \jhhexy” "62°". 
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Erstens bemerken wir hier noch, daB aus 


Das letzte Glied dieser Gleichung bietet einige Schwierigkeiten und bedarf 


deshalb besonderer Behandlung. 
oGmp (x, x’) gi™ (a, x’) 





(2.5) 
a i agi™ (x, x’) : 
(2.16) Dak Imp (x, 2’) Oak 
folgt. Sodann ist wegen (1.9) 
o jt) ‘j th ¢d im , ih | sj th 
— > |}. _2 h, m ye 2x 
aa’k \jalexa’y” - aa’k \9 (x 0 k2,2")| 
a gi™ (zx, x’) {| P) 15 ath 
aa’k Imp (FE) one yy” ° 
2? ghm (2, x’) 8? gj m (x, x’) 8? gjh (x, x’) i ath 
aa’ kaaxk a2’kaam , 





} g™ (2s, 2’ 7 
d g a2’ kan 
In Anbetracht der Homogenititsbeziehung (1.6) verschwindet das ganze 


letzte Glied, und mit Hilfe von (2.16) und (2.14) wird 





gy) +f pth & otk 
ST \-if 2" Of 
aa’k \jhJ(2,2’) 
’ ek 
i , OGmp (2.x) | Pp) , a(S + rk 
—gq'"(2, 2 > ; Le te A (8s) yp ‘ 
ge oak \jhb (2, 2’) ds (s) y 
‘ds ist, diirfen wir wegen (2.2) 


Da 4 (s) von derselben GréBenordnung wie d & 
Lek 
rk a) —2 42 (g) w’* 
tA (: 22 (8) 1 
A (8) — (8) y 





und (2.3) die Abschatzung 


A(s) p*=A(s) a 
A (s) x’* 
machen; der gesuchte Ausdruck wird demnach 
a » O9mp (x, 2") | p) ol aé* vo 
g™ (x, 2’) cavk \j hb¢x.2’) ; \—e-— 4 (8) 
2 gmk (x, x’ ) a&* 
Lames \ialee. on™” lite 


gi™ (x, 2’) Sak = 


infolge (1.5), wobei wir in der Ableitung von g,,, die Indizes p und k vertauscht 
haben; dieses ist zulissig, da nach (1.3) diese Operation nur eine Veranderung 





in der Differentiationsreihenfolge bedeutet. 
Diesen Wert setzten wir jetzt in (2.15) ein, und gleichzeitig subtrahierten 


wir die so gewonnene Gleichung von (2.11): dann erhalten wir 
j2&! : l , , d&* 
os. j . j —g*™ (a, 2 ) Co Jmk \X, x ) | P | ) a’h = 
d s* \j kb(z,2’) 3 ° ' aa’P \j Ab cx, 2’) ds 
, di c t P th tk 
i } 4 | xia’? gk {). 





ds 
Beachten wir nun die Definition (1.11) der P,, und die Tatsache, daB die 


Klammersymbole in bezug auf die unteren Indizes symmetrisch sind, so ver 


kiirzt sich die letzte Gleichung zu der Form: 
ae og pi nal a g* 4 da @ si) Li gtk D 
2 Pr;j (x, 2’) x’! —— pt ae x E 

aj | ds ds aah \jkh (a2) 
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c) Berechnung von D* e/D 8, 

Da fiir den Rest dieses Abschnittes in den P), (zx, x’) fortwahrend die 
Komponenten des Tangentialvektors von EH, die Richtungsargumente sein 
werden, kénnen wir kurz P},; schreiben, ohne eine Verwechslung zu befiirchten. 
Bilden wir nun das kovariante Differential von D £'/D s, so folgt aus der Regel 
(1.10) 

De ad fd! yt fal, po [ee the 
Der = ae lae t Pmt v1) + Pll Ze t+ Phe —_" 


Fiihren wir die Differentiation der ersten Klammer aus und vereinfachen das 
so erhaltene Resultat, ergibt sich 





D* & att : Phy ph 7 a ee a Pip sh ok 





a +— fF yr A EO a’ ® x’) 
D 8? d s* a2’t ° i = 
h 
a Joe i a SS ot A gt 
+ 2 Pr; or w3+ Parpé x B4 Pix Paz & xz’i a’, 


° ° ° . ° oP . na? — 9 ~ 
In dieser Gleichung beziehen sich die x”’” auf die geodiitische Linie Z,. Setzen 


wir die entsprechenden Werte nach der Gleichung (1.8) in diesem Ausdruck ein, 
so erhalten wir nach weiterer Vertauschung der Indizes 





2t? 2? . gk > pi > 
D Ss d ¢ 19 Pi 6 é xi 4 c Phx ph xk Po) a Pi, | l } ph xi x’k 
D s? d s* ) ds azi °” \j kb (2,2) ” 
1 Ay. Phe l . oe 
(2.18) + Pip Pr; & we ee Re EY a’? g’ig’*, 


e2’t (pile, z’)” 


§ 3. Die Gleichung der geoditischen Abweichung und die KriimmungsgréBen. 


Ein Vergleich der soeben erhaltenen Gleichung mit (2.17) zeigt, daB man 
‘ , a ok neg? 
sofort zwischen beiden den unerwiinschten Faktor d £'/d s eliminieren kann. 
Es ist bemerkenswert, daB ohne diese Tatsache unsere Methode nicht durch- 
fiihrbar wire. Nachdem diese Elimination ausgefiihrt ist, erhalten wir 





pe — da a 4%) _ 2 Phk _ pif lL) 
D 8? ds a ah (pki (2, 2’) cz MUNG her 2’) 
h re OPE jl) h ot 


i J - ‘ i , 
~ Pix Phil é x2 E 2’? a2 


aa2’l \ pjlcr,2’) 


Mit Hilfe der Gleichungen (1.5) und (1.6) kann dieses Ergebnis in einer sym- 
metrischeren Form geschrieben werden. Da die entsprechenden Rechnungen 
analog zu denen fiir die Gleichung (2.7) ausgefiihrten sind, sollen sie hier 
iibergangen werden. Wir erhalten endlich 


(3.1) xi di 


wh . 
ee — = — Ria; (xz, x’) & x’iz’* 
Ds* ds khj ( )s ° 
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wobei wir 





é Phe (x, x’) é Pix (zx, 2’) 
a ah @ ai 


(3.2) Rinj (2, 2’) = + Phi (x, x’) Phe (x, x’) 


@ Phe (z,2’) 


- ) a’P 
eat Pi }(2,2’) 








i “, pi , 
— Piz (x, x’) Py; (x, 2’) + 
gesetzt haben. 

Die Gleichung (3.1) ist die Gleichung der geodiitischen Abweichung. Als erstes 
bemerken wir, da8 der Vektor £' in dieser Gleichung beliebig sein darf, da er 
durch die bis jetzt noch willkiirlich zu wahlende Funktion 4 (s) bestimmt 
wird (abgesehen von unserer Annahme, daB E' von derselben GréBenordnung 
wie d @ sein soll). Jedenfalls ist £* unabhangig von 2x’, so daB wir den Quo- 
tientensatz auf (3.1) anwenden diirfen. Es ist also Rj; (x, 2’) x’* x ein 
gemischter Tensor zweiter Stufe?®). 

Zweitens laBt sich durch eine von den Betrachtungen des § 2 unabhingige 
Rechnung leicht zeigen, daB die Gleichung der geoditischen Abweichung in 
einem Minxowskischen Raum 

d? &! aa 

de ~ de . 
lautet. Der Ausdruck auf der rechten Seite von (3.1) stellt also tatsichlich 
eine Abweichung von der gewiinschten GréBenordnung zwischen dem FInsLER- 
schen Raum und dem Mryxowsxischen Tangentialraum dar und soli deshalb 
den Ausgangspunkt fiir unsere weiteren Untersuchungen bilden. 

Da die Summe y; & eine skalare Funktion ist, haben wir 


d j D » of 
—a —-) =a fa, , “ 
ds (y;é ) =_ Des (gi; (zx, x’) x Ss }; 


wobei die kovariante Differentiation entlang Z, ausgefiihrt wird. Dann folgt 
aus (1.8), (1.12) und (2.9) sofort 
Q« d j — 
(3.3) Fa (Yi F) = 915 (@, 2) BS = A (8). 
(Hier bedeutet z” noch immer den Tangentialvektor zu Z,.) Integrieren wir 
diese Gleichung nach s, erhalten wir 
(3.4) yf =f A(s)ds. 
0 
Analog zu (3.3) gilt allgemein 


~ WiDr ~ de? de 





at peda d p"—*¢ pD""ti = qn-*) 
(3.5) ds Yj De ) (y ae)- j Den—i = dent " 


1°) Fiir die folgenden Uberlegungen geniigt uns diese Tatsache. Der Tensorcharakter 


von Ri»j kann nur durch eine direkte Transformation nachgewiesen werden. Eine solche, 
rein analytische Behandlung soll auf eine spater zu erscheinende Arbeit des Verf. ver- 
schoben werden, in welcher auch die Frage nach dem Zusammenhang der Integrabilitats- 
bedingungen unserer Paralleiverschiebung mit dem Kriimmungstensor sowie auch die 
von den Kriimmungstensoren befriedigten Identitaten behandelt werden. Diese Unter- 
suchungen fallen in den geometrischen Rahmen der vorliegenden Arbeit nicht hinein. 
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Indem wir (3.1) mit y; falten, folgt aus der ersten dieser Gleichungen, wenn 
wir beachten, daB x” Einheitsvektor ist, 


(3.6) Jip (2, x’) Ring (x, x’) x’* 2’'i x’? = 0. 


Von Bedeutung ist aber die Tatsache, wenn wir uns auf den Fall 2 (s) = 0 
beschriinken (d. h. s = o), wie es von jetzt ab geschehen soll, daB die Vektoren 


1 


;DE Dr? , ee 
°*De’ De’ * DF 
senkrecht in bezug auf den Tangentialvektor 2’ von E, stehen. 

Es sei X‘ der Einheitsvektor in der Richtung & d. h. 
(3.7) &X*=_ &. 
Nun bestimmen die geoditischen Linien Z, und £, durch 0 eine zwei-dimensio- 
nale ,,geodiitische Fliche‘ G,, welche durch die Schar der geoditischen 
Linien durch den Punkt 0 gebildet wird, deren Tangentialvektoren ¢t' die 
telationen 
(3.8) t'=a2x’*(0)+ BP w’* (0) 


befriedigen, wobei « und f Parameter sind. Mit Hilfe unserer Definition des 
Winkels d m zwischen £, und £, kann man leicht zeigen, daB nach (3.7) der 
Vektor X' auch fiir den Grenzwert s -0 wohldefiniert ist und stets in der 
Untermannigfaltigkeit enthalten ist. Folglich nennen wir die GréBe 
(3.9) K (x, x’) = gip (x, X) Benj (x, x’) x’® x) XP X 

“und X' 


bestimmte zwei-dimensionale ,,geoditische Fliche*‘ in bezug auf die Richtung 


den Kriimmungsskalar des Raumes im Punkt (x) fiir die durch x 
x’'. Wir werden im § 5 sehen, wie man durch ein Integrationsverfahren einen 
,absoluten*’ Kriimmungsskalar hieraus erhalten kann, d. h. ein von der Rich- 
tung 2’' unabhangiges KriimmungsmaB. 

§ 4. Die Gleichung von Jacobi. 


Differenzieren wir (3.7) nach s, erhalten wir 


Jv 


Dé DXi é 


Ds Des 











(4.1) 


Sre| wre 


cs 
Indem wir diese Gleichung mit y; falten, ergibt sich wegen (3.3) und (3.4) 


DXi 
Des 





(4.2) Yi 0. 
Die Koordinaten eines Punktes der zwei-dimensionalen Mannigfaltigkeit 
G, seien mit u* (a 1,2)"), der metrische Tensor in bezug auf G, mit y,, 
bezeichnet. Sind x’' (oder u’*) die Tangentialvektoren von E,, so gilt ganz 
allgemein die Formel 
axi Dz . oc 
= Y “uu 
2 ux Ds Yop | ) 











(4.3) Ji; (x, x’) 


O08 


11) In diesem Abschnitt sollen griechische Indizes von 1 bis 2 laufen. 
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wobei z' (oder ¢*) ein Vektorfeld der Mannigfaltigkeit G, entlang Z, und 6 
das Symbol der kovarianten Differentiation in bezug auf G, bedeutet**). 
Man ersieht sofort aus (4.3), daB diejenigen Kurven unserer Untermannig- 
faltigkeit, welche gleichzeitig geoditische Linien des Raumes sind, ebenfalls 
geoditische Kurven in bezug auf y,, sind. Es sind also jedenfalls Z, und EZ, 
geoditisch in bezug auf G,. Nun seien »,, &* die Komponenten von y; bzw. 
X‘ in bezug auf G,. Setzen wir diese Werte in (4.3) ein und falten (4.3) mit u’+, 
erhalten wir 

@xi DXi z 
due Ds 


6 =8 6 
6... 

68 ‘a 68 
Beniitzen wir nun die iibliche Transformationsformel 


e” 











Ji; (x, x’) Yap (U,u’)u’* 


, a) x) , 
x” ie 
ou* 





ergibt sich nach (4.2) 

D Xi 6 = 
(4.4) Yi Des NaF 
Es steht also entweder a) der Vektor 6 =*/6 s senkrecht in bezug auf E,, oder 
(b) es verschwinden die Komponenten dieses Vektors identisch. 

Wir betrachten zunichst einmal den Fall a): Dann fallt nach (4.4) die 
Richtung des Vektors 6 =*/6 s mit der Richtung von =* zusammen, da X' ein 
Vektor der Mannigfaltigkeit G, ist und da der Begriff der Orthogonalitat der- 
selbe ist innerhalb der Untermannigfaltigkeit wie der des Gesamtraumes'*). 


Weil nun =? stets ein Einheitsvektor ist, muB erstens 





0. 


‘ Ste ee OE ee 
(4.5) 37 (eS) ==. +H" 


n : 0 
68 é 


” | 


sein, und zweitens diirfen wir nun wegen der Homogenitit nullter Ordnung 
der y,, in den Richtungsargumenten schreiben: 

















=, 0& on OF 6S\. 6&5 =» 6&8" 
St —— — y*? (u, 5) =, —— y* (u, )E,—* .- 
ds ‘ P és ‘ 8 68 oe 
und die Gleichung (4.5) wird dann einfach 
—-_ 65% - Oa =, oan 
4.6 Soe Se CO 0. 
= x 68 1 68 2 68 


Um unsere weiteren Rechnungen zu erleichtern, fiihren wir jetzt ein 
besonderes Koordinatensystem in G, ein, welches in mancher Hinsicht den 
geodiatischen Koordinaten der Rremannschen Geometrie entspricht. Wir 
wahlen 0 als Nullpunkt; ein Punkt P auf G, bestimmt dann eindeutig eine 
geoditische Linie E (P), welche von 0 durch P verlauft (unter der Annahme, 
daB P hinreichend nahe bei 0 liegt). Die Bogenlinge O P wird mit s bezeichnet. 
Ferner legen wir eine feste geoditische Linie der Untermannigfaltigkeit G, 
zugrunde, deren Tangentialvektor in 7’, (0) mit dem von EZ (P) einen bestimm- 
ten normierten™) Winkel ’ bildet. Der Punkt P von G, ist eindeutig durch s 

12) Der etwas langwierige Beweis von (4.3) sowie eine eingehendere, allgemeinere 
Diskussion der Untermannigfaltigkeiten ist in der in Kiirze zu erscheinenden Arbeit: 
»The Theory of Subspaces of a FrnsLer Space, Part I** (Math. Zeitschrift) behandelt. 

13) Vgl. Anm. !), 

1) Vgl. [5], §2. G@, definiert einen zweidimensionalen Mryxowskischen Unterraum 
T, (0) von 7’, (0). Der ,,normierte“ Winkel gy’ unterscheidet sich von g (gemessen an der 
Indikatrix in 7’, (0)) nur durch die Lange des Umfanges der Indikatrix, durch welche 9 


dividiert wird. Somit erhalt man ein WinkelmaB, welches so beschaffen ist, daB ,,gerade“ 
Winkel dasselbe MaB besitzen. 
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und qg’ bestimmt. Das Quadrat der Entfernung zwischen zwei Punkten 
P (s, y’); Q(8 +48, py’ + dq’) ist dann in den neuen Koordinaten 

Yu (8, pid 8, dy’) ds? +27, 2(8, p'; 48, dp’) dad yp’ + Yoo (8, p3ds,dy’)dg’?, 
wobei die ¥,, wieder von der Richtung des infinitesimalen Vektors P Q ab- 
hangen. 


Unser Vektor £ hat nun die Komponenten (0, d p’), (denn fiir 2 = 0 ist 
8 = 0); es ist also 














(4.7) E= + [Yee (8, y’; 9, d gy’) '*d y’. 
- - , = § = 2 F 
Ebenfalls ist in unseren neven Koordinaten =! = 0, = = 0, und (4.6) wird 
Oe 
= 65? = , no, 68° ~ =, d=? 
ts ry Vee (8; g ;O,dq ja - Vee (8, y’; 0, do’) =? r 0 


2 


Nach (4.7) ist aber ,. (s, py’; 0, dp’) +0; auch ist =?+ 0 (denn sonst wire 
X* = 0), und es ist also 
(4.8) =O (=1,9) 

: b8 shay 
in allen Koordinatensystemen auf G,. Somit haben wir den Fall a) auf den 
Fall b) zuriickgefiihrt. 


—-: 


Der Vektor 3" erleidet also eine Parallelverschiebung in bezug auf G,. Dieses 
Ergebnis ist von besonderer Bedeutung, wenn man die geoditische Abweichung 
genauer untersuchen will. Fiir 2 = 0 ist nimlich die Gleichung (3.1) eine 
Verallgemeinerung in tensorieller Form der klassischen Gleichung von JacoBI 
auf n-dimensionale Variationsprobleme. Um nun zu der iiblichen skalaren 
Form dieser Gleichung zu gelangen, wollen wir uns von jetzt ab auf zweidimensio- 
nale FinsLersche Réiume beschriinken. Es soll also G, der Gesamtraum werden. 
Auch hatesdann keinen Sinn mehr, von einer ,,geodatischen‘‘ Flache zu sprechen, 
denn G@, ist jetzt ein véllig beliebiger zweidimensionaler Finsterscher Raum. 
Wir kénnen deshalb zu unserer ehemaligen Schreibweise zuriickkehren, ohne 
die Méglichkeit von Verwechslungen befiirchten zu miissen, und wir kénnen 
das Ergebnis (4.8) durch D X'/ Ds = 0 (i = 1, 2) ausdriicken"). 

Indem wir die Gleichung (4.1) abermals nach s differenzieren, erhalten wir 
De DX DX a. yy, 28 

D #* * Dé ~ _— oe ca 





(4.9) 








Dieser Wert wird nun unter Beriicksichtigung von (4.8) und (3.7) auf der 
linken Seite von (3.1) (mit 2 = 0) eingesetzt, und es wird 
-, a€ 
t + 
x cs 





£ Ren; (2, a’) X*2’*§xi=0. 

Indem wir diese Gleichung mit X; = g;; (x, X) X' falten, ergibt sich endlich 
nach (3.9): 
(4.10) 


+ &K(z,2’)=0. 


5) Fiir den zweidimensionalen Fall kann man (4.8) ohne Bezugnahme auf (4.3) durch 
eine analoge Rechnung gewinnen; dies schien aber hier unzweckmaBig, da (4.8) einen 
wichtigen geometrischen Zusammenhang zwischen der geodatischen Abweichung im 
Gesamtraum und den Kriimmungseigenschaften des entsprechenden G, aufdeckt. Man 
kann auf Grund dieser Tatsache eine skalare Form der J aconischen Gleichung fiir n Dimen- 
sionen ableiten — die entsprechende Rechnung sowie die endgiiltige Form ist aber wesent- 
lich komplizierter und soll in einer besonderen Arbeit behandelt werden. 
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Dies ist die gesuchte Gleichung, so daB der Zusammenhang mit der Variations- 
rechnung, von welcher wir ja durch das Variationsproblem (1.2) ausgegangen 
sind, hiermit wieder hergestellt ist. Hier ist K (x, x’) einfach der Kriimmungs- 
skalar des zweidimensionalen Raumes im Punkte (z‘) in bezug auf die Richtung 
x’’, da in diesem Fall die Richtung X‘ eindeutig durch (2*, x’') festgelegt ist. 
Die Bedeutung der Gleichung (4.10) fiir die Geometrie der Frnsterschen 
Raume liegt darin, daB sie fiir Untersuchungen iiber Fragen ,,im GroBen“ 
dient. Man kann z. B. mit ihrer Hilfe folgenden Satz beweisen: Ist K (2, x’) 
in jedem Punkt (2*) fiir jede Richtung (2’') in einem geschlossenen, zweidimen- 
sionalen Frysterschen Raum gréBer als eine gegebene positive Zahl M, so ist 
die gréBte Entfernung (,,Durchmesser des Raumes‘) zweier beliebiger Punkte 
kleiner als 2/V M. An dieser Stelle wollen wir nicht naher auf diese Fragen 
eingehen und werden den Beweis dieses Satzes itibergehen, da dieser sich nicht 
sehr wesentlich von dem des entsprechenden Satzes der Rremannschen Geo- 
metrie unterscheidet. Es sei hier nur ausdriicklich darauf hingewiesen, daB 
die Gleichung (4.10) einen Ankniipfungspunkt fiir fernere Untersuchungen 
bietet. 


§ 5. Der ,,absolute“ Kriimmungsskalar. Geometrische Deutung. 

Wir betrachten die Gesamtheit der geoditischen Linien durch einen 
beliebigen Punkt 0 unseres Raumes, in welchem wir die im vorherigen Abschnitt 
erklarten Koordinaten (s, my’) einfiihren. Der Ort der Punkte P auf jeder dieser 
geoditischen Linien, fiir welchen die Bogenlinge O P denselben gegebenen 
Wert s besitzt, bildet eine geschlossene Kurve, welche 0 enthalt und welche 
wir den ,,geoditischen Kreis‘‘ ¢, (oder Frysterscher Kreis) nennen wollen. 
Fiir s+ 0 ist +, homothetisch zur Indikatrix J, in 7, (0). 

Wir nehmen an, daB8 K im Punkte 0 fiir keine Richtung verschwindet, und 
setzen K(s,p’) = K (s, p’;t,,%,), wobei t' der Tangentialvektor im Punkt 
(s, mp’) der durch 0 und g’ bestimmten geoditischen Linie bedeutet. K (s, oy’) 
hingt also von der Wahl des Koordinatensystems ab. Fir s +0 wird aber 
K (s, gp’) eine Funktion des Ortes (d. h. der Koordinaten von 0) und q’ allein. 
Um nun einen invarianten Kriimmungsskalar zu gewinnen, welcher ausschlieB- 
lich Ortsfunktion ist, setzen wir!) 


1 
(5.1) R (0) = lim f K (s, y’)d y’. 

s—o00 
Durch. unsere Stetigkeitsannahmen ist die Existenz dieses Grenzwertes wegen 
der Definitionsgleichungen (3.2) und (3.9) gesichert. Wir nennen R den 
absoluten Kriimmungsskalar. Diese GréBe laBt sich nun folgendermaBen geo- 
metrisch sehr anschaulich deuten: 

Es seien (8, p’), (8, p’ + dy’) benachbarte Punkte P bzw. Q, deren Ent- 
fernung voneinander wir wieder in Anbetracht unserer friiheren Schreibweise 
mit §& (8, m’,d gp’) bezeichnen wollen. Aus unserer Definition des Winkels 
folgt dann 


. ; ee . €&(8,9',dQ’) 
(5.2) I, (i)d¢ lim— = lim aa 
80 8-0 


(wobei L, (s) die Linge des Umfanges der zu J, homothetischen Kurve in 


16) Der normierte Winkel py’ durchlauft das Intervall 0 < gy’ < 1 bei einer Integration 
um i,. Vgi. Anm. 14. 
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T,, (0) vom ,,Radius‘‘ s ist) da lim & (s, p’, dm’) = 0 ist. Wegen dieser letzten 
s—0 


Relation ergibt sich mit Hilfe von (4.10): 


aE (0, 9’, dq’) 





(5.3) Tr 0. 
Ebenfalls folgt aus (4.10) 

wil 1 ewe 
6 , , — rf pe: Ae ba 3 
64) 9) —— lin Fal) ~~ Teayay i oe 


wegen (5.2) und (5.3). Die Existenz dieser Grenzwerte folgt ohne weiteres aus 

oa. ° 7 ° ae = » . i 
den Gleichungen fiir die geodiitischen Linien EF (P) und E (Q), durch welche & 
definiert ist. 

Um die Lange i, (s) des Umfanges des geodiatischen Kreises i, zu erhalten, 
driicken wir £ durch eine Reihenentwicklung nach s aus, wobei gy’ und d 9’ 
festgehalten werden. Es ist also wegen (5.2), (5.3) und (5.4) 

D, (1) 
6 





(5.5) &(s8.q’,dq’) = Ly (1) sd q’— 


K (0, yp’) 88 d yp’ + 0(s*) d g’, 
und es wird 
iy (8) pF (s, gy’,dg’) L, (8s) - a od K (0, p’) d y’ + 0 (s*). 


Nach (5.1) ersetzen wir das letzte Integral dieser Gleichung durch R (0) und 
erhalten schlieBlich 





(5.6) R (0) od lim ( Ly (8) 


by (8) ) 
DE, (1) ; 


23 
& 
s—0 


Dieses Resultat zeigt sehr deutlich, daB unser KriimmungsmaB tatsichlich 
ein MaB der Abweichung zwischen dem Finsterschen Raum und dem ent- 
sprechenden Mrinxowskischen Tangentialraum darstellt. Eine ahnliche 
Gleichung wurde von BerTRAND und Puiseux in der klassischen Flachen- 
theorie aufgestellt (vgl. [7], S. 153). 


§ 6. Geoditische Dreiecke. 


Es seien A, B, C drei Punkte unseres Raumes, von welchen wir von vorn- 
herein annehmen, daB sie hinreichend nahe zueinander liegen, derart, daB sie 
auf eindeutige Weise durch geodatische Linien miteinander verbunden werden 
kénnen. Wir bilden die geodiatischen Bogen A B, A C und verbinden B und C 
durch eine analytische Kurve ¢: z' = 2! (s, pm’). Die inneren Winkel des so 
erhaltenen Dreiecks D seien «, 8, y jeweils gemessen an den entsprechenden 
Indikatrizen in 7’, (A), 7, (B), T,(C). Wir wihlen A als Ursprung unseres 
(s, p’)-Koordinatensystems; dabei soll die geoditische Linie A B die Para- 
meterkurve g’ = 0 sein. Wir betrachten zwei Punkte P (s, py’), Q (8s + 48, 
y’ + 0 q’) auf c zwischen B uad C und konstruieren die entsprechenden geo- 
ditischen Kreise i, und i, mit Radien s und s + 68, welche c in P bzw. Q 
schneiden. Die geoditischen Linien A P, A Q seien mit E (P), E (Q) bezeich- 
net. Ist z’' (s, p’) die Tangente zu c in 7, (P), so sei @ der Winkel in 7’, (P) 
zwischen 2’'(s,@’) und E(P),@+46@0 der Winkel in 7,(Q) zwischen 
2‘ (8 + 68, @' + 4g’) und E(Q). E(P), E(Q) schneiden i, bzw. i, in den 
Punkten S bzw. R. Dann sind die Bogenlingen PR = é (s, py’, 0 9’), 
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SQ=£&+ 66&, wobei §=0(6q’) und 6&=0(6¢’*) ist. Wir nehmen an, 
daB c so verlaiuft, daB 6 s = 0 (6 q’) ist. Auf dem Bogen Q S von i, bilden wir 
den Punkt 7' derart, daB T Q = P R = & ist, und konstruieren die geoditische 
Linie P 7’, wobei der Winkel § P T in T, (P) mit 6 p bezeichnet wird. 

Aus den Ausfiihrungen des § 2, insbesondere der Gl. (2.9), folgt, daB die 
geodatischen Kreise die orthogonalen Trajektoren der geoditischen Linien 
durch A sind. Insbesondere steht die Tangente von i, in 7’, (S) senkrecht 
in bezug auf # (P). Ebenfalls schneidet der geoditische Kreis i’ mit Mittel- 
punkt P und Radius 6s die geoditische Linie Z (P) senkrecht in 7’, (S) und 
ist deshalb tangential zu S 7’. Es sei 7” der Schnittpunkt von i’ und P 7’; 
die Bogenlinge S T”’ soll mit 4, § bezeichnet werden. Die Reihenentwicklung 
(5.5) ergibt dann 


(6.1) 8, f=dy-de— ; K (s, 9’) 5s? - 5 y + 0(ds) dy. 


Um nun die GréBenordnung von 4, £ — 6 & zu bestimmen, bilden wir die 
geoditische Linie g, weiche senkrecht in 7', (S) in bezug auf H (P) steht. 
g ist tangential zu 7’ und i, in 8S. P 7 schneidet g in V, und wir bezeichnen die 
Bogenlinge S V mit do. Durch V konstruieren wir nun die in bezug auf g 
senkrechte geoditische Linie, welche i’ und i, in U’ bzw. U schneidet. Indem 
wir nun die Ergebnisse der Reihenentwicklung des § 6 der Arbeit [3] beriick- 
sichtigen, ergibt sich aus den dortigen Gleichungen (42), (43) und (44): 
SU = 60+ 0(60°), 8S U’ = 60+ 0(60°); V U’ = 0(60?), VU = 0 (60°). 
Wegen U’ V T’ = 0(1) und 60 =0(6&) =0(6 y’*) ergibt sich dann U’ 7” 

0(d p’*), UU T = 0(6 p’*). Nun ist aber 6F = SU4+ UT = 60+0(6 —’4) 
und 6, = SU’+ U' T’ =60+0(69"%). Es ist also 





(6.2) 6€& 6, & + 0(6 y’*), 
und (6.1) wird 
(6.3) s 5 yp + 0(ds°). 


Indem wir uns zunichst die Figur P S 7 Q R als Gebilde im 7’, (P) denken, 
ersehen wir ebenfalls aus (6.2), daB 6 y den Winkel in 7’, (P) zwischen E (P) 
und £ (Q) bis auf GréBen héchstens von der Ordnung von 0 (6 s*) darstellt. 
Dann folgt aus der Additivitaét unseres Mrnkowskischen WinkelmaBes, daB 
sich 6 O aus der Rotation 6 7 der Tangente z’' von c (indem wir von PmuQ 
iibergehen) und 6 y zusammensetzt. Der Fehler, welcher auftritt, wenn wir die 
Winkelmetrik des 7’, (P) anstatt die des 7’, (Q) benutzen, ist folgendermaBen 
abzuschiatzen: 6 y gemessen an den verschiedenen Indikatrizen wirde analy- 
tisch die Formen (vgl. [5], § 2, Gl. (13)) 


5 p, = F(P, 52), 6 yo = F(Q, 4) 


annehmen; dabei ist aber 





6 wp + 0(d8*) 


P F(P,dA F (P,6A) , 
5 yo = F(P, 62) + (—* 68+ og’) +- 


08 og’ / 
wegen 6 y = 0(6s8). Ersetzen wir ferner 6 y durch (D 7/D 8) 68 (vgl. [3], § 6), 
so ist bei D y/D s die Variation der Metrik durch das kovariante Differential 
miteinbegriffen. Wir diirfen deshalb schreiben: 

D Z 


(6.4) s0=—*% 


6ds—dye 0 (68). 














16 Hanno Runp: 


(Die Wahl des Vorzeichens hingt davon ab, ob T innerhalb oder auBerhalb S Q 
liegt und ob der Bogen P Q von c konvex oder konkav von A gesehen ist. 
In der hier betrachteten Figur ist ersteres der Fall, aber das endgiiltige Resultat 
der Rechnungen bleibt dasselbe). 

Das Minxowskische FlaichenmaB 6 A des Elements P S Q R wird definiert 
als |P S| -|QR| - sin (x’*, £), wobei x’ der Tangentialvektor zu E (P) in T, (P) 
bedeutet und sin (2’¢, E") der Mrnxowskische Sinus gemaB der in der Arbeit 
[5], § 2 amgegebenen Definition. Wegen g;;(z, 2’) 2’ & = 0 ist aber 
sin (z’', &') = 1, und es wird 6 A = &(8, p’, dg’) 68. 

Wir betrachten nun das infinitesimale Dreieck A, welches durch die Bogen 
E (P), E (Q) und P Q gebildet wird. Es ist dann 


f K (8, g’)d A f E(s, yp’, dg’) K(s,p’)ds. 


Nach (4.10) wird dies aber 


(—eer-se ee | E (8, p’, db’) 
- cs ‘ c8 0” 
0 
da innerhalb A die Werte von gy’ und 6 gy’ fest bleiben. Nach (5.2) ist aber das 
letzte Glied 
€& (8, 9’,d¢’) 6é 


, €2& (8, 9,6’) 
€ q _ 
08 


L,(1) 6 gy’ — ds- 0 (68°), 





cs" 


1 
cé 2 


wobei ZL, (1) den Umfang der Indikatrix J, in 7,(A) bedeutet. Wegen 
é £/é s* = 0 (6s) wird dann nach (6.3) und (6.4) 


{ K(s,9')dA=6bq9—dy+0(6s8?) 

i 
6.5 5 56-24 554+ 0(68 
(6.5) Og + ¢ —p, Ost (d8*). 


Indem wir nun iiber D integrieren, erhalten wir 


a 


[ [Keeraa= [ dg+ fiao- [i shas. 





. ~ a 


D v0 


Bezeichnen wir die Kriimmung von c.mit o~', so folgt aus unserer Definition 
{{3], § 6, Gl. (40)) o-! = D x/D 8, und es wird 


(6.6) [ [ Kip) dA=a+ O(C)— 0(B)- | 


os c 


Cds 
BO 
Hier sind die Richtungsargumente in K (s, y’) in jedem Punkt P von D durch 


die Richtung der Tangente der geoditischen # (P) im Punkte P festgelegt. 
Geometrisch ist aber 9 (C) = y, und ebenfalls ist 6 (B) der auBere Winkel 


von D im Punkt B. Die Winkeldefinition ergibt dann 0(B) = + Lp (1) — B. 
Aus (6.6) folgt demnach 
(6.7) | | K(s,9’)dA=a+Pp+y- | 


D ec 


"Cds l 
= zy Pe (l)- 
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Ist insbesondere die Kurve c eine geoditische Linie, so ist o~! = 0 (vgl. [3], § 6), 
und fiir geoditische Dreiecke gilt dann 

: a , . 1 
(6.8) | | K (s,g’)dA=a+ B+ y—3zLD,(l). 


D 

Diese Gleichung stellt vorldufig eine Verallgemeinerung des klassischen 
Gaussschen Satzes itiber geodatische Dreiecke auf einer Flache dar. Hierbei ist 
zu beachten, daB die Linge des Umfanges der Indikatrix, welche von Punkt 
zu Punkt des Raumes variiert, in jedem Punkt naturgeméB die geometrische 
GréBe 2 2 ersetzt. DaB in (6.7) gerade dieser Wert im Punkt B auftritt, hingt 
mit dem von uns willkiirlich gewahlten Integrationssinn und der Wahl des 
Nullpunktes A zusammen. In dem nichsten Abschnitt soll aber gezeigt werden, 
daB8 diese unwillkommene Unsymmetrie der rechten Seite von (6.8) dadurch 
behoben werden kann, indem wir den Nullpunkt in das Innere von D verlegen. 


§ 7. Ein Analogon der Formel von Gauss - Bonnet. 


Das letzte Ergebnis kann ohne weiteres auf ein geoditisches Polygon von n 
Seiten verallgemeinert werden. Das Polygon // wird gebildet durch die Punkte 
; a 1,, welche so gelegen sein sollen, da sukzessive Punkte durch geo- 
datische Bogen verbunden werden kénnen, derart, daB /7 einfach zusammen- 
hangend ist. Als Nullpunkt wihlen wir einen beliebigen Punkt A, innerhalb 
IT und teilen // auf in n geoditische Dreiecke, indem wir die geodiatischen 
Bogen A, A,,..., 4 1, A, konstruieren. Die inneren Winkel des y-ten Dreiecks 
bezeichnen wir mit «,, 6,, y, und den auBeren Winkel im Punkte A, mit 6, 
Wir schreiben L,, fiir die Lange des Umfanges der Indikatrix in 7, (A,). Die 
verschiedenen Winkel werden wieder gemessen an den Indikatrizen in den 7’, 
der entsprechenden Punkte. Indem wir iiber jedes der Dreiecke integrieren — 
dabei soll K (s, m’) und der Integrationssinn dieselbe Bedeutung haben wie im 


vorherigen Abschnitt erhalten wir aus (6.8) 
7 P n i n 
/ | K (s, g Vd A > (x, + Pu 1 Vu) -> p> L,, 
= u=l1 “ p=l 
(7.1) n n n 
> %& + Bi 4 & (By Yu—1) 1%-sh-F pS L, 
u 1 p=2 aad - s=2Z 
Nun ist aber im Punkt A, 
n 
(7.2) >, t = Ly; 
p= 
bei A, 
- , l 
(7.3) YaT A= =D, — Oy : 
und bei A, 
, 1 
(7.4) Bot wywaF=s L,, - 
Setzen wir diese Werte in (7.1) ein, so wird 
- n 
1 2 1 1 2 
/ | K (8s, ¢ ‘) d A Ly ie ta 0; 1 » . ¥ L,, - On ae L, = = —, L, i) 
“a - p= \“ B=s 
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und wir erhalten endlich 


(7.5) | | K(s,g’/)dA=L,— »% 4. 
of 1 


Dies ist das gewiinschte Ergebnis fiir geoditische Polvgone. Fiir den Fall 
eines Dreiecks D kénnen wir nun (6.8) durch die symmetrische Gleichung 
7.6) ' 6,.+ 6,=L,—/|/ K(s,qg’)dA 

D 
ersetzen. Hier hangt natiilich das Doppelintegral wieder von der Wahl des 
Ursprungs ab; bemerkenswert ist aber, daB der Unterschied zwischen diesem 
Wert und der Lange des Umfanges der Indikatrix im Ursprung nach (7.6) 


von dieser Wahl! unabhiangig ist. 

Zum SchluB betrachten wir eine geschlossene, analytische Kurve (C, 
welche ein Gebiet G umranden soll. Wir kénnen n Punkte eee yg 
wihlen, derart, daB 

} 
7.7 da, < - 


n 


ist, wobei doa, die Lange des geoditischen Bogens A, A,,, und / die Lange 
des Umfanges von C ist. Dies folgt sofort aus der Tatsache. daB die geoditischen 
Linien die kiirzesten Verbindungen zweier Punkte darstellen. Da nun aber die 
Kriimmung o~! von C durch den Winkel sukzessiver Tangenten (vgl. [3], § 6) 
) 


4.é 


definiert wird, ergibt der Grenziibergang n —« nach ( 


n n 
’ ‘ . On ds 

lim »' 6, lim »'—"-doe |/—. 

et aoe , 5 og Od, 0 


n >Ou 


’ 
Es lautet also wegen (7.5) das Analogon des Gauss-Bonnetschen Satzes fiir 
Frnstersche Riiume: 


"da 


(7.8) | | K(s,q’)dA L / 


G ( 


oO 


Dieses Ergebnis kann ebenfalls aus der Gleichung (6.7) abgeleitet werden. 
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Untersuchungen iiber Deformationen. 
Von 
Watrer Tum in Bonn. 


Die Untersuchungen dieser Arbeit wurden durch das folgende Problem 
der Funktionentheorie mehrerer Verinderlichen angeregt: Wie andert sich die 
Monodromiegruppe einer algebroiden Funktion bei Parameterspezialisierung ? 
Man erkennt den topologischen Kern dieses Problems, der in der Frage nach 
der Méglichkeit besteht, geschlossene Wege so zu deformieren, daB sie die 
Verzweigungsmannigfaltigkeit der algebroiden Funktion nicht schneiden, 
wenn diese sich in Abhingigkeit von Parametern andert. Untersuchungen 
dieser Art stammen von vAN KAmpeEn’) und Zarisk!I*). Wir lésen das topo- 
logische Problem von seinem funktionentheoretischen Ursprung und formu- 
lieren es sehr allgemein als Deformationsaufgabe (Aufgabe I). Beziiglich der 
allgemeinsten Fassung werde auf den Text verwiesen. Hier soll der folgende 
Spezialfall genannt werden, der das Wesentliche klar erkennen laBt: Fiir 
jedes t, 0 < t < 1, sei A (t) eine abgeschlossene Menge des metrischen Raumes R 
und seien M (t) und N (t) Punkte, die nicht zu A(t) geh6ren. Die Punkte M (0) 
und N (0) sollen durch eine Kurve c(0) verbindbar sein, die A (0) nicht schnei- 
det. Fiir jedes t,0 <t< 1, ist eine Kurve c(t) zu konstruieren, die M (t) und 
N (t) verbindet, die punktfremd zu A (t) ist, derart, daB c(t) aus c(0) durch 
Deformation hervorgeht. Vor allem interessiert die folgende Aufgabe IT: 
Welche Bedingungen muB das Mengensystem A (t) erfiillen, damit jede Defor- 
mationsaufgabe mit vorgegebenen M(t), N(t) und c(0), die bestimmten 
Voraussetzungen geniigen, lésbar ist ? Hierfiir werden hinreichende Bedingun- 
gen angegeben, und zwar werden dazu bestimmte Deformationsretrakte, die 
wir Schutzbereiche nennen, verwandt. Als Kernpunkt erscheint die Frage 
nach der Konstruktion der Schutzbereiche. Dem hierzu vorgeschlagenen 
Verfahren liegt ein Gedankengang zugrunde, den auch vAN KAMPEN verwandt 
hat. Den von ihm benutzten Systemen von konzentrischen Kreisen entsprechen 
die Ausdehnungsmengen. Das Problem der Existenz von Ausdehnungsmengen 
wird fiir einige spezielle Typen von abgeschlossenen Mengen untersucht. 


§ 1. Definitionen und yorbereitende Sitze. 

1.1. Alle in dieser Arbeit auftretenden Raume sind metrisch. © sei eine 
Punktmenge im Raume R. Ist f (P, t) (0 <t< 1) eine Deformation von M in R, 
so werde jede Menge: 

M (t) U f (P,t) 
P¢M 
,.Zwischenmenge“ der Deformation genannt. Die Vereinigungsmenge aller 
Zwischenmengen heiBe ,, Verbindungsmenge“ : 
V (t) U M(t). 
0<ts1 
1) Amer. J. Math. 55, 255— 260 (1933). 
2) Ann. of Math. 38, 131— 141 (1937). 
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1.2. Das topologische Produkt zweier Mengen A und B werde mit {A, B} 
bezeichnet. 

I sei das Einheitsintervall 0 < t l. Es sei M* ‘M,J}. Die Funktion 
F ({ P, t) ff (P,t), t}, P< M, bestimmt eine stetige Abbildung von M* auf 
eine Punktmenge D des Raumes R* fR, I}. D werde ,,Deformationsmenge*‘ 
genannt. 

1.3. Bekannt bzw. leicht einzusehen sind folgende Feststellungen: 

.) Im Raum R seien M, auf M, und M, auf M, deformierbar. Dann 
kann M, auf M, deformiert werden. 

b) M und N seien abgeschlossene Mengen in R. Es seien f (P, t) eine 
Deformation von M und g (P,t) eine Deformation von N. Ist P’ irgendein 
Punkt des Durchschnittes Mr\N, so gelte: f (P’,t)=g (P’,t) fiir alle t, 
0 t 1. Dann wird durch diejenige Funktion fA (P, t) eine Deformation der 
Vereinigungsmenge MW N gegeben, die auf M mit f und auf N mit g iiberein- 
stimmt. 

c) Im Raum R sei / (P,t) eine Deformation von M auf MW’; die Verbindungs- 
menge sei V, die Deformationsmenge D. Es gebe eine stetige Abbildung g 
von V.auf V’c R, die alle Punkte von M und M’ fest laBt. Die Funktion 
1(/(P,t)) bestimmt eine Deformation von M auf M’ mit der Verbindungs- 
menge V’. Die zu dieser Deformation gehérende Deformationsmenge D’ geht 
durch diejenige stetige Abbildung aus D hervor, die den Punkt {Q,t} von D 
in den Punkt {g (Q), t} von D’ iiberfiihrt. Ist F, (Q< 71 1, Deformations- 
parameter) eine Deformation von V in R und hat jede Abbildung F, die Eigen- 
schaften von g, so bestimmt jede Funktion F, (f(P, t)) (x fest, t= Deformations- 
parameter) eine Deformation von M auf M’, deren Verbindungsmenge F,(V) 
ist. Die zu dieser Deformation gehérige Deformationsmenge sei D,. Ist {Q, t} 
ein Punkt von D, so wird durch die Funktion F¥ ({Q, t}) {F_(Q), t} eine 
Deformation von D mit den Zwischenmengen D. bestimmt. 

1.4. Die Deformation f(P,t) von M heibe isotop, wenn die Abbildung 
{(P, t) fiir jeden Wert von t(0<t 1) topologisch ist. 

M sei ein Kompaktum in RF und f{(P, t) eine isotope Deformation von M. 
Die Deformationsmenge der Deformation von M auf die Zwischenmenge 
M (t) sei D(t). Wenn 0<i,< T <1 ist, kann D(t,) tiber die Zwischenmengen 
D(t) so auf D(T) deformiert werden, daB die Punkte von {M, 0} fest bleiben. 

Beweis. Es sei Q = {f (P, 1), t},0 <1 <ty, irgendein Punkt von D(t,). 
Die Funktion 

g(Q, t) if (P,x(1—2) -=2 -t),7(1 t) + ez a 
\’ ' to H J 
bestimmt eine Deformation von D (t,) iiber die Zwischenmengen D (t), tj <t< T. 
auf D (T). 
§ 2. Deformationsaufgaben. 


2.1. Unter einer Deformationsaufgabe soll ein Problem der folgenden Art 
verstanden werden: 

Aufgabe I. 

A. Es seiim Raum & ein System von abgeschlossenen Mengen A (t) gegeben, 
die von dem Parameter ¢ fiir 0 < t 1 abhangen. 

B. M(t) und Nit) (0<t 1) seien Systeme von kompakten Mengen in R, 
die den folgenden Bedingungen geniigen: 

D1. a) Es gebe eine isotope Deformation von M (0) iiber die Zwischen- 
mengen M(t) auf M (1). 
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b) Es gebe eine isotope Deformation von N (0) iiber die Zwischenmengen 
N (t) auf N (1). 

D 2. Fir t= 0 gelte: M(0) lasse sich in R — A(0) auf N (0) deformieren. 
Ist der Deformationsparameter 1, so sei die Deformation in der Nahe von 
t= 0 und von t= 1 isotop; d.h. sind die Zwischenmengen Z(r) (mit Z (0) 

M (0) und Z(1) = N(0)), so gebe es eine Zah! « mit 0 < « < 1, derart, daB 
die Deformation von M (0) itiber die Zwischenmengen Z (rt), 0 <1 < «, auf Z(«) 
und die Deformation von Z (1 — «) iiber die Zwischenmengen Z(t), l—a<1r<1, 
auf N (0) isotop sind. 

D3. Es gebe Zahlen 6>0 und ¢« > 0, die von t, unabhangig sind, derart, 
daB fiir alle t, mit 0 <t, <1 die Mengen M (t) und N(t) mit t—t, < 6 auBer- 
halb der e-Umgebung von A (t,) liegen. 

C. Aufgabe: Bei jedem Wert von t, 0 <t< 1, ist M(t) in R — A(t) auf N (t) 
zu deformieren, derart, daB diese Deformation folgende Eigenschaft hat: 
Die Deformationsmenge der Deformation von M (t) auf N (t) sei D(t). D(0O) soll 
iiber die Zwischenmengen D(t) auf D(1) deformiert werden kénnen. 

Bemerkung. Folgender Spezialfall der Aufgabe I werde hervorgehoben: 
M (t) und N (i) seien Punkte. Dann sind D 1 und D 2 den folgenden Bedingun- 
gen aiquivalent: 

D 1’. a) Der Punkt M (0) lasse sich durch die Kurve M(t) mit dem Punkt 
M (1) verbinden 

b) Der Punkt N (0) lasse sich durch die Kurve N (¢) mit dem Punkte N (1) 
verbinden. 

D2’. Fir t= 0 gelte: Der Punkt (0) lasse sich in R — A(O) mit dem 
Punkte N (0) verbinden. 

2.2. Im Mittelpunkt der vorliegenden Arbeit steht das folgende Problem: 

Aufgabe II. 

Welche Eigenschaften muB das Mengensystem A (t) besitzen, damit jedé 
Deformationsaufgabe mit Mengensy stemen M(t) und N(t), welche den Be- 
dingungen D 1, D 2, D3 geniigen, lésbar ist ? 

2.3. Wenn diese Frage sinnvoll sein soll, miissen D1, 2, 3 jedenfalls in 
dem Spezialfall zur Lésbarkeit ausreichen, in dem die Mengen A (t) fiir 
0 <t< 1 die leere Menge sind. Das beweisen wir durch den folgenden Satz: 

Hilfssatz 1. 

Im Raum R seien M(t) und N(t) (0 <t< 1) Systeme von kompakten 
Mengen, die den Bedingungen D1 und D2 geniigen. (In D 2 ist fiir A (0) 
die leere Menge zu setzen.) V (0) sei die Verbindungsmenge der Deformation 
von .V (0) auf N (0), vgl. D2. Es gibt eine Deformation von M (t) auf N (t) 
mit der Verbindungsmenge: 

V (t) U Mir) UV(O) U Nir). 
Osrst Osrat 
Die Deformationsmenge dieser Deformation sei D(t). Es gibt eine Deformation 
von D(0) mit den Zwischenmengen D(t) 

Beweis. Die Deformierbarkeit von M(t) auf N(t) folgt aus D1 und D 2 
nach 1.3.a). # sei eine Zahl: 0< Psa und0< p< 1 p<1. Nach D1 
und D 2 entstehen M(t) aus Z(f) und N (t) aus Z (1 () durch isotope Defor- 
mationen. Es seien die Deformationsmengen der Deformationen: 

a) von M(t) auf Z(f) : Dit, p), 

b) von Z(f) auf Z(1 fp) : D(p,1 

ce) von Z(1 B) auf N(t) : DQ f, t). 
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Es gilt: D(t) = Dit, B) -D(B, 1 — B)\ DUO — B, b. 

Der Parameter der Deformation von M (t) auf N (t) werde mit u bezeichnet, 
0<u<l. u soll folgendermaBen gewahit werden: Die Menge Z(t), OS t <1, 
ist fiir jeden Wert von t Zwischenmenge der Deformation von M (t) auf N (t). 
Als solcher kommt ihr ein bestimmter Wert von uzu. Wenn 6 <1t<1.— f ist, 
sei das der Wert «=r. Bei dieser Wahl von u ist der Durchschnitt von D(t, £) 
und D(p, I B) die Menge {Z(f), 8} und der Durchschnitt von D(f, 1 B) 
und D(l — B, t) die Menge {Z(1 — #), 1 — B}. Nach Nr. 1.4 kénnen D(0, #) 
auf D(t, 8) und D(l — f, 1) auf D(1 — £, t) so deformiert werden, daB die 
Punkte von {Z(f), 8B} bzw. {Z(1 — B), 1 — B} fest bleiben. Die Deformation 
von D(0) auf D(t) werde folgendermaBen bestimmt 

1. D(O, 8) werde nach 1.4 auf D(t, 8) deformiert, 

2. Di B, 1 f) bleibe punktweise fest, 

3. D(l — B,1) werde nach 1.4 auf D(l — f,t) deformiert. DaB diese 
Definition eine Deformation ergibt, folgt aus 1.3-b). 

2.4. Wenn die Mengen A (t) fiir 0 < t < 1 nicht die leere Menge sind, kommt 
es bei der Lésung der Deformationsaufgabe darauf an, entsprechend den 
Anderungen von A (t) die Verbindungsmenge V (t) von M (t) und N (t) so abzu- 
iindern, daB A(t) und V(t) punktfremd sind. Hierzu werden Deformations- 
retrakte gemaB der folgenden Definition benutzt 

Detinition I 

Es sei A eine abgeschlossene Menge des Raumes R. Die Punktmenge 
ECR heibe ,,Schutzbereich*‘ von A, wenn sie folgende Eigenschaften hat: 

1. EB enthalte A. 

2. Es gebe eine Deformation von R — A auf R — E£, deren Verbindungs- 
menge in R — A liegt und die R — E punktweise fest laBt. 

2.5. Der folgende Satz gibt hinreichende Bedingungen zur Lésung der 


Aufgabe I] . 


Satz 1 
A(t) (0 <t < 1) sei ein System von abgeschlossenen Mengen im Raum R. 
A. Jede Menge A(t) besitze ein System E,(t), 0 < « 1, von Schutzbe- 


reichen, derart, daB Z#,(t) zur e--Umgebung von A (t) gehért. 

B. Zu jedem 6 > 0 gebe es eine Zahl o(6) > 0, derart, daB fiir beliebiges ¢, 
(0st, < 1) A(t) zu E,(t,) gehdrt, wenn t, < t < t, + o (4) gilt. 

M (t) und N (t) seien Systeme von kompakten Mengen, die den Bedingungen 
D1, D2, D3 (vgl. 2.1) geniigen. 

Bei jedem Wert von t, 0 <t < 1, ist M(t) in R — A (t) auf N (t) deformierbar. 
Die Deformationsmenge sei D(t). Dann kann D(0) iiber die Zwischenmengen 
D(t) auf D(1) deformiert werden. 

Kiirzer kann die Behauptung so formuliert werden: Unter den angegebenen 
Voraussetzungen (A und B) iiber A (t) ist jede Deformationsaufgabe (Aufgabe I, 
2.1) lésbar. 

Beweis. 

a) Fir die Deformation von M (0) auf N (0) seien V (0) Verbindungsmenge 
und D(0) Deformationsmenge. ¢ sei die in D 3 eingefiihrte Zahl. Nach Defini- 
tion I gibt es eine Deformation von R — A (0) auf R — E,.2(0), die in R — A (0) 
erfolgt und R — E,,.(0) punktweise fest laBt. Dadurch wird V (0) iiber Zwi- 
schenmengen V (0, s), 0<s< 1, auf eine Punktmenge V (0, 1) = V’(0) defor- 
miert. Hierbei bleiben wegen D 3 und Voraussetzung A alle diejenigen Mengen 
Z(t) punktweise fest, die in der ¢/2-Umgebung von M(0) bzw. N (0) liegen. 
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Wegen der Kompaktheit der Z(r) und wegen D 2 gibt es eine Zahl f > 0, 
derart, daB alle Mengen Z(t) mit 0< rt < # bzw. 1 — 8B <tr <1 diese Eigen- 
schaft haben. Diese Mengen Z (r) gehéren daher zu simtlichen Zwischenmengen 
V(0,8s),0<s<1. Nach 1.3.c) ist V (0, s) Verbindungsmenge einer Deforma- 
tion von M(0) auf N(0). Die dazugehérige Deformationsmenge sei D (0, s). 
Nach 1.3.c) ist D(0) tiber die Zwischenmengen D(0,s),0<s< 1, auf 
D’(0) D(0, 1) deformierbar. Die Mengensysteme M (t) und N (t) erfiillen die 
Bedingung D 2 auch noch, wenn die Deformation in D 2 durch diejenige ersetzt 
wird, deren Deformationsmenge D (0, s), insbesondere also D’(0), ist. Nach dem 
Hilfssatz 1 kann M(t) so auf N(t) deformiert werden, daB die Verbindungs- 
menge durch 
V (t) U Mir) U V’(O) U Nz) 
O<r<t O<r<t 

gegeben wird und auBerdem gilt: Ist die Deformationsmenge dieser Deforma- 
tion D(t), so kann D’(0) iiber die Zwischenmengen D(t) auf D(1) deformiert 
werden. 

b) Nach der Voraussetzung B gehéren die Mengen A (t) fiir 0 < t < a (e/2) 
zu E,.2(0) und daher zu der ¢/2-Umgebung von A(0) (Voraussetzung A). 
Wegen D3 liegen M(t) und N(t) fiir 0 <t< 6 auBerhalb der e-Umgebung 
von A (0). Die kleinere der Zahlen 6 und o (e/2) sei y. Dann ist V (t) fiir 
O<t y punktfremd zu A (ft). 

c) Fassen wir die Ergebnisse zusammen: Fiir 0<t< y ist M(t) in R— A(t) 
auf N (t) deformierbar. D(0) wird iiber die Zwischenmengen D(0,s) (0<s< 1) 
auf D’(0) deformiert; D’(0) wird iiber die Zwischenmengen D(t) auf D(y) 
deformiert. Satz 1 ist daher fiir das Intervall 0 < ¢t < y bewiesen. 

d) Fir t= y ist D 2 mit den Mengen M(¥y), N(y) und der in c) beschriebe- 
nen Deformation von M(y) auf N(y) erfiillt. Daher kann mit denselben 
Schliissen wie in a), b), c) Satz 1 fiir ein weiteres Intervall y < t < 2 y bewiesen 
werden usw. Nach endlich vielen Schritten dieser Art erreichen wir t a 
was den Beweis von Satz 1 bedeutet. 


§ 3. Anwendung auf ein Problem der Homotopietheorie. 

3.1. R und S seien topologische Riume. f sei eine (stetige) Abbildung 
von S in R. Die durch f bestimmte Homotopieklasse von Abbildungen von S 
in R werde mit (f) bezeichnet. Es seien R, S und 7 topologische Raiume. 
x sei eine Homotopieklasse von Abbildungen von R in S und £ sei eine Homo- 
topieklasse von Abbildungen von S in 7. Es seien f¢€ « und g¢f. Dann 
bestimmt g f eine Homotopieklasse von R in 7’, die mit § « bezeichnet werde 

3.2. Zur Beschreibung der Beziehungen zwischen den Homotopieeigen- 
schaften verschiedener Raiume werden die folgenden Bedingungen benutzt: 

H 1. R und R’ seien zusammenhangende metrische Raum« S sei ein 
Kompaktum. « sei eine Homotopieklasse von Abbildungen von S in R 
Dann gebe es eine Homotopieklasse von S in R’, die « zugeordnet sei. Diese 
Zuordnung werde mit ® bezeichnet: x« = @ (x). 

H 2. R und R’ seien zusammenhingende metrische Riume. 7 und S 
seien Kompakta. / sei eine Homotopieklasse von 7’ in S; « sei eine Homotopi 
klasse von S in R. @® bezeichne die in H 1 angegebene Zuordnung zwischen 
den Homotopieklassen von R und R’. Dann gelte bei Verwendung der in 3.1 
angegebenen Symbole 


Aus ~= ® (a) folge «8B = D(a B). 
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H 3. R und R’ seien zusammenhiangende metrische Raiume. Zwischen den 
Homotopieklassen von R und R’ sei eine Zuordnung @ erklart. & sei eine 
Homotopieklasse von Abbildungen des Kompaktums S in R’. Dann existiere 
eine Homotopieklasse « von S in R mit: % = ® (a). 

3.3. R und R’ seien zusammenhangende metrische Raiume. Zwischen den 
Homotopieklassen von R und R’ bestehe eine Zuordnung ® mit den Eigen- 
schaften H 1 und H 2. Jedem Kompaktum S in R ist als Bild der Homotopie- 
klasse der Deformationen von S in R eine Homotopieklasse von S in R’ 
zugeordnet; diese werde als Deformationsklasse 6(S) bezeichnet. Die Be- 
dingung H3 ist (unter Voraussetzung von H1 und H 2) der folgenden 
Bedingung H 4 aquivalent: 

H 4. Zu jedem Kompaktum XK’ in R’ gibt es eine Abbildung f von K’ in R, 
so daB, wenn {(K')= K ist, fiir eine Abbildung g’ aus der Deformationsklasse 
6(K) die Abbildung g’ f der identischen Abbildung von K’ homotop ist. 

3.4. Satz 2. 

Es sei A (t) ein System von abgeschlossenen Mengen im metrischen Raum R, 
0 <t< 1, mit folgenden Eigenschaften: 

A. Jede Menge A(t) besitzt ein System £, (t), 0<<¢ 1, von Schutz- 
bereichen, derart, daB Z, (t) zur e-Umgebung von A (t) gehdrt. 

B. Zu jedem 6 > 0 gebe es eine Zahl o(4) > 0, derart, daB fiir beliebiges ¢, 


mit 0<t,< 1 A(t) zu E,(t,) gehort, wenn t, <t < t, + o(0) gilt. 

C. Fiir beliebiges ¢,, 0 < t, < 1, liege A (t) fiir t — t,; < o (1) in EZ, (t,). 

D. Es sei t, < t <¢t, ein beliebiges abgeschlossenes Teilintervall des Ein- 
heitsintervalles. Die Vereinigungsmenge: J (t,, t.) U A(t) sei abgeschlossen. 


t,.<t<t 

Es sei R(t) = R—A (t). 

Unter den Voraussetzungen A, B, C, D besteht zwischen den Homotopie- 
klassen der Raiume R(¢,) und R(t) fiir 0 < ¢, t, < 1 eine Zuordnung mit den 
Eigenschaften H 1, H 2, H 3. 

Beweis. 

a) Es sei t, ein beliebiger Wert 0 < ¢, < 1; ferner werde ¢’ beliebig im 
Intervall ¢; <t<t,+o gewahlt. Hier seiao die nach B zu 6=1 gehédrende 
Zahl o (1), die auch in der Bedingung C vorkommt. Wir werden die Behauptung 
des Satzes fiir die Raiume R(t.) und R(t’) beweisen. Das bedeutet zugleich den 
Beweis des Satzes 2. 

b) Nach der Definition des Schutzbereiches EF, (t,) existiert eine Defor- 
mation G, (0<1t<1, Deformationsparameter) von R(t,) auf R — E, (t)). 
Hier interessiert zunichst nur die Abbildung G,, die sich fiir tr = 1 ergibt. 
G, bildet R(t.) auf R — #,(t,) ab. Wegen a) und C liegt A (é’) in £,(¢,), und 
daher ist R — E,(t,) punktfremd zu A(t’). G, ist daher eine Abbildung von 
R(t,) in R(t’) und bewirkt eine Zuordnung ® zwischen den Homotopieklassen 
von R(t,) und R(t’), welche die Eigenschaften H 1 und H 2 besitzt. Die der 
Zuordnung ® entsprechenden Deformationsklassen seien dy (S), wenn S ein 
Kompaktum in R(t,) ist. Es fehlt der Nachweis von H 4. 

c) Es sei K’ ein Kompaktum in R(t’). Nach der Definition des Schutz- 
bereiches £,(t’) existiert eine Deformation F, (0 <1< 1, Deformations- 
parameter) von R(t’) auf R — E,(t’). Durch sie werde K’ auf K deformiert. 
Die Abbildung {(K’) = F,(K’) = K ist in R(t’) homotop zur identischen Ab- 
bildung von K’. Wegen der Bedingung C liegt K fiir t — t’ <a in R(t). Ins- 
besondere ist K Teilmenge von R (t,). 
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d) Die in b) eingefiihrte Deformation G, deformiert K auf ein Kompak- 
tum K, das in R — E,(t,) und wegen der Bedingung C daher in allen R(t) mit 
t — t,| <a liegt. Die Abbildung g’ = G, von K auf K ist in R(t.) homotop der 
identischen Abbildung von K auf sich. Nach b) ist g’ Element der Deformations- 
klasse dy (K). 

e) Die Kompakta K und K liegen in jedem Raum R(t) fir 4, <t<?’. 
Wir behaupten: Die Abbildung g’ von K auf K ist in jedem dieser Raume ho- 
motop der identischen Abbildung von K auf sich. Der Beweis ergibt sich aus 
Satz 1, der im Intervall t;<t<t’ auf die folgenden Mengensysteme ange- 
wandt werde: M(t) = K, N(t)=K. Offenbar ist die Bedingung D1 (vgl. 2. 1) 
erfiillt. Die Deformation in Bedingung D 2 sei G,. Die Richtigkeit von D3 
folgt aus Bedingung D, die auf das Intervall t, <¢<¢t’ angewandt werde. 

f) Nach e) ist die Abbildung g’ von K auf K in R(t’) homotop zur identischen 
Abbildung von K auf sich. Also sind die Abbildungen g’f und f von K’ in R(t’) 
homotop. Nach c) ist f in R(t’) homotop zur identischen Abbildung von K’. 
Dasselbe gilt daher auch fiir g’f. Damit ist H 4 nachgewiesen. 


§ 4. Schutzbereiche und Ausdehnungsmengen. 


4.1. Satz 1 gibt hinreichende Voraussetzungen fiir das Mengensystem A (t) 
an, damit jede Deformationsaufgabe lésbar ist. Diese Voraussetzungen sind 
von zwei Arten: 

1. Die Voraussetzung A betrifft die einzelne Menge des Systems A (ft). 
2. Die Voraussetzung B enthialt eine Bedingung fiir das System A (t) als Ganzes. 
Da sich auch die letztere auf das System von Schutzbereichen bezieht, ist die 
Lésung des folgenden Problems bedeutsam fiir die ganze Aufgabe: 

Aufgabe IIT. 

Gegeben sei eine abgeschlossene Menge A des Raumes R. Es ist ein System 
E, von Schutzbereichen (Definition I, 2.4) zu konstruieren, welches die folgende 
Eigenschaft hat: Zu einer vorgegebenen Umgebung U von A gibt es eine Zahl 
e(U)>0, derart, daB alle Schutzbereiche Z, mit 0<¢e<e(U) zu U gehoren. 

Zur Lésung dieser Aufgabe werde eine Methode vorgeschlagen, die in 
wichtigen Fallen abgeschlossener Mengen zum Ziele fiihrt. Wir bestimmen ein 
System von Mengen, die wir Ausdehnungsmengen nennen, und konstruieren 
die Schutzbereiche darauf mittels der Ausdehnungsmengen. 

4.2. Definition II. 

Es sei im Raum R eine abgeschlossene Menge A gegeben. Die Mengen K, 
werden Ausdehnungsmengen von A genannt, wenn das System der K, den 
folgenden Bedingungen geniigt: 

Al. Jeder Zahl r mit 0 < r< 1 sei eine Menge K, zugeordnet, die zu A 
fremd ist. 

A 2. Die Mengen K, (0 <r < 1) iiberdecken R — A. 

A3. Zu jeder Umgebung U von A gebe es eine Zahl y(U) > 0, derart, 
daB fiir r< y(U) die Mengen K, in U liegen. 

A 4. Wenn der Punkt P zu K,, gehért, 0<7r,< 1, so gebe es zu jedem 
e > 0 eine Umgebung von P, die von den K, mit |r —r,| << ganz tiberdeckt 
wird. 

A 5. P sei ein Punkt, der nicht zu A und nicht zu K,, gehért. Dann gebe 
es eine Umgebung von P: U(P) und eine Zahl 6 > 0, derart, daB alle Mengen K, 
mit |r — ry| < 6 punktfremd zu U (P) sind. 
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A6. K, lasse sich auf eine Teilmenge von K, deformieren. Diese Defor- 
mation bestimme eine Funktion Q = f(P, r; s), die fiir alle Punkte P von K, 
und alle Parameterwerte s mit r<s< 1 definiert sei. Der Deformations- 
parameter sei s. Ferner gelte: P = {(P,r;r). Der Punkt Q gehére zu K,. 
Die Funktion f sei stetig in P, r und s. 

4.3. Unmittelbar aus den Definitionen folgt: 

Hilfssatz 2. 

Es sei A eine abgeschlossene Menge des Raumes R und K, (0 < r < 1) ein 
System von Ausdehnungsmengen von A. Wir betrachten das Teilsystem der K, 
mit 0<rsa< 1. Setzen wir K,= K,,(0<s< 1) und K; LU K,, so erhalten 

asrsl 
wir ein System von Ausdehnungsmengen von A, dessen Parameter « ist. 

4.4. Es seien A eine abgeschlossene Menge des Raumes R und K = R — A. 
K, sei ein System von Ausdehnungsmengen von A. Die Funktion g(P) heiBe 
zugehérig zum System der Ausdehnungsmengen K,, wenn sie auf K definiert 
und stetig ist und wenn P auf K,,;p) liegt. 

Hilfssatz 3. 

A sti eine abgeschlossene Menge des Raumes R und K, ein System von 
Ausdehnungsmengen von A. w sei eine feste Zahl 0 < w < 1. Ist dann P ein 
Punkt von K = R — A, so bestehen 2 Méglichkeiten: 

a) P gehdért zu Mengen K, mit r<w. (Dieser Fall ist bei w = 0 ausge- 
schlossen.) Dann sei m(P) die obere Grenze der Zahlen r < w, fiir die P in K, 
liegt. 

b) P gehért nur zu Mengen K, mit r > w. (Dieser Fall ist bei w = 1 un- 
méglich.) Dann sei m(P) die untere Grenze der zugehdérigen r- Werte. 

gy (P) ist eine zum System K, gehérige Funktion. 

Der Beweis folgt aus den Bedingungen A 1 — 5 mittels einfacher Stetig- 
keitsbetrachtungen. 

4.5. Hilfssatz 4. 

A sei eine abgeschlossene Menge des Raumes R und K, ein System von 
Ausdehnungsmengen von A. Es sei M eine zu A fremde Punktmenge in R. M 
kann in R — A auf eine Punktmenge M’ deformiert werden, die zu K, gehért. 

Beweis. 

@(P) sei eine zum System K, gehérende Funktion (vgl. Hilfssatz 3). 
Wir setzen: g(P,t) = (1—t) p(P) +t. Die gesuchte Deformation von M 
wird durch die Formel: 


{(P.t) =f(P, @(P); ¢ (2.0) 


definiert. Dabei ist die Funktion f auf der rechten Seite die in A 6 eingefiihrte 
Funktion. Die Stetigkeit von f(P, t) fir P¢ M und 0 <t< 1 folgt aus der 
Stetigkeit der Funktion g(P, t) fiir diese Argumente und aus A 6. Die Punkte 
f{(P, 1) liegen in K,, weil p(P, 1) = 1 ist. 

4. 6. Satz 3. 

A sei eine abgeschlossene Menge des Raumes R, und K, sei ein System von 
Ausdehnungsmengen von A. Setzen wir 

E,=R- es 
esrsl 

so erhalten wir ein System von Schutzbereichen der Menge A, welches die 
folgende Eigenschaft hat: 
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Zu einer vorgegebenen Umgebung U von A gibt es eine Zahl ¢(U), derart, 
daB alle Schutzbereiche Z, mit 0 < ¢ < e(U) zu U gehéren. 

Beweis. Untersuchen wir zuerst Z, = R — K,. HE, enthalt A. Wir defor- 
mieren K = R—A nach Hilfssatz 4 auf eine Teilmenge von K, = R — £,, 
und zwar verwenden wir dazu folgende Deformation: Wir konstruieren die 
zum System K, gehérende Funktion g(P) mittels der Zahl w = 1 und benutzen 
sie zur Bestimmung der Deformation, so wie das im Beweise des Hilfssatzes 4 
beschrieben wird. Diese Funktion g(P) nimmt in allen Punkten von K, den 
Wert 1 an. Es ist fiir Punkte von K, daher identisch in t: g(P, t) = 1, d. h 
K, bleibt bei der Deformation von R—A auf K, punktweise fest. Z, hat also 
die Eigenschaften eines Schutzbereiches. Beziiglich der iibrigen Mengen £, 
werde auf Hilfssatz 2 verwiesen. Zur Umgebung U von A gibt es wegen A 3 
eine Zahl y(U) derart, daB die K, mit r< y(U) ganz in U liegen. Daher 
gehéren die Z, mit e < y(U) zu U. 

4.7. Satz 3 zeigt, daB die Aufgabe III durch die Konstruktion eines Sy- 
stems von Ausdehnungsmengen gelést werden kann. In den folgenden Unter- 
suchungen werden Beispiele zur Bestimmung der Ausdehnungsmengen gegeben. 
Das folgende Beispiel soll die Allgemeinheit unserer Begriffe zeigen: 

Der Raum R lasse sich stetig auf das abgeschlossene Einheitsintervall 
abbilden. Die Abbildungsfunktion F sei 0 auf der abgeschlossenen Menge A 
und sonst von 0 verschieden. Die Ausdehnungsmenge K, werde als die Original- 
menge des Intervalles 0 << F <r definiert. Wir setzen: f(P,r;s) = P fiir 
r<s<l. Bei diesem Beispiel sind die Schutzbereiche Z, simtlich mit A 
identisch. 

An vAN Kampens Untersuchungen erinnert das folgende Beispiel: Der 
Raum R sei ein Kreis vom Radius a. A bestehe aus dem Kreisrand und n Punk- 
ten im Innern des Kreises. Der Abstand der Punkte voneinander und vom 
Kreisrand sei > 6b. Die Ausdehnungsmenge K,, 0 < r <1, bestehe aus dem 
zu R konzentrischen Kreise vom Radius a — br/2 und je einem Kreise vom 
Radius br/2 um jeden der Punkte von A. Es sei K,= R—A-— U K,. 

0<r<l 

Im folgenden Paragraphen wird eine allgemeine Methode zur Konstruktion 
von Ausdehnungsmengen beschrieben. 


§ 5. Ausdehnungsmengen von Polyedern. 

5.1. Hilfssatz 5. 

Es sei G ein (endlicher oder unendlicher) lokal endlicher Komplex. Jeder 
Ecke von K sei eine ganze Zahl = 0 (eine Ziffer) zugeordnet. 

a) Dann gibt es auf @ eine eindeutig bestimmte stetige Funktion g mit 
folgenden Eigenschaften : 

1. g(Z) = n, wenn E eine Ecke mit der Ziffer n bedeutet. 

2. Es sei s = P, P, irgendeine Strecke mit den Eckpunkten P, und P,, die 
ganz einem Simplex von G@ angehért. Dann verhalte sich g auf s linear. 

b) Die Menge aller Punkte des Polyeders G, in denen g = z ist, werde als 
Niveaufliche S(x) bezeichnet. a < x < b sei ein Intervall, dem keine Ecken- 
ziffer von G angehért. Die Niveauflichen S(x) kénnen fiir a < x < 6 durch 
isotope Deformation ineinander iiberfiihrt werden. Ist k eine Eckenziffe: 
so wird S(x) auf eine Teilmenge von S(k) deformiert, wenn x gegen k strebt. 
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Beweis. 
a) A* sei ein k-Simplex von G. Es sei P der Punkt von A* mit den bary- 
zentrischen Koordinaten jig, 4, ..., 4. Die Ecke mit den baryzentrischen 


Koordinaten y; = 0 fiir i + r, uw, = 1 trage die Ziffer a,. Dann sei: 

g(P) = oo Gq + fy + °° + My Oe. 
Diese Definition von g geschehe in allen Simplizes von G. Die so bestimmte 
Funktion g geniigt den Anforderungen. Eine zweite derartige Funktion g’ 
kann es nicht geben, da wegen 1. und 2. die Differenz g — g’ = 0 sein miiBte. 

b) Der Durchschnitt yon A* mit S(x) ist der Schnitt von A* mit der 
Hyperebene L(x): fg @ + 4, +°** + pa, = 2. Dieser Schnitt ist ein 
konvexes Polyeder P* (x), dessen Ecken die Schnittpunkte der Kanten von A* 
und L(x) sind. Fiir a < x < 6 sind die Zellenkomplexe P* (x) isomorph. Wir 
kénnen in der fiir isomorphe Komplexe iiblichen Weise eine topologische 
Abbildung der P* (x) aufeinandér bestimmen, indem wir sie isomorph bary- 
zentrisch in Simplizes zerlegen und in jedem Simplex die Punkte mit den 
gleichen baryzentrischen Koordinaten einander zuordnen. Nun andern die 
Eckpunkte von P* (x) ihre Lage stetig mit x; das gleiche gilt daher auch fiir 
die Schwerpunkte, die zur Simplizialzerlegung von P* (x) gebraucht werden. 
Die Polyeder P* (x) gehen also fiir a< 2<b durch isotope Deformation 
ineinander iiber. Es seien A’ und A* Simplizes des Komplexes G mit dem 
gemeinsamen Randsimplex A‘. Die in diesen Simplizes gelegenen Teile der 
Niveauflichen S(x) seien die Zellenkomplexe P’ (x), P* (x) und P* (x). Dann 
ist P*(a) Seite von P(x) und von P*(zx). Die fiir a< 2< 6b existierenden 
Deformationen der Polyeder P’(x) bzw. P*(x) lassen sich so einrichten, daB 
sie dieselbe Deformation von P*(x) bewirken. Hierzu ist P*(z) innerhalb 
P(x) und P*(x) isomorph baryzentrisch in Simplizes zu zerlegen. 

Wenn zx gegen die Eckenziffer k strebt, gehen alle Punkte von S(x) wegen 
der Stetigkeit von g in Punkte von S(k) iiber. 

5. 2. Die isotope Deformation der Mengen S(x) kann in der Umgebung 
der Ecke mit der Ziffer a aufhéren, wenn x durch den Wert x = a hindurchgeht. 
Es wird eine Bedingung fiir die Bezifferung angegeben, welche die Fortsetzung 
iiber x = a hinweg sichert. 

Fortsetzungsbedingung F. 

G sei ein lokal endlicher Komplex, dessen Ecken mit Ziffern versehen sind. 
E, sei eine Ecke mit der Ziffer a. Es gebe im Stern von E, (St (£,)) keine 
weitere Ecke mit der Ziffer a. Der Stern von EZ, sei isomorph einem Komplex H,, 
der im n-dimensionalen euklidischen Raum R,, liegt und folgende Eigen- 
schaften hat: 

1. Vermége der Isomorphie entspreche der Ecke E 
halte eine volle Umgebung (im R,) von E%,. 

2. Wir iibertragen vermittels der Isomorphie die Eckenbezifferung vom 
Stern der Ecke Z, auf den Komplex H,. Bilden wir fiir den Komplex H, 
die in Hilfssatz 5 eingefiihrten Niveauflichen S’(x), so sollen diese S’(x) fiir 
|x — a| < 1 auf parallelen Hyperebenen des R,, liegen. 

Hilfssatz 6. 

G sei ein lokal endlicher Komplex. Die Ecken von G seien so beziffert, 
daB in allen Ecken mit der Ziffer a die Fortsetzungsbedingung F gilt. Dann 
gehen die in Hilfssatz 5 eingefiihrten Niveauflachen S(x) fiir |x —a| <1 
durch isotope Deformation ineinander iiber. 


die Ecke Ey. H, ent- 


a 
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Beweis. 

1. E, sei eine Ecke von G und trage die Ziffer a. Den zum St(#,) gehéren- 
den Teil der Niveaufliche S(x) bezeichnen wir mit S,(x). Wegen der Iso- 
morphie von St(Z,) und H, sind die Zellenkomplexe S,(x) und S’(x) isomorph 
(beziiglich der Bezeichnung vgl. Bedingung F). L(z) sei die S’(a) enthaltende 
Hyperebene, sie schneide den Rand von H, in der Punktmenge B(x). Nach 
Hilfssatz 5 sind die Mengen B(z) fiir |2—a 1 isomorphe Zellenkomplexe, die 
durch isotope Deformation ineinander iibergehen. Da die S’(x) fir x—a <1 
parallelen Hyperebenen angehéren, fassen wir sie als Komplexe desselben 
(n—1)-dimensionalen Raumes R, _; auf, der die Hyperebene L (a) sein soll, in 
welche wir L(x) orthogonal projizieren. Dem Punkte Ej, entspreche im R, _ ; 
der Punkt #2. Wie man durch einen indirekten SchluB zeigen kann, gilt im R, — , 
folgender Satz: Es gibt eine Zahl « mit 0 < « < 1, derart, daB fiir 2—a|\ <a 
jeder Halbstrahl durch E die Menge B(x) in genau einem Punkte schneicet. 
Hieraus folgt, daB fiir 2—a x S’(x) mit dem Kegel iiber B(x) mit EZ als 


Spitze iibereinstimmt. Da die Komplexe B(x) fiir 2«—a < 1 isomorph sind, 
gilt dasselbe fiir 2 —a < « fiir die Komplexe S’(x). Da die Ecken von S’(z) 
ihre Lage stetig mit 2 verindern, gehen die Polyeder S’(x) fir x—a <«& 


durch isotope Deformation ineinander iiber. Dasselbe gilt fiir die Polyeder 
S,(x); es gilt nach Hilfssatz 5 auch fiir a—1<a2sSa—e unda+esnxr<a+t+l 
bei beliebigem ¢ mit 0 < ¢ l. 

2. Da die Geltung der Fortsetzungsbedingung F fiir alle Ecken mit der 
Ziffer a vorausgesetzt wird, gehen in den Sternen dieser Ecken die Niveau- 


flichen S(x) fiir 2—a <1 durch isotope Deformation ineinander iiber. Die 
dann noch iibrig bleibenden Teile von S(x), | x—a 1, liegen auBerhalb der 
Sterne von Ecken mit der Ziffer a. Auch diese Teile sind nach Hilfssatz 5 
fir x—a | isotop aufeinander deformierbar. 


5.3. Der Fortsetzungsbedingung F kann die folgende Fassung gegeben 
werden: 

Fortsetzungsbedingung F’. 

Die Voraussetzungen iiber G und E, seien dieselben wie in F, vgl. 5.2 
An die Stelle der in F fiir den Komplex H, aufgestellten Forderung 2. trete die 
folgende: 

Es gebe im Raum R,, eine Hyperebene, die durch EZ, geht, derart, daB die 
Ecken mit Ziffern gréBer als a auf der einen Seite und die Ecken mit Ziffern 
kleiner als a auf der anderen Seite der Hyperebene liegen. 

Aus F’ folgt F. 

Beweis. Verschieben wir die Ecken von H, stetig lings der Halbstrahlen 
durch den Punkt £4, so entstehen isomorphe Komplexe, die durch isotope 
Deformation ineinander iibergehen. Die GréBe dieser Verschiebungen 1laiBt 
sich leicht so bestimmen, daB die S’(x) fiir 2—a <1 auf parallelen Hyper- 
ebenen liegen. 

5.4. Die bewiesenen Hilfssitze werden benutzt, um Aussagen iiber Aus- 
dehnungsmengen zu gewinnen. 

Satz 4. 

Es sei G ein (eventuell krummes) Polyeder und A ein endliches Teilpolyeder 
von G. Dann besitzt A in G ein System von Ausdehnungsmengen. 

Beweis. Es geniigt, den Satz fiir gerade Polyeder zu beweisen, da jedes 
krumme Polyeder einem geraden Polyeder homéomorph ist. Nach einer bary- 
zentrischen Unterteilung von @ besitzt @ die folgende Eigenschaft: Jedes 








30 WaLTER THIMM: 


Simplex von G, dessen Ecken alle zu A gehéren, ist Simplex von A: Wir 
beziffern die Ecken von A mit 0 und die iibrigen Ecken von G mit 1. Die im 
Hilfssatz 5 erklirten Niveauflichen S(x) gehen fiir 0 < x < 1 durch isotope 
Deformation ineinander iiber. Wenn zx gegen | strebt, wird S(x) auf eine 
Teilmenge von S(1) deformiert. Die Mengen S(x) sind Ausdehnungsmengen 
von A in G. 

Folgerung 1. 

A sei eine algebraische Mannigfaltigkeit im Raum R,, der n-komplexen 
Variablen. A besitzt im Raum R,, ein System von Ausdehnungsmengen. 

Foldae rung 2. 

1 sei eine analytische Mannigfaltigkeit, definiert in einer (Kugel-)Um- 
gebung U eines Punktes des Raumes R,,, der n-komplexen Variablen. Dann 
besitzt A in U ein System von Ausdehnungsmengen. 

Beweis. Beide Siatze beruhen auf bekannten Triangulierungssatzen: 
Der Raum R,,, bzw. die Umgebung U kénnen so trianguliert werden, daB A 
ein Teilkomplex von R,,, bzw. U ist. Vgl. vaN DER WAERDEN, Einfiihrung in 
die algebraische Geometrie, Seite 128, bzw. LerscHeTz-WHITEHEAD, On 
analytical complexes, Trans. Amer. Math. Soc. 35 (1933). 

5.5. Um auch ein Resultat im allgemeinen Fall einer abgeschlossenen Teil- 
menge eines Polyeders zu erhalten, benutzen wir den Satz von Runes, vgl. 
\LEXANDROFF-Hopr, Topologie, Seite 143: Es seien H ein Polyeder und @ 
eine offene Teilmenge von H. Dann gibt es eine Simplizialzerlegung von G, 
die G als einen lokal endlichen Komplex definiert. 

Satz 5. 

A sei eine abgeschlossene Menge des Poly eders H. Es gibt eine Menge B 
in H mit folgenden Eigenschaften 

1. B enthalt A. 2. B liegt in einer vorgegebenen Umgebung von A. 


3. Bist abgeschlossen in H. 4. B besitzt ein System von Ausdehnungsmengen 
in H 

Beweis. Die Punktmenge G H A ist in G offen und besitzt nach dem 
Satz von Runge eine Triangulierung, die sie als lokal endlichen Komplex 
erweist. Wir diirfen iiberdies voraussetzen, daB die maximale Kantenlange 
der Simplizes beschrinkt ist. Wir ordnen allen Ecken von G, die in der vor- 
gegebenen Umgebung von A liegen, die Ziffer 0 und den iibrigen Ecken die 
Ziffer 1 zu. Nun kann es sein, daB ein Simplex, dessen Ecken simtlich die 
Ziffer 0 erhalten, gleichwohl nicht zur vorgegebenen Umgebung von A gehért. 
In diesem Falle werde es baryzentrisch unterteilt, und den neuen Ecken werde 
die Ziffer 1 zugeordnet. Die Vereinigungsmenge von A mit allen Simplizes, 
deren Ecken die Ziffer 0 haben, sei B. B liegt in der vorgegebenen Umgebung 
von A. DaB B abgeschlossen in H ist, folgt aus der lokalen Endlichkeit von G 
und der Abgeschlossenheit von A. Ein System von Ausdehnungsmengen 
von B in H bilden die in Hilfssatz 5 eingefiihrten Niveauflichen S (x), bestimmt 
fiir den Komplex @ mit der angegebenen Bezifferung der Ecken. 

5.6. Satz 6. A sei eine abgeschlossene Teilmenge des Polyeders H. Der 
Komplementérraum G = H — A werde simplizial zerlegt. Es existiere eine 
Bezifferung der Ecken von G mit den folgenden Eigenschaften: 

1. Als Ziffern treten alle natiirlichen Zahlen > 1 auf. 

2. Es gebe eine ganze Zahl N > 0, derart, daB in allen Ecken mit 
Ziffern = N die Fortsetzungsbedingung F erfiillt ist. 
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3. Zu jeder Umgebung U von A in H gebe es eine ganze Zahl Z(U), derart, 
daB U alle Ecken mit Ziffern > Z(U) enthalt. Dann besitzt A ein System von 
Ausdehnungsmengen in H. , 

Beweis. Aus Hilfssatz 6 folgt, daB die in Hilfssatz 5 erklirten Niveauflichen 
S(x) fir N —1<2< oo durch isotope Deformation ineinander iibergehen 
und daB S(x) fir x+ N —1 auf eine Teilmenge von S(N — 1) deformiert 
wird. Wir setzen K, U S(x) und K,= S| : : *) fir 0 <r <1 und er- 

rsN l 
halten ein System von Ausdehnungsmengen von A in H. 

5.7. Um die Anwendungsméglichkeit der in Satz 6 gegebenen Methode zu 
erklaren, soll an einem ebenen Beispiel — ohne Durchfiihrung der Beweise 
gezeigt werden, wie durch eine in bestimmter Weise geleitete Bezifferung der 
EKcken die Erfiillung der Fortsetzungsbedingung F’ erzwungen werden kann. 
M sei eine offene und zusammenhiangende ebene Punktmenge. M werde sim- 
plizial zerlegt, und die Ecken von M werden so mit Ziffern versehen, daB die 
folgenden Bedingungen gelten: 

|. Als Ziffern treten alle ganzen Zahlen > 0 auf. 

2. Verschiedene Ecken tragen verschiedene Ziffern. 

Wir fiihren an M einen Abbauproze$8 durch und setzen gleichzeitig die 
Ziffern der Ecken von M neu fest. Wir beginnen mit der Ecke E£,, welche die 
Ziffer 1 hat. Entfernen wir aus M den Stern von £,, so entsteht der Komplex 
M,. Ist M,, k= 1, bereits gebildet worden, so sei EZ, .. ; die Ecke mit niedrigster 
Ziffer auf dem Rande von M,, derart, daB M, — E; . ; noch zusammenhingend 
ist. Der Komplex M; , ; entstehe aus M, durch Weglassen des Sternes von EF; . 1. 
Man zeigt dann: 1. Dann und nur dann werden alle Ecken von M durch das 
beschriebene Verfahren erfaBt, wenn es in M keinen geschlossenen Kantenzug 
gibt, der im Innern und AuBeren unendlich viele Simplizes von M enthiilt. 
2. Wenn durch die beschriebene Methode ein vollstaéndiger Abbau von M 
erreicht wird, ist die Bedingung F’ in allen Ecken erfiillt. 
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Unbedingte und bedingte Invarianten bei Gruppen 
und bei von Gruppen umbeschriebenen Scharen 
von Transformationen. 


Von 
C. Herz in Lérrach (Baden). 


Die Untersuchung der aus den verallgemeinerten DreizeigergréBen des 
n-dimensionalen Raumes und ihren Ableitungen beliebiger Ordnung nach den 
Punktkoordinaten entspringenden Invarianten hat F. Krauss!) auf die Be- 
trachtung eines Teilsystems der als transformierende Variablen anzusprechen- 
den Grundvektorableitungen beliebiger Ordnung zuriickgefiihrt. Dieses Teil- 
system ist in der Gruppe der zugelassenen (,,holonomen**) Koordinatentrans- 
formationen frei veranderlich und gestattet, alle Grundvektorableitungen und 
damit auch alle Dreizeigergr6Ben und ihre Ableitungen sowie alle daraus 
gebildeten Ausdriicke zusammen mit gewissen, eben dadurch fundamentalen, 
Invarianten darzustellen. Die ein solches Teilsystem bildenden ,,inneren 
Transformationsparameter™ spielen in verallgemeinerter Form auch in dieser 
Arbeit eine wesentliche Rolle. F. Krauss hat weiterhin die Invarianten bei 
nicht-holonomen Differentialtransformationen untersucht und fiir sie die 
Unterscheidung von ,,bedingter*‘ und ,,unbedingter“‘ Invarianz als maBgebend 
erkannt. Unbedingt ist die gew6hnlich betrachtete Invarianz, die nur von der 
Transformationsweise abhangt und daher, trotz etwaiger Anderung des Wertes 
der Invarianten, bestehen bleibt, wenn man die transformierenden Variablen 
durch kogrediente ersetzt. Bedingt soll die Invarianz heiBen, wenn sie iiberdies 
Beziehungen zwischen den Gliedern der transformierenden Variablenkomplexe 
verlangt, die deren Werte einschranken?). 

F. Krauss zeigte, wie man auf allgemeine Weise mittels der inneren Trans- 
formationsparameter beliebige Differentialausdriicke zu nichtholonomen 
Invarianten erweitern kénne, und wie dabei die zugehérigen Bedingungen in 
holonom-invarianter Form sich zwangslaufig ergeben. Er bewies ferner, dab 
es nicht-holonom und unbedingt-invariante Ausdriicke aus den Grundvektor- 
ableitungen erster und zweiter Ordnung nicht gibe und vermutete, daB dies 
auch fiir alle hGheren Ordnungen gelten wiirde und daB die holonom-invariante 
Symmetrie der DreizeigergréBen die einzige notwendige und hinreichende 
Bedingung sei. 

In meiner hier ankniipfenden Aachener Dissertation*) habe ich jenen 
Unmoglichkeitssatz mit weitlaufigen und ad hoc angestellten kombinatorischen 


') F. Krauss: Differentialinvarianten, ausgezeichnete FeldgréBen und Vektoriiber- 
tragung. Math. Ann. 1927, S. 688—718, Berlin. 

*) Vgl. I. Scniirz: Prinzip der absoluten Erhaltung der Energie: Géttinger Nachr. 1897, 
oder F. Kieren: Vorlesung tiber die Entwicklung der Mathematik im 19. Jahrhundert, 
Bd. 11, S. 158, Berlin 1927. Dort wird darauf hingewiesen, daB beim elastischen StoB die 
Anderung der kinetischen Energie bei den Galilei-Transformationen der Geschwindig- 
keiten nur bedingt-invariant verschwindet und daB die Bedingung die Erhaltung des 
Impulses ist. 

») C. Herz: Bedingte und unbedingte Differentialinvarianten des allgemeinen 
Basenfeldes. Dissertation Aachen, 1943. 
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Betrachtungen zuerst allgemein bewiesen. In der nachstehenden Arbeit werden 
nun diese Fragen auf ihre gruppentheoretischen Grundlagen zuriickgefihrt. 
Es ergeben sich Begriffe und Satze, die unabhangig von ihrer Anwendung auf 
die differentialgeometrischen Ausgangsprobleme, die ich in einer weiteren 
Arbeit bringen werde, Interesse verdienen kénnten. Als Inhaltsangabe kurz 
formuliert, handelt es sich um folgendes: 

1. Grundbegriffe, Definitionen. 

2. Unbedingte Invarianten. 

Satz 1 (Hauptsatz): Konstruktion des vollstaéndigen Systems der unbe- 
dingten Invarianten einer Transformationengruppe. 

Korollar zu Satz 1: Eineindeutige Zuordnung der Gruppen und vollstandi- 
gen Systeme unbedingter Invarianten. 

Satz 2 bzw. Satz 3: Besondere Stellung der Gruppen gegeniiber beliebigen 
Transformationssystemen bzw. der vollstaéndigen Systeme unbedingter In- 
varianten von Gruppen gegeniiber beliebigen Funktionensystemen nach 
invariantentheoretischen Eigenschaften. Konstruktion des _ vollstandigen 
Systems der unbedingten Invarianten von Transformationensystemen ohne 
Gruppencharakter durch Konstruktion einer gewissen Gruppe mit demselben 
Invariantensystem. 

Satz 4 bzw. Satz 5: Invariantensystem des Durchschnittes (gr6éBter gemein- 
schaftlicher Teiler) bzw. des kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen zweier 
Gruppen. 

Satz 6: Das vollstandige System der unbedingten Invarianten des ,,gréBten 
rechtsseitigen Teilers‘‘ eines beliebigen Transformationensystems. 

3. Bedingte Invarianten. 

Satz 7: Bedingte Invarianten von Transformationengruppen. Bei Gruppen 
bringt der Begriff der bedingten Invarianz keine Erweiterung des Invarianten- 
systems. 

Satz 8: Analogon zu der Gruppe hinsichtlich des vollstaindigen Systems 
der bedingten Invarianten (,,vollstaéndige Transformationensysteme der 
Bedingtheit’‘). Zuriickfiihrung des vollstindigen Systems der bedingten 
Invarianten eines vollstaéndigen Transformationensystems der Bedingtheit auf 
das vollstindige System der unbedingten Invarianten einer Gruppe, namlich 
des gréBten rechtsseitigen Teilers. 

Korollar zu Satz 8: Analogon zum Korollar zu Satz 1. 

Satz 9: Reduktionssatz fiir die Invarianzbedingungen. 

Satz 10 bzw. Satz 11: Analoga zu den Siatzen 2 bzw. 3. 

Satz 12: Hilfssatz zur Konstruktion des vollstindigen Systems der beding- 
ten Invarianten eines beliebigen Transformationensystems durch Konstruktion 
eines gewissen vollistindigen Transformationensystems der Bedingtheit. 


1. Grundbegriffe, Definitionen: Invarianten und inners 
Transformationsparameter 


Ein Transformationensystem T ist definiert durch x Gleichungen, die mit 


Hilfe von p Parametern «,,...,%p die n Variablen 2z,,..., 2, in nm neue 
Variable y,,..., Yn wberfiihren: 
Ys = fi (Vy, oo» Mes My ees Ky), 
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wofiir wir abgekiirzt 


(1) y =f (x; a) 
schreiben wollen, indem wir unter z, y,« die Komplexe x = (z,,..., 4 Tn), 
gy = (9,20, Yu), & = (Gy. --s a») verstehen. Die Funktionen /; sowie alle 


noch vorkommenden Funktionen setzen wir als hinreichend oft differenzierbar 
voraus. Ein Transformationensystem kann eine Gruppe oder eine Schar sein. 
Letztere Bezeichnung soll den Gruppencharakter ausschlieBen. 

Eine spezielle Transformation 7’ von TF bezeichnen wir durch y T (x), 
wobei wir durch Indizes an«7' etwaige Besonderheiten andeuten. 

Wir setzen voraus, daB T genau wie alle Transformationensysteme, die wir 
betrachten werden, die identische Transformation enthalte, d. h. es gebe einen 
Parameterkomplex « = 6, fiir den 


x = f(x; 0) 


ist. Im Falle einer Gruppe versteht sich das von selbst. 

Die y sind Funktionen der zwei Reihen von Veriinderlichen x und «. Wir 
wollen die Anderung der y bzw. eines Ausdruckes in den y bei festem x und 
Anderung der « ,,Varianz‘‘ nennen. Ist F(y) invariant bei T, so miissen sich 
also in 

F(y) = F (f(x; «)) 


die « zerstéren, woraus wegen der Existenz der ideatischen Transformation 


fiir die rechte Seite wieder F(x) folgt. Zerstéren sich die « unabhangig von 
der Wahl der zx, d. h. genauer: fallen die « fiir ein gewisses x heraus und andert 
sich daran nichts, wenn wir die xz innerhalb eines gewissen n-dimensionalen 
3ereichs B, unabhangig voneinander andern, so nennen wir F eine unbedingte 
Invariante ; zerstéren sich die x, wenn wir die Variabilitat der x auf einen durch 
Bedingungen B(x) = 0 ausgesonderten Teilbereich von %, beschrinken, so 
nennen wir F eine bedingte Invariante. 

Als ein Funktionensystem {S(x)} bezeichnen wir eine (unendliche) Menge 
von Funktionen der x, wenn sich jede Funktion von {S} als Funktion einiger 
(endlich vieler) voneinander unabhangiger Funktionen S (2) von { S} ausdriicken 
laBt und andererseits auch jede Funktion von {S} auf diese Weise darstellbar 
ist. Die Funktionen S nennen wir eine Basis von {S}. Die Gesamtheit der 
bei [ unbedingt invarianten Funktionen bildet ein Funktionensystem, nimlich 
das zu T gehdrige System aller unbedingt oder bedingt invarianten Funktionen. 
Die Anzahl der voneinander unabhangigen Invarianten ist endlich (héchstens 
gleich m), und jede Funktion der Invarianten ist wieder invariant. Bei in- 
variantentheoretischen Betrachtungen haben wir also immer Funktionen- 
systeme zu untersuchen. Wir werden deshalb statt {S} einfach die Basis S 
schreiben, falls eine Verwechslung nicht zu befiirchten ist. 

Es liegt nahe, Invarianten bei (1) durch Elimination der « zu bilden. Der 

f(x;a) 
ca 


. c . ° + . a > 
Rang der Matrix ist eine Funktion der z und «. Der héchste Wert, den 


dieser Rang bei Anderung von x und « annimmt, seir. Um ein Wertsystem z, «, 
in dem dieser Rang r erreicht wird, laBt sich stets eine n-dimensionale Umgebung 
%,, der x und eine p-dimensionale Umgebung UL, der « angeben, und es lassen 
sich die x, y und « so numerieren, daB in dem (n + p)-dimensionalen Bereich 


(Bn, Wp) der x und « die Determinante | mit f (fx,--+s fe), @= (a, is 
ca} 
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nirgendwo verschwindet. In (Sy, Up) kénnen wir dann die f nach den & auflésen 

und erhalten 

» _ = . ~ 

(2) a= p(x; ¥, a) 

mit % = (%1;,---,4,)- Die tibrigen y, d. h. ¥ = (y,.,,..., yn) driicken sich 
of . : “ide 

wegen des Ranges r von —— in dem Bereich (®,, U,) durch die 7 und z unab- 
ca : 

haingig von den & aus, so daB, wenn wir (2) in die f einsetzen, 


(3) y p (x; ¥) 


folgen muB, wo die #(x2; ¥) keinerlei « mehr enthalten. Diese Gleichungen 
stellen die Gesamtheit der bei den Transformationen von T in dem Bereich 
(G,,, lp) giiltigen (2, y)-Beziehungen dar. Denn fiir jedes Wertsystem 2, y, 
das (3) geniigt, laBt sich nach (2) bei beliebigem % ein & angeben, so daB y durch 
diese ~ aus x in & transformiert wird, wahrend, wenn z, y (3) nicht geniigt, 
dies nicht méglich ist. Der Varianzbereich der y ist also, da in (3) dabei die x 


festzuhalten sind, ein r-dimensionaler Bereich %,, und in &%, sind die 7 frei 


variant. Die ¥ nennen wir die ,,inneren Parameter“ von T. Sie sind ein Teil- 
system der transformierten GréBen und bei gewissen differentialgeometrischen 
Anwendungen geeignet, das Koordinatensystem der y nur durch innere 
Differentialeigenschaften der Koordinatenlinien ohne Bezugnahme auf das 
Koordinatensystem der x zu charakterisieren. 

Der Varianzbereich %, der y ist nicht eineindeutig auf U,, bezogen. Dazu 
miissen wir erst die % irgendwie (natiirlich nicht im Widerspruch zu u,) 
fixieren. Dadurch entsteht ein Varianzbereich U, der «, der auf %, eineindeutig 
bezogen ist. Da die Invarianz einer Funktion nur eine spezielle (x, y)-Relation 
ist, hat die Fixierung der % auf die Méglichkeit der Invariantenbildung keinen 
EinfluB 

Ein Untersystem &T! von I denken wir uns immer durch Beziehungen 
h(x) = 0 fiir die Transformationsparameter definiert. Wir kénnen uns in (1) 
die « durch ein bei h(«) = 0 frei variantes Teilsystem «! derselben ausgedriickt 
denken und dieselben Betrachtungen fiir die so entstehenden Funktionen 
y = f'(x; «) durchfiihren. Bei fixierten % legen die Bedingungen h(«) = 0 
den & Bedingungen h’(x) = 0 auf, durch die aus U, ein Teilbereich U,. ausge- 
sondert wird. Die restlichen, iiber h’(x) = 0 hinausgehenden Bedingungen sind 
fiir die (x, y)-Beziehungen, also auch fiir die Invarianzeigenschaften unwesent- 
lich; wir denken sie uns fortgelassen. Der Teilbereich U1, ist bei festen x ein- 
eindeutig auf einen Teilbereich %, von ¥%, bezogen, und dies ist der Varianz- 
bereich der y bei T!, in dem die inneren Parameter von T? frei variant sind. 
Es folgt aus h’(x) 0 
2! > 


) at = p(x; y', a) 


mit denselben « wie in (2). Entsprechend ist 
(3!) y = p(x; y') 
mit den bei $! frei varianten 7’. 
Genau so, wie sich in der Invarianten F(y) von & die « zerstéren miissen, 
miissen sich auch in 


F(y) = F(y, p(x; ¥)) 
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die ¥ wegen ihrer freien Varianz und der Invarianz von F zerstéren, und zwar 
bei beliebiger Wahl der x in 8,,, wenn F unbedingt invariant und bei Wahl der x 
in dem durch B(x) = 0 ausgesonderten Teilbereich, wenn F bedingt invariant 
sein soll. 

2. Unbedingte Invarianten. 

In diesem Abschnitt soll es sich stets um unbedingte Invarianten handeln, 
auch wenn dies nicht ausdriicklich vermerkt ist. 

Von jetzt an nehmen wir an, daB unser durch (1) definiertes Transforma- 
tionensystem (Hauptsystem) £ eine Gruppe & sei. Fiir eine Untergruppe @! 
von & gelten genau dieselben Betrachtungen und Ergebnisse, die wir jetzt fiir G 
ableiten wollen. 

Es sei x ein Wertsystem aus %,,, z = 7',(x) sei eine Transformation aus @, 
wobei die # dem Bereich Ul, angehéren sollen, so daB entsprechend (3) 

W(x; Zz) 
ist. Ist y T (x) eine weitere Transformation aus @, so ist wegen des Gruppen 
charakters auch die Transformation z = 7’, T>'(y) = T,,(y) in & enthalten, 
und es muB auch 
Zz y (y; Z) 
sein. Wir haben also 
ply; Zz) = p(x; 2). 

Dies gilt fiir alle 2 aus %,, fiir alle Z aus %, und fiir alle Transformationen 
y = T,(x) aus &. Die (x; Z) sind also bei beliebiger Wahl der Z in diesen 
Bereichen unbedingte Invarianten. 

Von den n —r Funktionen (zx; Zz), als Funktionen der zx betrachtet, 


i 
seien m —r (m< 7) voneinander unabhingig. Dann gabe es genau n — m 
Relationen zwischen den z, die durch z = f(x; #) identisch in x und f erfiillt 
wiirden. Die Funktionen z= f(x; 8) kénnen wir aber als unabhingig voneinander 


annehmen, denn aus dem Gruppencharakter schlieBen wir leicht, daB sich 
etwaige in x und # identisch erfillte Beziehungen zwischen den z auch auf 
jeden weiteren aus z transformierten Variablenkomplex iibertragen miissen, 
so daB wir tatsichlich eine Gruppe in weniger als n Variablen hatten. 

Wir erteilen den Zz irgendwelche festen Werte € aus ¥.. Die Funktionen 
y (x; Z) werden dadurch zu 


wy (x; C) J (x). 


Wir haben somit » —r voneinander unabhangige unbedingte Invarianten 
bei @© gewonnen. 

Ist insbesondere y = 7',(x) eine Transformation aus (%,, U,), so miissen 
die n — r voneinander unabhiangigen (z, y)-Relationen 


~ 


(4) J (y) = J (zx) 
den n —r voneinander unabhingigen (zx, y)-Relationen (3) aquivalent sein. 
J (y) J (x) muB sich also nach den y auflésen lassen, und es folgt 


~ 
~ ~ 


(5) ¥ = GV (z); 9). 
Dies ist gleichbedeutend mit (3). 


es 
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Ist F irgendeine unbedingte Invariante, so gilt, da sich die frei varianten 7 
zerstOren miissen, 


F (y) =F (9, BO (x); 9) = OV (2). 


Die J (x) bilden also eine Basis des vollstiindigen Systems der unbedingten 
Invarianten von &. 

Wir haben somit den 

Satz 1 (Hauptsatz): Ist durch y = f(x; «) eine Transformationengruppe © 
gegeben und eliminiert man aus y = f(z; «) die duBeren Parameter «, so daB 
man die y als Funktionen der zx und eines frei varianten Teilkomplexes 
¥ =(y¥,,---. Yn) der y dargestellt erhalt, so treten in dieser Darstellung (3) 
bzw. (5) die x zu genau n — r voneinander unabhangigen Funktionen verbunden 
auf, die eine Basis des vollstiéndigen Systems der unbedingten Invarianten 
von @ bilden. Man gewinnt eine Basis, indem man den 7 in (3) irgendwelche 
feste spezielle Werte ¢ aus %, erteilt. Die Gesamtheit der (x, y)-Relationen 
von @& ist durch die Invarianzbeziehungen (4) vollstandig beschrieben in dem 
Sinne, daB (4) aquivalent zu (3) ist. 

Zu Satz 1 fiigen wir noch eine die Untergruppen betreffende Ergainzung an. 

Korollar zu Satz 1: Ist G eine Untergruppe von G, und G? eine Unter- 
gruppe von &!, und ist J!(x) bzw. J*(x) das vollstaéndige System der unbe- 
dingten Invarianten von &' bzw. G?, so folgt aus G' > G? fiir diese Invarianten- 
systeme J1c J2, @! ist die Gesamtheit der Transformationen aus @, die J! 
unbedingt invariant lassen, und die (z, y)-Relationen J'(y) J' (x) sind 
aiquivalent den Beziehungen zwischen den éuBeren Parametern «, die &! als 
Untergruppe von & definieren. 

Denn in @? ist die Varianz der y gegeniiber &'! eingeschrankt, da nach 
Fixierung der & die frei varianten inneren Parameter auf die durch ein System 
der « bestimmten Transformationen eineindeutig bezogen sind. Es sind 
deshalb in @? mehr (x, y)-Relationen als in @' erfiillt, und demnach gibt es in 
@? auch mehr Invarianten. Also ist J! c J?. Waren die % nicht fixiert, so 
kénnten wir aus &' > @? nur J! CJ? schlieBen. Gerade um das Gleichheits- 
zeichen auszuschlieBen, ist es vorteilhaft, die % zu fixieren. 

Gilt fiir eine Transformation y = 7',(x) fiir alle « aus B,: J*(y) Ji (zx), 
so folgt, wenn z = 7',(x) eine Transformation aus @! ist, fiir die also mit den 
bei &! frei varianten 2! z! = g!(J1(zx), Z*) gilt, auch 21= @ (J1(y); z'), so daB 
auch z = 7',(y) eine Transformation aus @! ist. Dann ist aber auch y = 7’, (x) 


eine Transformation aus &'. Es folgt also aus J'(y) = J*(x), daB y = T, (x) 
eine Transformation von @! ist, d. h. fiir « sind die Parameterbeziehungen 
von &! fiir alle x erfillt, und umgekehrt folgt aus diesen Parameterbeziehungen 
in Verbindung mit (1) auch J'(y) =J'(x). Daraus ergibt sich, daB @' die 
Gesamtheit der Transformationen ist, die J1 unbedingt invariant lassen. 

Es folgen nun zwei Satze, die die besondere Stellung der Gruppen innerhalb 
der Transformationensysteme hervorheben. Wir wollen sie beide zunichst 
aussprechen und dann beweisen. J, &! usw. seien hier, wie stets im folgenden, 
in & enthaltene Transformationensysteme bzw. Gruppen. 

Es gilt: 

Satz 2 (1. Vollstéindigkeitssatz): Die Gesamtheit $1(S') der Transformatio- 
nen aus &%, die ein Funktionensystem S'(x) unbedingt invariant lassen, ist 
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eine Gruppe @'. Das vollstandige System der unbedingten Invarianten Ji 
von @&! ist das kleinste S' umfassende vollstandige System der unbedingten 
Invarianten einer Grupp 

Dazu reziprok ist der 

Satz 3 (2. Vollstindigkeitssatz): Das vollstindige System der unbedingten 


Invarianten S?(?) bei einem Transformationensystem T? ist identisch mit dem 


vollstindigen System der unbedingten Invarianten J? einer Cruppe @?. 
@? ist die kleinste T* umbeschriebene Gruppe. 

Die Termini ,,vollstandig’‘ und ,,Gesamtheit*‘ besagen im wesentlichen 
lasselbe (das vollstandige Invariantensystem ist ja die Gesamtheit der In- 
varianten). Wir haben durch diese beiden Satze die Zuordnungen: 


(Satz 2) S! + $1(S!) = @& (8), J'aS 
(Satz 3) =? - S? (J?) J 2 (F?), (§? 2°. 


Der Buchstabe J fiir Funktionensysteme ist hier fiir die vollstindigen In- 
iriantensysteme von Gruppen vorbehalten. Das Gleichheitszeichen gilt nur 
m Falle von Gruppen. Kurz kénnen wir das Wesentliche der beiden Siatze 
lgendermaBen formulieren 
Volistandige Systeme von Transformationen bzw. von Invarianten, die 
in der oben definierten Weise irgendwelchen Systemen von Funktionen bzw. 
Transformationen zugeordnet sind, sind immer Gruppen bzw. vollstandige 
Invariantensysteme von Gruppen. Gruppen kénnen wir also auch als ,,voll- 
stindige Transformationensysteme* definieren, genauer: ,,vollstandige Trans- 
rmationensysteme der Unbedingtheit‘‘, da die Funktionensysteme unbedingt 
nvariant sein sollen 


Beweis von Satz 2: Es seien y T(x) und z T(x) zwei Transforma- 
tionen aus &, die S' unbedingt invariant lassen, d. h. die Invarianz gelte fiir 
alle x aus B,. Wegen der Gruppeneigenschaft von & ist auch z = 7’; T>!(y) 


T’.,(y) in & enthalten. Da fiir alle x vermége 7', S' (zx) S'(y) und vermége 
T, S'(x) = S*(z) ist, folgt fir 7: S'(y) = S'(z). Variieren wir y in &, bei 
festgehaltenen a, # und damit y, so variiert x in $,,. Die Invarianzbeziehungen 
S'(2) = S'(y) und S'(x) = S'(z) bleiben dabei erhalten und damit auch 


S!(y) = S'(z).-7, laBt also S' unbedingt invariant. Damit ist &!(S!) — G1(S) 
bewiesen 


In &' sind neben S' méglicherweise noch andere Funktionen unbedingt 
invariant, so daB das vollstandige Invariantensystem J) von @& J S} 
ist. Ist &* irgendeine Gruppe, deren vollstandiges Invariantensystem J*>28 
ist, so gilt fiir G' als der Gesamtheit der Transformationen mit dieser Eigen- 


schaft @! > G* und damit nach dem Korollar zu Satz 1 J! ¢ J*. Die Relationen 


besagen, daB im Falle S'c J! J‘ das kleinste S! umfassende vollstindige 


Invariantensystem einer Gruppe ist. Der Fall S$! = J‘ ist schon im Korollar 
zu Satz | enthalten. 


Wir finden G', indem wir mit den Basisfunktionen von S! die Gleichungen 


S! (f(a; a)) = S'(x) 
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bilden. Diese stellen fiir jedes Wertsystem x ein System von Bedingungs- 
gleichungen fiir die « dar. Die «, die allen diesen Gleichungen fiir alle x geniigen 
(zumindest ist das « = 6, so daB sich diese Gleichungen nicht widersprechen), 
charakterisieren die Gesamtheit der Transformationen, die S! unbedingt 
invariant lassen, also @!. 

Beweis von Satz 3: S® sei das vollstindige System der unbedingten 
{nvarianten von T?. @* sei die Gesamtheit der Transformationen aus @, 
die S? unbedingt invariant lassen und die nach Satz 2 eine Gruppe ist. Das 
vollstaindige System der unbedingten Invarianten von G* sei J*. Da T2 und G* 
beide S? unbedingt invariant lassen und @* die Gesamtheit der Transformation 
mit dieser Eigenschaft ist, ist sicher G@* > T?, woraus J* ¢ S? folgt. Nach 
Satz 2 gilt aber J* > S2, so daB J* 


S? folgt. Es ist also mit der Bezeichnung 
des Satzes G* @? und J* J?. 


Ist &’ irgendeine T? umbeschriebene Gruppe, so ist deren vollstandiges 
7 9 


Invariantensystem J’ C S?=J?. Daraus folgt @’ 2 G*. Da G? selber T? 
umbeschrieben ist, ist G* also die kleinste T? umbeschriebene Gruppe. Ist 
=? selber eine Gruppe, so ist selbstverstindlich T? = G?. 


Man findet @?, indem man zuniachst die Gesamtheit T’ der Transforma 


tionen bildet, die durch mehrmalige etwa zweimalige Aufeinanderfolge 
irgendwelcher Transformationen aus 2 entstehen. Wir schreiben: Tt’ = T?- T?. 
Es ist sicher F ~*, wo das Gleichheitszeichen nur dann steht, wenn T? eine 


Gruppe ist. Andererseits ist T’ ¢ G*, da alle Transformationen von FT? auch 
Transformationen von @?* sind. Wir wiederholen diesen ,,Multiplikations- 
prozeB‘* sukzessive, bilden also die Kette 


> 


z ¥’ $2.52 — G2 
t’ ot” =% -&’ o@ 
UST" =F" I" CS 


Im wesentlichen bilden wir also die ,,Potenzen‘‘ von T?. 

DaB das Verfahren nach einer endlichen Anzahl von Schritten zu G? 
fiihrt, erkennt man am besten mittels der von 8. Lie eingefiihrten Parameter- 
gruppe $ von &, die sich auch zur praktischen Konstruktion von G&? gut eignet : 
Sind 7’, und 7’, zwei Transformationen aus @, so sind die Parameter y der 


/ 
zusammengesetzten Transformation 7’ T, T, eindeutig durch die « und / 
bestimmt : 

(6) a, 


y 4(P; a). 


FaBt man diese Gleichungen als Transformationsgleichungen der f in die y mit 
Hilfe der Parameter « auf, so erkennt man leicht, daB sie eine Gruppe, eben die 
Parametergruppe §, bestimmen. Driicken wir in (6) 8 und « durch die vermége 
der «-Beziehungen h(x) = 0 von T? frei varianten z und f! aus, so sind die 
Parameter y von 7’; 7, durch 
y - (3 ° x) 

gegeben. Die Parameterbeziehungen von Tf’ finden wir durch Elimination 
von /', %! aus diesen Gleichungen in der Form h’(y) = 0. Im Falle einer Gruppe 
ist h’(y) = 0 &quivalent zu h(y) = 0. Ist aber T? eine Transformationenschar, 
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so ist T’ >T?, und die Beziehungen h’(«) = 0 schrinken die « weniger ein als 
h(a) = 0. Es besteht also h’(x) = 0 aus weniger voneinander unabhangigen 
Gleichungen fiir die « als h(«)=0. Da die Anzahl der voneinander unab- 
hingigen Gleichungen h(a) = 0 jedenfalls endlich ist, muB das Verfahren 
einmal abbrechen, sei es, daB die « iiberhaupt frei variant werden, dann ist 
@&*? = G, sei es, daB sich die «-Beziehungen reproduzieren, wodurch dann @? 
gegeben ist. 

Hiermit sind wir in der Lage, das vollstaindige Invariantensystem von T? 
durch Konstruktion der Gruppe @* und dann gemaB Satz 1 zu konstruieren 

Unter dem kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen (k.g.V.) S? — S!\ S? 
zweier Funktionensysteme S' und S? werde das kleinste Funktionensystem 
verstanden, dessen Basis sowohl eine Basis von S' als auch von S? enthilt. 
Es gilt dann 

Satz 4: Der Durchschnitt @ = @' > G? (gréBter gemeinschaftlicher Teiler) 
zweier Gruppen &! und @? ist eine Gruppe, deren vollstaéndiges System der 
unbedingten Invarianten das k.g.V. der volistandigen Systeme der unbedingten 
Invarianten von @&' und @? ist. 

DaB &* eine Gruppe ist, brauchen wir hier nicht erst zu beweisen. Es ist 
&! > & und G? Dd G*, also nach der Anmerkung zu Satz 1 J! ¢ J? und J2¢ J. 
Es ist dann auch J! J2¢ J%. Jedes y, das sowohl in @! als auch in @? aus x 
transformiert werden kann, geniigt simultan den Gleichungen 


(7) J*(y) J\(2x): J2(y) J? (zx), 


und da nach Satz 1 die Gesamtheit der Invarianzbeziehungen einer Gruppe der 
Gesamtheit ihrer (x, y)-Relationen aquivalent ist, kann auch jedes y, das bei 
gegebenem z diesen Gleichungen simultan geniigt, sowohl in @! als auch in @&?, 
also auch in @* aus z transformiert werden. (7) stellt also die Gesamtheit 
der (x, y)-Relationen von &* dar. In der Darstellung der (z, y)-Relationen 
von @&* durch innere Parameter treten also die x nur in den Funktionen 
D(x), J2(x) auf, so daB BoJi J. Mit der obigen Ungleichung folgt also 
J = Au J? 

Das k.g.V. G' zweier Gruppen G! und @? ist die kleinste Gruppe, die sowohl 
&! als auch G? als Untergruppen enthalt. Sie kann auch als Durchschnitt all 
dieser Gruppen definiert werden. Es gilt 

Satz 5: Das k.g.V. G* zweier Gruppen &' und G? ist eine Gruppe, deren 
vollstandiges System der unbedingten Invarianten der Durchschnitt der voll- 
stindigen Systeme der unbedingten Invarianten von &' und @? ist. 

Denn es ist G'¢c @ und @’c @, also nach dem Korollar zu Satz 1 
D> J4, J2>F* und somit J1J2> J*, wenn J1-\ J? den Durchschnitt von J! 
und J2, d. h. die Gesamtheit der beiden Systemen gemeinsamen Funktionen 
bezeichnet. Andererseits bildet nach Satz 2 die Gesamtheit der Transforma- 
tionen, die J'-\J? unbedingt invariant lassen, eine Gruppe @*, deren voll- 
staindiges Invariantensystem J* J'r-\ J? ist. Es ist also J* >J*. Da sowohl 
@! als auch @? die Funktionen J1-\J? unbedingt invariant lassen, ist @* als 
Gesamtheit der Transformation mit dieser Eigenschaft sowohl @! als auch G? 
umbeschrieben, also auch @'\/@?. Nach dem Korollar zu Satz 1 ist also 
J* S J*. Mit obiger Ungleichung folgt Jt = Jt= Pn J. 


Invarianten von Transformationsgruppen. 41 


Da in jedem Transformationensystem T! die identische Transformation 
enthalten sein soll, gibt es mindestens eine T! einbeschriebene Gruppe. Sind 
&' und G? zwei T! einbeschriebene Gruppen, so sind die Parameterbeziehungen 
von fT! sowohl bei G! als auch bei G? erfiillt. Das k.g.V. G* von & und G2 
wird aber gerade durch die sowohl bei @! als auch bei @? erfiillten Parameter- 
beziehungen bestimmt. Es folgt dies aus der entsprechenden Tatsache fiir 
die (x, y)-Relationen und daraus, daB diese (x, y)-Relationen aquivalent 
den Parameterbeziehungen sind. Daraus schlieBen wir, daB auch @&* dem 
System T! einbeschrieben ist. Es hat deshalb einen Sinn, von der gréBten F! 
einbeschriebenen Gruppe zu reden. Diese ist das k.g.V. aller J! einbeschriebenen 
Gruppen. 

In T! existieren ferner Gruppen @’ (,,rechtsseitige Teiler“‘) derart, daB alle 
Transformationen aus T! mit allen Transformationen aus G@’ zusammengesetzt 
gerade wieder alle Transformationen von fT! ergeben, also T!- G’ = T! ist. 
Zumindest die nur aus der identischen Transformation bestehende Gruppe hat 
diese Eigenschaft. Ist tT! -@’ = T! und T!- G” = FT, und ist G* das k.g.V. 
von &! und &?, so ist auch T! - G* = T!. Denn G* ist die kleinste der mengen- 
theoretischen Vereinigung von &! und @?, d. h. dem Transformationensystem, 
das aus den Transformationen von &' und @? besteht und das im allgemeinen 
keine Gruppe ist, umbeschriebene Gruppe, und als solche (s. oben) durch mehr- 
malige Zusammensetzung von Transformationen aus @&! und @? erzeugbar. 
Dabei reproduziert sich aber jedes Mal T!, so daB auch FT! - G* = FT ist. Dies 
berechtigt uns, von dem gréBten rechtsseitigen Teiler zu reden. 

Der gréBte rechtsseitige Teiler laBt sich auch definieren als die Gesamtheit 
der Transformationen aus &, die mit den Transformationen von T! zusammen- 
gesetzt, gerade wieder T! ergeben. Denn sind 7', und 7’, zwei solche Trans- 
formationen, so daB T!- 7, = T! und T!- 7’, = TF! ist, so ist auch T'- 7, - T; 

t'- 7, =. Fiir die identische Transformation £ ist sicher T!- E = ['. 
Ist schlieBlich T}- 7, = FT, so ist T? = J} - F = T-T,-T-=7F-T—', dh. 
T~' gehért auch zu diesen Transformationen. Diese bilden also einen rechts- 
seitigen Teiler. DaB es der gréBte rechtsseitige Teiler ist, folgt daraus, daB 
diese Transformationen die Gesamtheit der Transformationen mit der Eigen- 
schaft T}- 7’, = T sind. 

Wir beweisen jetzt den 

Satz 6: Ist G* der gréBte rechtsseitige Teiler von T', so kommen die z in 
der Darstellung der (2x, y)-Relationen von T! durch innere Parameter zu 
Funktionen verbunden vor, die eine Basis des vollstaindigen Systems der 
unbedingten Invarianten von @&* bilden. 

Beweis: Es sei 
(8) y= yp (x; 7) 
die Darstellung der (x, y)-Relationen von &! durch innere Parameter. Ist 
z= 7.,(x) eine Transformation von @* und y = 7',(x) eine Transformation 
von f!, so ist nach der Definition von G* auch y = 7',(z) eine Transformation 
von {'. Es ist somit fiir alle Transformationen z = 7',(x) aus &* sowie fiir 
alle x aus B,, und alle 7! aus &,, 

(9) p(x; 7) = Pz; Y). 


Die w(x; 7) sind also fiir alle 7 als Funktionen der x bei G* unbedingt in- 
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variant und deshalb, wenn /J* das vollstaindige System der unbedingten 
Invarianten von &* bedeutet, in der Form 


y(z; 7) = @ (J* (2x); 7) 
darstellbar. Statt (8) erhalten wir 


(8’) y = p(J* (x); 7). 
Wir miissen noch beweisen, daB in (8’) auch tatsichlich alle Funktionen einer 
Basis von J*(z) auftreten. 

Sind x und z zwei Wertkomplexe, die die Gleichungen (9) befriedigen, und 
ist y = T(x) eine Transformation von Tf’, fiir die also (8) gilt, so ist auch 
y = T(z) eine Transformation von T', und zwar gilt dies fiir alle 7’. Genau so 
folgt, daB 7’, in T' enthalten ist, sobald dies fiir 7’, zutrifft. Daraus schlieBen 
wir nach der Definition von @* als Gesamtheit der Transformationen 7’, fiir 
die J} - 7 =T! gilt, daB 7. T;* T, eine Transformation von @* ist. Alle 
Wertsysteme x und z, die fiir beliebiges 7 (9) geniigen, miissen also auch den 
(x, z)-Beziehungen von &* geniigen. In (9) sind demnach bei variablen 7 
alle (x, y)-Beziehungen von @*, d. h. die Gleichungen J* (x) = J*(z) enthalten. 
Das kann aber nur der Fall sein, wenn in (8’) auch tatsichlich eine vollstandige 


Basis von J* (x) auftritt. Damit ist der Satz bewiesen. 


3. Bedingte Invarianten. 


Indem wir uns nunmehr den bedingten Invarianten zuwenden, wollen wir 
zunichst festsetzen, daB die Bedingungen B(x) = 0, die unseren Betrachtungen 


zugrunde liegen, mit der Rangbedingung fiir die Matrix im 1. Abschnit 
ane a 


vertraglich sein sollen, d. h. B(x) = 0 soll in dem Bereich %,, der x erfiillbar sein. 

Wir werden fiir die bedingten Invarianten ganz ahnliche Satze wie fiir die 
unbedingten finden. Fiir die unbedingten Invarianten sind besonders die 
Satze 1, 2 und 3 wesentlich. In Satz 1 haben wir erkannt, daB sich die (x, y)- 
telationen einer Gruppe in Form von unbedingt, d. h. fiir alle x aus %,, 
giiltigen Invarianzbeziehungen J (x) J (y) darstellen lassen. Satz 2 erwies 
die Gruppen in dem Sinne als ,,vollstindige Transformationensysteme der 
Unbedingtheit“, als sie die Gesamtheiten der Transformationen sind, die 
vorgegebene Funktionensysteme unbedingt invariant lassen. Dies fiihrt uns 
dazu, als Analogon zu den Gruppen als ,,vollstandige Transformationensysteme 
der Bedingtheit“‘ (in bezug auf B(x) = 0) solche Transformationensysteme 
M(B) zu definieren, deren (x, y)-Relationen nach Einfihrung von B(x) = 0 
d. h. fiir alle x, die B(x) = 0 geniigen, in der Form von Invarianzbeziehungen 


(10) K"(y) K’} (2) 


dargestellt werden kénnen, und die andererseits auch die Gesamtheit der 
Transformationen sind, fiir die K’!(x) = K’!(y) ist, sobald B(x) = 0 ist. 
Hierbei mu8B man beachten, daB die Funktionen K’!(x) mit Hilfe der Bedin- 
gungsgleichungen B(x) =0 noch mannigfach umgeformt werden k6nnen. 
Aus der Existenz der identischen Transformation in Jt! schlieBen wir aber, daB 
eine Darstellung in der Form (10) mit denselben Funktionen auf beiden Seiten 
stets méglich ist. 
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Die Bedingungsgleichungen B(x) = 0 setzen wir natiirlich als voneinander 
unabhangig voraus. Wir kénnen sie in %, in der Form 


(11) x’ = 9’ (Z%’) 


schreiben, wo die % bei B(x) = 0 frei variabel sind. Fiihren wir (11) in K” (a) 
ein, so mége K’!(z) in Kk" (%’, 9’ (%’)) [? (%’) ibergehen. Die Funktionen pb" (z’ ) 
k6nnen wir als unabhingig voneinander voraussetzen. 

Die Anzahl der Funktionen K’! braucht keineswegs mit der Anzahl der 
(x, y)-Relationen von Qt! iibereinzustimmen, sondern kann kleiner als diese 
sein. In diesem Falle implizieren die Bedingungen B(x) = 0 bei R! Beziehungen 
in den y (siehe jedoch Satz 9). 

Wir beweisen zunichst den 

Satz 7: Jede bedingte Invariante einer Gruppe @& in & ist fiir alle B(x) = 0 
geniigenden Wertsysteme von x identisch mit einer unbedingten Invarianten 
von @&!. 

Beweis: Die Darstellung der (x, y)-Relationen von &! durch innere Para- 
meter sei nach (5) 


i! = P(J*(x); 7). 


Fiir jede Invariante F (y) F’(J4 (a); 7) miissen sich die 7! zerstéren. Ob dies 
nun identisch in den x der Fall ist, oder nur bei B(x) = 0, d. h. identisch in 
den 2’, es entsteht jedenfalls eine Funktion der J1(zx), also eine unbedingte 
Invariante. 


Die Funktionen K’!(y) sind offensichtlich das vollstindige System der 
bedingten Invarianten von §t', wenn wir die Invarianten als Funktionen der y 
betrachten. Fiir die bedingten Invarianten bei 9t! als Funktionen der z gilt 

Satz 8: Jede bedingte Invariante von 9! ist fiir alle B(2) = 0 geniigenden 
Wertsysteme von z identisch mit einer unbedingten Jnvarianten des gréBten 
rechtsseitigen Teilers &* von ', und umgekehrt ist jede unbedingte Invariante 
von @*, die vermége B(x) = 0 nicht identisch verschwindet, bei J! bedingt 
invariant. 

Beweis: Es sei 


(12) y= P(I* (x); P) 


die Darstellung der (xz, y)-Reiationen von Qt! durch innere Parameter. Ist 
F(y) bedingt invariant, so miissen sich in 


~ 


(13) F(y) = F’(J* (x); 7) 


vermége B(x) = 0 die 7 fortheben, und es bleibt eine Funktion der J* (zx) 
iibrig, die also bei @* unbedingt invariant ist. 

Sind x und z zwei Wertsysteme, die B(x) = B(z) = 0 geniigen und die beide 
vermoge zweier gewisser Transformaticnen y = 7',(x) = T',(z) aus 9 in y 
iibergefiihrt werden kénnen, so durchlauft 7’, alle Transformationen von 9, 
wenn 7’, bei festen x und z dies tut und umgekehrt. Es folgt dies aus K’!(zx) 

K’!(y) = K’1(z) und daraus, daB J! die Gesamtheit der Transformationen 
mit der Eigenschaft K’!(x) = K’!(y) bei B(x) =0 ist. Daraus schlieBen wir, 
daB z= T,,(zx) eine Transformation von @* ist. 
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Tragen wir in (10) die Beziehungen (11) ein, d. h. bilden wir die Gleic -hungen 
L’1(z’) = K” (y), und lésen die voneinander unabhangigen Funktionen L” (%’) 
nach einem Teilsystem Z der % auf, so erhalten wir mit den bei J? und B(x) = 0 
und festen y frei varianten Z’! 


(14) xz’) 7 (K1(y); Z). 


Alle durch (14) und (11) bei festen y bestimmten Wertsysteme, fiir die also z’1 
frei variant ist, sind nach dem vorigen durch Transformationen aus &* mit- 
einander verkniipft. Ist also F(x) eine unbedingte Invariante bei @*, so 
miissen sich in 


F (x) = F’ (z’) F’ (21, 71(K’1(y); 2) @’ (K’1(y); #2) 


die %’1 zerstéren, so daB F(x) bedingt invariant bei Jt! wird, falls F’ (z’) + 0. 

Der Satz 8 entspricht dem Satz 1 iiber unbedingte Invarianten. Das 
Korollar zu Satz 1 ist z. T. schon in Satz 8 bzw. der Definition des vollstandigen 
Transformationensystems der Bedingtheit vorweggenommen. Es bleibt noch 

Korollar zu Satz 8: Sind %' und N? zwei in bezug auf B(x) = 0 vollstindige 
Transformationensysteme der Bedingtheit und ist M' > ®?, so gilt fiir die 
zugehdérigen vollstindigen Systeme der bedingten Invarianten K’! und K’?: 
Kc K’?, 

Denn sicher ist K’1¢ K’?. Ware K” K’2, so wire 2 nicht die Gesamt- 
heit der Transformationen, die bei B(x)=0 K’?(zx) K’2(y) bewirken. 
Also ist K”! K’?. 

Es kann sein, daB einige der Bedingungen B(x) = 0 iiberfliissig sind, d. h. 
da8B schon fiir ein schwiicheres in B(x) = 0 enthaltenes Bedingungssystem 
B* (x) = 0 fiir alle Transformationen von Jt! (10) gilt. Aus (12) folgt, daB nur 
die Bedingungsgleichungen wesentlich sind, deren linke Seite bei 6* unbedingt 
invariant ist. Wir werden also zunichst die Gesamtheit dieser Bedingungen 
konstruieren: Es sei 

y* 7* (J* (2x); y*) 


die Darstellung der (xz, y)-Beziehungen von @* durch die frei varianten 
inneren Parameter 7*. Fiir 7* = %* wird 
E* = H* (J* (x); Z*). 

Hiermit fiihren wir in B(x) = 0 statt der x die Variablen <* und J* (x) ein, 
d. h. wir bilden ptt G* (J* (x); z*)) = 0 und eliminieren die #*, wodurch 

1S * (x)) J” (x) 0 jbo AB Die J” sind unbedingt invariant bei @*; 
ferner geniigt jedes Wertsystem der x, das B(x) = 0 geniigt, auch J” (2x) 0. 
SchlieBlich ist J” (x) = 0 auch die Gesamtheit der in der Form @” (J* (x)) 0 
darstellbaren Gleichungen aus B(x) = 0, d. h. die Funktionen J” (x) sind die 
Gesamtheit der zufolge B(x) = 0 identisch verschwindenden unbedingten 


Invarianten von @%*. Alle iibrigen unbedingten Invarianten J’(x) von @* 
miissen nach Satz 8 bedingt invariant bei Xt" sein, und zwar bei den Bedingun- 


gen J” (x) = 0. Wir nennen J’’(x) = 0 das ,,reduzierte Bedingungssystem ‘* 
Die Gesamtheit T’ der Transformationen, fiir die bei J’’(x) = 0 (10) gilt, 
%’25 


ist also nach obigem 


t!, da jede Transformation von 9! schon bei J’’ (2) =0 
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(10) bewirkt. Da aber fiir jede Transformation, fiir die (10) bei J” (2x) =0 
gilt, dies auch bei den stirkeren Bedingungen B(x) = 0 der Fall ist und 9! 
die Gesamtheit der Transformationen mit dieser letzteren Eigenschaft ist, 
ist N' ST’. Es folgt also T’ = N, und Yt" ist auch in bezug auf J” (x) = 0 ein 
volistandiges Transformationensystem der Bedingtheit mit denselben (x, y)- 
Relationen (10) bei J’”’(x) = 0. 

Fiihren wir in (12) als Basis von J* (x) die Funktionen J” (x) und ein 
restliches Funktionensystem J’(x) ein, so miissen sich die so entstehenden 
Gleichungen 
(12’) P= PU (x), J” (x); 7) 


fiir J’’(x) = 0 nach den J’(x) auflésen lassen, da diese ja bedingt invariant 
sind. (10) ist im wesentlichen, d. h. bis auf Umformungen der J’ (x) vermoge 
J” (x) 0 diese Auflésung. Die Gleichungen (12’) sind dann auch in einer 
geniigend engen Umgebung von J’ (x) =0 nach den J’ (x) auflésbar. Nun 
implizieren aber die Gleichungen (12’) keine Beziehungen fiir die y allein, 
da z. B. durch die identische Transformation, die ja in Jt' enthalten ist, jedes 
Wertsystem y aus einem geeigneten x (nimlich x = y) erzeugt werden kann. 
Nach einem elementaren Satz kann man dann die Gleichungen (12’) auch nach 
einem Teilsystem J) (x) der J* (x) auflésen, das aus genau so vielen Funktionen 
besteht, wie (12’) Gleichungen enthalt, und in dem die Funktionen J’ (x) 
enthalten sind. Die Auflésung mége 


as) P\(x) = Bi (y; J*(x)) 


lauten. J?(x) ist dann ein Teilsystem aus J” (x). Nun sind offensichtlich 
schon die Bedingungen J?(x) = 0 hinreichend, um die (2, y)-Beziehungen 
von 9! in der Form 


J} (x) = B(y; 0) = K*(y) 
oder, bei entsprechender Umformung von J (2x) mit J? (x) 0, in der Form 
(16) K'(x) = RX(y) 


darzustellen. Genau wie oben folgt, daB 9! auch in bezug auf J?(x) = 0 ein 
vollstindiges Transformationensystem der Bedingtheit ist. 

Die restlichen, tiber J?(x) = 0 hinausgehenden Bedingungsgleichungen 
von J’’(x) = 0 bewirken lediglich, daB die y nicht mehr alle voneinander 
unabhangig sind, d.h. sie implizieren Abhangigkeiten fiir die y, wahrend J? (x)=0 
dies nicht tut. In J?(2) = 0 sind sicher keine bei der kleinsten Jt! umbeschrie- 
benen Gruppe unbedingt invarianten Bedingungen enthalten, denn diese 
wiirden sich sofort auf die y iibertragen, die dann also bei Xt! und J?(x) = 0 
nicht unabhangig voneinander wiren. 

Die Bedingungen J?(2) = 0 sind aber auch in dem Sinne notwendig, um 
die (x, y)-Relationen von 9! in Invarianzbeziehungen darzustellen, als wir 
von ihnen keine mehr fortlassen kénnen (gegebenenfalls lassen sich wohl 
einige von ihnen durch andere ersetzen). Denn da nach Satz 8 jede Funktion 


von J* zufolge der Bedingungen entweder verschwinden oder bedingt invariant 
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sein muB, hatten wir sonst mehr bedingte Invarianten als (x, y)-Beziehungen 
bei 34, was offensichtlich unméglich ist. (15) liefert ein Verfahren, um die 
bei 3! bedingt invarianten Erweiterungen der unbedingten Invarianten von 
@* zu gewinnen. 

Hiermit ist bewiesen: 

Satz 9: ® ist ein vollstandiges Transformationensystem der Bedingtheit 
in bezug auf das reduzierte Bedingungssystem J” (x) = 0, das aus der Gesamt- 
heit der zufolge B(x) = 0 verschwindenden unbedingten Invarianten von @* 
besteht. Bei J’ (x) = 0 gelten genau wie bei B(x) = 0 die (2, y)-Relationen (10). 
MN ist ferner ein vollstandiges Transformationensystem der Bedingtheit in 
bezug auf ein Teilsystem J?(x) = 0 der Bedingungsgleichungen J” (x) = 0, 
das hierfiir hinreichend und notwendig ist in dem Sinne, daB wir keine der 


2 


Bedingungen J*(x) = 0 fortlassen kénnen. Bei Qt? und J?(x) = 0 sind die y 
unabhangig voneinander. 

Wir kommen nun zu den Analoga der beiden Vollstindigkeitssaitze 2 und 3 
und beweisen zunachst 

Satz 10 (3. Vollstandigkeitssatz): Die Gesamtheit 31(S'; B) der Trans- 
formationen aus &%, die das Funktionensystem S'(xz) bei den Bedingungen 
B(x) = 0 invariant lassen, ist ein vollstaéndiges Transformationensystem der 
Bedingtheit (S'; B) in bezug auf B(x) = 0. Das vollstindige System der 
bedingten Invarianten von 9! ist das kleinste S' umfassende vollstandige 
System der bedingten Invarianten eines vollstaindigen Transformationen- 
systems der Bedingtheit. 

Beweis: @* sei der gréBte FT! einbeschriebene rechtsseitige Teiler. Die 
(x, y)-Beziehungen von Tf! seien durch (12) gegeben. y = 7’, (x) sei eine Trans- 
formation aus {', und es sei B(x) = 0. Es ist also S'(x) = S'(y) . y = 7'3(z) 
mit denselben y wie vorher sei eine weitere Transformation aus T!, und es sei 
auch B(z)=0. Halten wir x und z fest und variieren 7’, innerhalb T!, so 
variiert auch 7’, wegen S'(x) = S'(y) = S'(z) innerhalb T und es folgt, wie in 
Beweis zu Satz 8, daB z T..(x) eine Transformation von @* ist. Daraus 
schlieBen wir, daB die unbedingten Invarianten J*(z) bei @* durch die y ein- 
deutig festliegen, sobald B(z) = 0 und y = 7',(z) eine Transformation von T! ist. 
Damit ist T als vollstandiges Transformationensystem der Bedingtheit er- 
wiesen. 

Ist NM’ ein vollstandiges Transformationensystem der Bedingtheit, fiir das 
RN’ > R gilt, so kénnen, da J! die Gesamtheit der Transformationen ist, die S' 
bedingt invariant lassen, in 9’ nicht mehr alle Funktionen von 8S" bedingt 
invariant sein. Ist dagegen J’ c MN, so ist wegen des Korollars zu Satz 8 das 
volistandige System der bedingten Invarianten K” von 9’ umfassender als das 
volistindige System der bedingten Invarianten K’! von 9. 

Die ®! definierenden Beziehungen fiir die auBeren Parameter finden wir 
analog zu denen der Gruppe @' von Satz 2; nur miissen wir die x in den 
Gleichungen S'(x) = S'(f(x;«)) durch ein bei B(x) = 0 unabhingig verin- 
derliches Teilsystem der zx ausdriicken. 

SchlieBlich gilt noch entsprechend Satz 3 

Satz 11 (4. Vollstandigkeitssatz): Das vollstaéndige System der bedingten 
Invarianten K’*?(q?; B) eines Transformationensystems ZT? ist identisch mit 
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dem vollistaéndigen System der bedingten Invarianten des kleinsten T* umbe- 
schriebenen vollstaindigen Transformationensystems der Bedingtheit t?(B). 

Der Beweis ist genau entsprechend dem des Satzes 3, so daB wir uns seine 
Wiederholung sparen kénnen. 

Wir wollen jetzt noch die Konstruktion von 9t? angeben. Dazu schicken 
wir einige Bemerkungen voraus: In tT? — wie in jedem Transformationensystem 
— gibt es Transformationen, fiir die fiir irgendein « — keineswegs notwendiger- 
weise identisch in den x — B(x) = B(y) gilt. Wir nennen diese Transformatio- 
nen ,,mit B(x) = B(y) vertriglich“‘ und bezeichnen ihre Gesamtheit mit 
M(T?; B). Diese Transformationensysteme nehmen eine Zwischenstellung 
zwischen den vollstindigen Transformationensystemen der Unbedingtheit 
(d. h. den Gruppen) und denen der Bedingtheit ein. Wir zeigen: 

Satz 12: Ist G** der gréBte rechtsseitige Teiler von T? und J” (x) die 
Gesamtheit der bei G?* unbedingt invarianten Funktionen von B(x), und ist 
M(T?; B) C G**, so ist M(T?; J’’) = G*. 

Beweis: Es ist sicher I (Z2; J”) > G**, da bei G* far alle x J” (x) = J’’(y) 
gilt. Es sei y = 7',(x) eine Transformation von T&?, fiir die fiir ein gewisses x 
J” (2) = J’’(y) ist. Wir kénnen eine Transformation z= 7,(x) aus @** 
angeben, so, daB B(x) = B(y) ist; denn wegen der unbedingten Invarianz 
der J” ist J” (x) = J’ (y) = J” (z), und die restlichen B(z) kénnen wir als 
frei variante innere Parameter betrachten und somit gleich B(y) setzen. 
Die Transformation y = 7',(z) gehért nach der Definition des gréBten Teilers 
Tan. Da B(z) = B(y) ist, ist sie also nach der Voraussetzung des Satzes eine 
Transformation aus G**. Dann ist aber auch 7’, = 7’, - T., eine Transformation 
aus &*, so dab M(T?; J”) ¢ G** ist. Mit obigem folgt also M(I2; J”) = G*. 

Es seien J’ (2) die zu J” (x) restlichen Funktionen des vollstandigen 
Systems der unbedingten Invarianten von @**. Waren nun bei &? nicht 
Beziehungen der Art 


(17) J’ (2) = ® (y; J” (2) 


giiltig, so kénnten unméglich die Beziehungen J’’(z) = J” (y) bei Nt! die 
Invarianzbeziehungen J’ (2) = J’(y) zur Folge haben, wie es wegen It (T?; J”) 
@** der Fall sein muB. Man beachte dabei, daB nach Satz 6 andere 
Funktionen als die J’, J” in (17) nicht auftreten kénnen. 
Offensichtlich erzeugen die Bedingungen J” (x) =0 bei ® die bedingt 
invarianten Erweiterungen der J’ (x), naimlich 


J’(x) = B' (y; 0) = RK’), 
die wir mit J” (x) 0 fir die mit J” (x) 0 vertriglichen x in der Form 
RK’ (x) K’(y) schreiben kénnen. Dies sind aber auch saimtliche bedingten 
Invarianten bei &*, da andere Funktionen als die J’, J” gar nicht bedingt 
invariant sein kénnen und iiber diese schon teils als Invarianzbedingungen, 
teils als bedingte Invarianten verfiigt ist. Die Gesamtheit der Transformatio- 


nen, fiir die K’(x) = R’(y) bei J” (2x) 0 gilt, d. h. das vollstaéndige Trans- 
formationensystem der Bedingtheit 2? finden wir dann gemaB Satz 10. Hiermit 
haben wir J? im Falle 2 (T?2; B) < G** konstruiert. 
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Gilt nicht I¢(T?2; B)< G**, so verfahren wir folgendermaBen: Es ist nach 
(15) M (M2; J®) = @*; denn bei J*(x) J*(y) haingt die rechte Seite von (15) 
nur noch von den y ab. Wiire dann diese rechte Seite nicht identisch gleich 
J*(y), dann giibe es keine Transformationen in 9, fiir die fiir J2 (2) J? (y) 
nicht auch J(x) J*(y) ist, waihrend dies z. B. fiir die identische Transfor- 
mation tatsiachlich der Fall ist. Die Gleichungen J (2x) J'(y), J2(z) J? (y) 
sind aber iquivalent den die Gruppe @* definierenden Beziehungen fiir die 
iuBeren Parameter. Also ist IR(N2; J?) = G*. Dann ist aber M(N?; B)< @*. 
Wegen T2c R? ist also erst_ recht 
(18) M(T?; B)< G*. 

Ferner ist wegen Qt? -@* = MN? und T2c MN? sicher T?-G@*FCMR?*. Ist GH’ 
die kleinste I%(T?; B) umbeschriebene Gruppe, so ist also erst recht 
(19) E? - G'S N?. 

Wir bilden nun &’ nach dem in AnschluB an Satz 3 angegebenen Verfahren 
und gl =?-@’. Da, falls nicht W(T?; B)CG** ist, G dD G** ist, ist 
T*’ 5T*. Sicher ist wegen (19) Tc MN*. Ist G**’ der gréBte rechtsseitige 
Teiler von ZT” und ist M(T’; B) <G2*’, so finden wir NR? durch obige Uber- 
legung, andernfalls wiederholen wir das Verfahren. DaB es nach einer endlichen 
Anzahl von Schritten abbricht, sieht man genau so ein, wie die entsprechende 


~ 


Tatsache bei der Konstruktion der kleinsten T? umbeschriebenen Gruppe. 


(Eingegangen am 15. Dezember 1951.) 
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Sur une extension d’un théoréme de Rado*). 
Par 
Henri Cartan a Paris. 


Dans votre article intitulé »Modifikation komplexer Mannigfaltigkeiten und RreMann- 
scher Gebiete« [Math. Ann. 124, 1—16 (1951)], vous démontrez une extension 4 n va- 
riables (votre Satz 1, page 11) d’un théoréme classique de Rad6, dont P. THULLEN avait 
donné une démonstration 4 l’occasion de l'étude des singularités des sous-variétés ana- 
lytiques complexes de dimension maximum [Math. Ann. 111, 137—157 (1935)]. En 
énongant votre théoréme sous une forme voisine, on peut facilement ramener le cas de n 
variables 4 celui d’une seule, et traiter ce dernier sans se servir du théoréme de Radé, 
mais en usant de considérations assez élémentaires de la théorie des fonctions sous-har- 
moniques d’une variable complexe. D’une fagon précise, je vais démontrer ceci: 

Théoreme. — Soit & une variété analytique-complexe (,,RIEMANNSches Ge- 
biet‘‘ dans votre terminologie). Soit g une fonction & valeurs complexes, définie 
dans @, et satisfaisant aux deux conditions suivantes; a) g est continue en tout 
point de &; b) g est holomorphe en tout point de & ov g est + 0. Alors g est holo- 
morphe en tout point de & sans exception. 

Lorsque la dimension n de & est égale 4 un, le théoréme de Rado résulte 
de celui-ci: il suffit, avec vos notations de la page 9, de poser g (z) = f (z) 
pour z¢@&’, g(z) = 0 pour z¢€ ©’, puis d’appliquer notre théoréme a cette 
fonction g. 

Notre théoréme étant de nature locale, il suffit de faire la démonstration 
au voisinage de chaque point de &; on peut donc supposer que & est un poly- 
cylindre 


(1) Bi < hissing <a 

de l’espace de n variables complexes z;. De plus, il suffit de prouver le théo- 
réme pour n = 1: en effet, supposons que g satisfasse aux conditions a) et b) 
dans le polycylindre (1); fixons toutes les variables sauf une, soit z,; alors 
g devient une fonction de z; qui, si notre théoréme est vrai pour n l, est 
holomorphe dans le cercle z;|< 1. Ainsi g est holomorphe séparément par 


rapport 4 chaque variable, donc, en vertu d’un théoréme classique de HARTOGS- 
Oscoop!), est une fonction holomorphe des n variables complexes dans le 
polycylindre (1). 

Il reste A démontrer le théoréme dans le cas d’une seule variable com- 
plexe z. La fonction u (z) = log g (z) est sous-harmonique; car elle est continue 
(A valeurs => ~ et ©), harmonique en tout point ot wu (z) est fini 
et, en chaque point z, de l'ensemble fermé E des points ol g s’annule, sa va- 
leur est au plus égale 4 sa moyenne le long des circonferences de centre 2 
et de rayon assez petit. Alors, de deux choses l'une: ou bien u(z) est identique 


*) Auszug aus einem Briefe von Herrn Henri Cartan an H. Beunxe und K., STEIN. 
Herr Cartan gibt darin einen neuen einfachen Beweis einer Verallgemeinerung eines 
Satzes von TrpoR Rapéo, die (in etwas anderer Fassung) in der Arbeit: ,,Modifikation 
komplexer Mannigfaltigkeiten und Rremannscher Gebiete“ benutzt wurde. Herr Car- 
TAN hat seinen Beweis 1941 aufgestellt, jedoch bisher noch nicht veréffentlicht. 

1) En réalité, on n’a méme pas besoin de la partie fine du théoréme de Harrtoas- 
OsGooD, puisqu’on 4 suppose la fonction ¢ continue 
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& la constante — oo, done g (z) =0 (et le théoréme est démontré dans ce cas); 
ou bien u (z) + — o. Plagons-nous désormais dans cette derniére hypothése. 

L’ensemble E des infinis de u (z) est alors de capacité nulle, d’aprés un 
théoréme classique. De plus, d’aprés un théoréme de LEBESGUE (voir par 
ex. Bretot, J. de Math. 19, 319-337 (1940); voir théoréme D, p. 334), 
chaque point z, de EZ est centre de circonférences de rayons arbitrairement 
petits, qui ne rencontrent pas Z. Considérons la distribution ~ de masses 
positives qui, d’aprés la théorie de F. Riesz, est attachée a la fonction sous- 
harmonique u; dans le langage des distributions de Scuwarrtz, la »distri- 


, , ] 
bution«  n’est autre que le laplacien de =— u: 
ait 


(2) w= gr Au. 


ai 


Les masses de 4 sont portées par E, puisque u est harmonique en dehors de E. 
Si une courbe réguliére fermée /" ne rencontre pas £, le total des masses de yu 
qui sont situées a l’intérieur de /" est égal a l’intégrale curviligne 
Cc 
(3) s= | oe dy— <i de. 
I 

Comme ici u (z) = log |g (z)|, cette intégrale est égale au quotient par 2 z 
de la variation de l’argument de g(z) le long de J’, done est égale 4 un nombre 
entier. Appliquons ce résultat 4 des circonférences de rayons de plus en plus 
petits, centrées en un point quelconque z,; on voit que, sauf éventuellement 


Ze; 
une masse ponctuelle (entiére) portée par le point zy, la distribution mw ne 
comporte aucune masse dans un cercle assez petit de centre z). Ainsi mu se 


compose de masses ponctuelles, placées en des points isolés; et EZ est |’en- 
semble de ces points isolés. Puisque la fonction g est holomorphe en dehors 
de ces points, et bornée au voisinage de chacun d’eux, g est aussi holomorphe 
aux points de HZ, ce qui démontre notre théoréme. On notera que si un point 
Z, porte une masse égale a |’entier k, z, est un zéro d’ordre k de la fonction 
holomorphe g. 


(Bingegangen am 31. Dezember 1951.) 
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Note zur Theorie der Kristallgitter. 
Von 
Martin Ercuier in Minster. 


Einleitung. 
Ein n-dimensionaler Vektorraum FR iiber dem K6rper k der rationalen 
Zahlen sei vorgelegt. R sei mit einer Metrik ausgestattet, d.h. fiir je zwei 


Vektoren &, 7 von R sei ein skalares Produkt mit den folgenden vier Eigen- 
schaften erklart: 


1) En=nEck, 2) (exé)n=x(En), 3) (E+ ny C=FlC+ 6, 
4) &>0 fiir F+0; 
dabei bedeute x eine beliebige Zahl aus k. 

Wir betrachten nun in R die Kristallgitter oder kurz Gitter, d. h. die end- 
lichen Moduln vorh Rang n bezgl. der Ordnung aller ganzen rationalen Zahlen. 
Gibt es in einem Gitter 3 Teilgitter 5,, 5,,... (der Range 7, 7r.,... mit 
ry +1,++:++=n) von der Eigenschaft, daB jeder Vektor « aus 3 auf genau 
eine Weise in der Form ¢ = 1, + t, +--+ mit 4, € 3, geschrieben werden kann, 
und da8 ferner jeder Vektor aus 3, auf jedem Vektor aus 53, (4 + v) senk- 
recht steht, so sagt man, 3 sei die direkte Summe 


(1) 3=3,+3,+--- 

Wir werden zeigen: es gibt nur eine einzige direkte Zerlegung (1) eines Gitters 
3 in nicht weiter zerlegbare direkte Summanden 93, (Satz 2). Dasselbe gilt 
auch noch, wenn der Grundkérper k ein endlich algebraischer Zahlkérper 
einer gewissen Beschaffenheit ist (Satz 3); allerdings muB jetzt die Definition 
der Metrik unter Umstinden etwas abgeindert werden. 

Das Ergebnis tritt in formaler Weise dem bekannten Satze iiber die Ein- 
deutigkeit der Zerlegung eines halbeinfachen hyperkomplexen Systems in eine 
direkte Summe von einfachen an die Seite. Es unterscheidet sich von ihm 
aber darin, daB eine (1) entsprechende Zerlegung des ganzen Raumes R nicht 
eindeutig fest liegt. Ebenso wie die Gittereigenschaft kann die Forderung der 
Definitheit der Metrik, d.h. das Postulat 4) fiir das skalare Produkt nicht 
entbehrt werden, wie das folgende Beispiel lehrt: 3 = [«,, 1.) mit «} = 1, 
G 2. Es ist 

O = [4] + [te] = (84+ 24) + [444+ 34]. 

Auch der Isomorphiesatz von Wirt!) kann von hierher beleuchtet werden. 

Er besagt: Sind 

R=R,+ Rk, = RB + Rk 
zwei Zerlegungen von R in direkte Summen, und sind R,, Rj, isomorph (d. h. 
kann man die Vektoren von R, auf die von Rj in eineindeutiger Weise so 
abbilden, daB die skalaren Produkte von Bildern und Urbildern iiberein- 
stimmen), so sind auch R,, R, isomorph. Ubrigens wird hierbei die Definitheit 


') Wirt, E.: Theorie der quadratischen Formen in beliebigen Kérpern. J. reine an- 
gew. Math. 176, 31—44 (1936). 


4* 
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der Metrik noch nicht benutzt. Unter Voraussetzung der Definitheit kann 
man aber sogar behaupten: Sind 


3=3,+3,=%+3, 
zwei direkte Summen-Zerlegungen eines Gitters 3, und sind 3,, 3, isomorph, 
so sind es auch 3,, 3,. Zum Beweise zerlege man 9,, ... in minimale direkte 
Summanden: 


5,=25,,, 3.= 2D, 3, = 2K, =F. 


1” 
Nach der Voraussetzung sind die 3,, mit den 3}, jeweils isomorph und méglicher- 
weise sogar identisch. Diejenigen 5,,, die mit keinem 3), tibereinstimmen, 
kommen nach Satz 2 unter den 3}, vor, und Entsprechendes gilt fiir die 3j,. 
Das liefert die Behauptung. 
Die Bedeutung unseres Ergebnisses fiir die Theorie der Automorphismen 
(Einheiten) der Gitter ist evident. 


Gitter iiber der Ordnung aller ganzen rationalen Zahlen. 

Satz 1. Sind 
(2) 3=3,+3,=3,+ 3, 
zwei Zerlegungen von 3 in direkte Summen, so ist 
(3) 3,=3,0N5,+3,05,, 3,.=3,.05,+3,0 3 
und 
(4) 3,=39,039,4+35,905,, 3,=35,03,+ 3,9 38,. 

Beweis. Die Dimensionen (Range) der Teilgitter 5,, 3,, 3}, 3; seien 7,, 
fo =N—1%),7}, T= n—7,. Es werde zunichst r,= 7, angenommen. Wir 
gehen von Basisdarstellungen 
By = [ey -- +s nls By = (By «+> Brsds Bi = [ya +++ Yogls p= [By ++ + Oy] 
aus. Die Basen fassen wir gleichzeitig als einzeilige Matrizen auf (deren Ele- 
mente Vektoren sind). Wegen (2) gibt es 4 Matrizen U;, mit ganzen rationalen 
Koeffizienten, so daB 
(5) — 8, Oy + 3, Uy = T, TF, Oy, + Ty Uo 
gilt, und die n-reihige Matrix 

U (= vg 
Uy U; 





hat die Determinante + 1. Weiterhin werden die Matrizen aus den skalaren 
Produkten gebildet: 


F, (a; XE) > F, (pj Bx); F; (Vi Vr) F% (0; Ox) ° 


+ 7) (7: 0 (2 Un) (* °) 

Du Un 0 F, Ua U2) 0 F; : 

wobei die zu U;, spiegelbildliche Matrix mit U;, bezeichnet wurde. Das hat 
zur Folge: 

(6) Uy PF, Uy t Us, F,Uy F;. 

Die Determinanten F;|, |F;| sind die Gramschen Determinanten der Vek- 
toren «,, B,, Y», 6, Sie sind wegen der Definitheit der Metrik und der linearen 


Dann gilt 
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Unabhangigkeit der betr. Vektoren positiv. Bei passender Bezeichnung in (2) 
darf man 
(7) Fi\s FP, 
voraussetzen. Es sei nun W eine solche reelle orthogonale Matrix, daB 
W U,, F, U,,W Diagonalform annimmt, in der Diagonalen stehen nicht 
negative Zahlen /4,, deren Produkt gleich |U,,|?|F,| ist. Transformation 
von (6) mit W liefert 

Ay - { —e 

| >. \+WU,,F,U,W=WRW. 
Der zweite Term links stellt die Koeffizientenmatrix einer positiv definiten 
oder semidefiniten quadratischen Form dar. Determinantenbildung ergibt daher 


T \2 7 43 ” 
U,,|*|F,| = 4,4... = |Fl; 


und zwar steht im Falle |U,,|+0 das Gleichheitszeichen nur dann, wenn 


W U,, F, Uz, W = 0 ist, was wegen der Definitheit von F, die Identitat 
U,, = 9 nach sich zieht. Zieht man noch (7) hinzu und beachtet, daB U,, 
ganze rationale Koeffizienten hat, so kann man schlieBen: entweder ist 
iii = +1 und U,, = 0, oder |U,,!= 0. Im ersteren Falle ist nach (5): 
3, wegen der Orthogonalitét von 3,, 3, und 3}, 3, muB dann auch 
: = 3, sein, und Satz 1 wire bewiesen. 
Unsere SchluBweise zeigt, daB es im Falle r,= 7, geniigt, den Beweis 
unter der Voraussetzung U,, 0 zu fiihren; das besagt aber nach (5): 


S26 


(8) 3,0°3,+0. 


Ist r, + r{, so darf man bei passender Bezeichnung von 3, und 3, annehmen, 
daB r, < rj, sei. Jetzt folgt (8) aus (5) unmittelbar. 

Hierauf stellen wir eine Basis von 3; von besonderer Beschaffenheit her. 
Eine méglichst groBe Anzahl p von Basisvektoren liege in 3,. Wegen (8) ist 
p> 0. Die iibrigen sind dann wegen 3 = 3, + 5, Summen von je einem 
Vektor aus 3, und 9,: 


(9) DG, = [0,,..-+5 Op» % + O,---J, (0 € Be, a € B,). 


Wegen der Maximalitaét von p sind die «, linear unabhangig. 

Zum Beweis von Satz 1 wird jetzt vollstindige Induktion beziiglich der 
Dimension n angesetzt. Fir n= 1 ist die Behauptung selbstverstandlich, 
sie sei fiir alle kleineren Dimensionen als n bewiesen. Es wird der Raum R 
der Restklassen von R modulo dem durch die 9, aufgespannten Teilraum 
betrachtet. R wird in R realisiert, indem man jeden Vektor « aus R als eine 
Summe 1 = ¢, + 7 schreibt, wobei ¢, von den g, linear abhingt und7 auf den 0, 
senkrecht steht. R erfiillt die gleichen Voraussetzungen wie R, hat aber 
wegen p> 0 kleinere Dimension. Die Gitter 5, 5;, 5; liefern Gitter 3, 5;, 5; 
in R, dabei ist offenbar 


(10) 3, = 5,, 3, = 33, 

und 5,, 5; sind zu 3,, 3, senkrecht. 3 ist die direkte Summe 3, + 3, sowie 
0, + Jy. Es gilt ferner 

(11) 331 3. = 3209, = B05,. 
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Zum Beweise von (11) sei « = t +7 ein Vektor in 3, dessen zu den o, senk- 
rechte Komponente 7 in 93, d.h. in 33 5, liegt. Dann liegt 1, wegen 
3= 31+ Tg= 51 + De in Hi, also in [9,,...] = 5, 5,. Mithin liegt 7 in 3, und 
daher in 3,\3,, mithin ist 52 3,¢ 3, 5,. Ist umgekehrt 7 in 3,3, ent- 
halten, so liegt 7 gleichzeitig in 3,, da 3} auf allen 0, senkrecht steht; also gilt 
auch 330 5,2 3,95, . 

Eine der Induktionsvoraussetzungen hesagt nun 


3 = 3,03, + 3.9 3,, 
das ist wegen (10) und (1h) 

32 = 3,05, + 3. 3,, 
oder die zweite der Gleichungen (4). Ferner ergibt der Induktionsansatz in 
Verbindung mit (10) 

3) = 3,05,+ 3,9 3. 
Da die a, linear unabhangig sind, ist 3; \3, = 0 und folglich 3,23;. Nun ist 
aber 3) = [a, + G,,...], wo die o, die zu den o, senkrechten Komponenten 
der o, sind. Nur dann liegen die «, + G, in 3,, wenn die G, = 0 sind. Daher 
sind die o, von den 9g, linear abhangig, und zwar miissen sich die o, aus den 9, 
mit ganzen Koeffizienten linear kombinieren lassen, da [9,, . . ., o,] Teil einer 
Basis von 3 ist. Folglich kann man die Basis (9) so abindern, daB alle o, = 0 
werden. Die Existenz einer solchen Basis besagt 


3, = 3,03,+ 3,9 3, 
oder die erstere der Gleichungen (4). Die Gleichungen (3) folgen aus (4) un- 
mittelbar. 
Eine Folgerung aus Satz 1 ist 
Satz 2. Bei zwei Zerlegungen eines Gitters 
3=3,+3,+-°:-=35+5+--- 


in direkte ihrerseits nicht weiter zerlegbare Summanden stimmen die 3; und die 
3; bis auf die Rethenfolge iiberein. 


Gitter iiber Ordnungen algebraischer Zahlen. 


k sei jetzt eine algebraische Erweiterung h-ten Grades des rationalen 
Zahlkérpers k,. Es gebe einen involutorischen Automorphismus z+ 2% von k 
der Art, daB x+ % und xZ mitsamt allen konjugierten Zahlen reell sind, 
und x % sogar total positiv (wenn k total reell ist, geniigt der identische Auto- 
morphismus x = % dieser Forderung). R sei ein metrischer Raum der Dimen- 
sion » iiber k, und der Automorphismus von & lasse sich zu einer linearen 
involutorischen Abbildung > & mit x & = % — von R auf sich erweitern. Fiir 
das skalare Produkt gelte jetzt: 

= » eel ‘ ~ - « 7 > £ > > 
1) EH = ENE, 2) (x E)H=xz(E7qH), 3) (E+ yn C—EC+ 76, 
4) £ & total positiv fiir — + 0. 
Zwei Vektoren & und 7 stehen senkrecht aufeinander, wenn & 7 = 0 ist. 

Eine beliebige Ordnung o von ganzen Zahlen aus k sei vorgelegt. Unter einem 

Gitter verstehen wir im folgenden einen endlichen Modul vom Rang in R 
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beziiglich 0. Die Definition einer direkten Summe von Teilgittern kann iiber- 
nommen werden. Eine Schwierigkeit fiir die Ubertragung der Sitze 1 und 2 
beruht auf dem Umstand, da8 ein Gitter i.a. keine Basis bezgl. 0 besitzt. 
Jetzt hilft ein kleiner Kunstgriff. 

Der Raum R kann zu einem metrischen Raum der Dimension hn iiber k, 
gemacht werden, indem man ein neues skalares Produkt 


Eon “ Spur, ,, (€ n) = Spur, ,., (n §) 

erklart. Fiir dieses gelten dieselben Postulate wie in der Einleitung. 

Zum Beweise von Satz 1 gehe man von einer Basis der Art (9) fiir 3} 
bezgl. der Ordnung aller ganzen rationalen Zahlen aus. Das Teilgitter 3, 3, 

[0,, - - +» @p] enthalt mit einem Vektor o jedesmal h bezgl. k, linear unab- 
hangige von oe in k linear abhaéngende Vektoren. Der auf p> 0 beruhende 
Induktionsbeweis ist auch jetzt giillig. Wenn der Rang rj, von 3j bzgl. k 
gréBer als der Rang r, von 3, ist, muB wieder p > 0 sein. Ist indessen r, = rj, 
so geht man wie im ersten Teil des Beweises fiir Satz 1 vor, benutzt aber die 


soeben eingefiihrte Hilfsmetrik on = Spur (7). Man findet: entweder ist 
p > 0, oder 3, = 3}, 3, = J. 


Satz 3. Unter obigen Voraussetzungen iiber k und die Metrik in R gelten die 
Sdtze 1 und 2 auch fiir Gitter bzgl. einer beliebigen Ordnung 0 ganzer Zahlen in k. 


( Bingegangen am 7. Januar 1952.) 
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The irreducibility of impredicative principles. 


By 
Hao Wana in Cambridge, Mass., U.S.A. 


1. Introduction. An impredicative class is a class defined (or definable 
only) by reference to a totality to which the class itself belongs. A definition 
of such kind is called an impredicative definition. The most important examples 
of impredicative definitions are probably those involved in the following 
situations. (1) In defining the least upper bound of a bounded class of real 
numbers (say, each as a class of rational numbers) as the real number which 
is the union of all the real numbers of the class, we refer to the totality of all 
real numbers. (2) In proving CANToR’s theorem, we assume there is a one-one 
correspondence between the members of a class and all its subclasses, and 
consider the subclass consisting of all the members of the given class which 
do not belong to their corresponding subclasses; in this definition of the 
special subclass we refer to the totality of all the subclasses of the given class. 

It is widely accepted that the distinguishing feature of set theory (the 
theory of classes) is the presence of impredicative definitions. If we speak 
in terms of constructionism versus platonism in mathematics, it would be 
quite justifiable to decide whether to call a theory platonistic according as 
whether it admits impredicative definitions. If we think along the formalistic 
line, the boundary between systems known to be consistent and those not so 
known may very well be drawn at the place where impredicative definitions 
begin to appear. Therefore, from any of the common approaches to the 
philosophy of mathematics, the study of impredicative definitions is of in- 
terest. 

In this paper, we are merely concerned with the special problem con- 
cerning the reducibility in number of the axioms for generating impredicative 
classes. As we know, usual systems of set theory contain principles which 
provide us with infinitely many ways of generating impredicative sets (classes). 
For example, in the ZERMELO set theory, we can form such sets by the axiom 
of separation (Aussonderungsaxiom), which enables us to separate subsets 
of a given set by all properties expressible in the system. In general, each 
quantifier in the expression for a property refers to a totality containing the 
subset to be separated by the property; as we can have indefinitely many 
quantifiers in these expressions we have infinitely many ways of generating 
impredicative sets from any given set or sets. We want to investigate whether 
these ways can be reduced to finitely many. Since we know’) that the in- 
finitely many ways of generating predicative sets (viz. sets definable without 
reference to the totality of these sets) of given objects are reducible to fini- 
tely many, the question is also relevant to the comparison of predicative and 
impredicative sets. 

We shall prove that in general it is not possible to reduce the ways of 
generating impredicative sets to finitely many. We shall present a fairly 


1) See Paut Bernays, Journal of Symbolic Logic, 2, 65 (1937). 
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complete proof for the theorem that the axioms (including the axiom of 
separation which is actually a schema consisting of an infinite number of 
special cases) of the usual ZERMELO set theory (call it Z) cannot be replaced 
by any consistent finite set of provable sentences of the system. The argu- 
ment is roughly this. If the set of sentences is consistent, it has a denumerable 
model. It happens that, since the set of sentences is finite, we can express 
in Z an enumeration of the objects of the model. Therefore, we can define 
by the diagonal procedure a new set of positive integers which is provided 
by the axiom of separation but cannot occur in the model. It follows immedia- 
tely that the particular case in question of the axiom of separation is not 
derivable from the given finite set of sentences. Hence, the system Z is not 
finitely axiomatizable. We shall then indicate that similar results hold for 
the ordinary simple theory of types and certain systems used by QuINE and 
the present author?). 


2. Irreducibility of the axiom of separation. Let Z be the Zermelo set 
theory as refined by FRAENKEL, SKOLEM, and others. More specifically, we 
shali identify Z with the following system*). It has one kind of variable in- 
cluding x, y, z, u, v, w, t, s, and one primitive predicate € from which we can 
build up simple sentences 2 € y, etc. and the complex sentences involving 
logical operators such as > (implication), & (conjunction), V (alternation), 
~ (negation), = (equivalence), (x) (for all x), (J x) (for some x). The theorems 
of Z are all the sentences derivable with quantification theory (the restricted 
predicate calculus)*) from the following special axioms: (1) the axiom of 
extensionality stating that two sets with the same members belong to the same 
sets; (2) the axiom of pairing providing the pair set of any two given sets; 
(3) the axiom of infinity providing a set with infinitely many members; 
(4) the axiom of union set providing the union of all members of a given set 
of sets; (5) the axiom of power set providing the set of all subsets of a given 
set; (6) the schema of the axiom of substitution according to which, for any 
set x and any sentence F (u, v) that defines a one-many correlation, there is 


a set y whose members are just those sets u for which there are members v of x 
such that F (wu, v). 


It is easy to see that by taking (u¢é x & G(u) & v= v) as F (u, v), we can 
derive from (6) the axiom of separation: 
2.1. If G (u) is any sentence of Z in which the variable y does not occur, then 
for all values of the free variables (apart from x) in G (u), (x) (3 y) (wu) 
(uc y=(ue x & G (u))) is an axiom (or theorem). 


Let Z, be the system obtained from Z by adding the following form of 
the axiom of choice: 


*) Related results were announced in our note on p. 479 of Proceedings of the National 
Academy of Sciences of USA, 36 (1950). However, the proofs sketched there are different 
and contain an erroneus assertion (namely, the sentence which begins at the bottom of 
p. 482). J. B. Rosser has made on p. 143 of Journal of Symbolic Logic 16 (1951) ad- 
verse criticisms of our note which do not seem justified; compare our brief “Reply to 
Professor RossEr”’ to appear in that same journal. 

*) Compare, e. g., the formulation on p. 150 of Proceedings of the National Academy 
of Sciences of USA, 35 (1949). 

*) We assume the formulation given in Quinz’s book (Mathematical Logic, 3rd _print- 
ing, 1951). In this formulation, there are infinitely many axioms and no other variables 
except those for the objects (or “individuals”’). 
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2.2. We can actually write out a sentence F (x, y) of Z for which we have: 
(1) F (x, y) determines a one-many correlation between values of x and those 
of y; (2) for every non-empty set y, (3 z)(x¢ y& F (x, y)). Then we can 
derive from G6pEL’s arguments and results: 

2.3. If Z is consistent, then Z, is also. 

Proof. It is known) that if Z is consistent, then the system 2 in GODEL’s 
monograph ®*) is consistent. Therefore, if Z is consistent, then X plus G6pEL’s 
choice axiom £ (ibid., p. 6) is also consistent by his model A. However, 
G6pDEL actually not only proves for the model A that there exists a choice 
function satisfying axiom £, but he also exhibits the definition of the function 
(ibid., p. 53, definition 11.8). Since the definition of the choice function 
given there involves only symbols which occur in both Z and 2, not only 
axiom £, but 2.2 also holds in the model. Therefore, 2.3 is proved’). 

In the usual manner, we can also introduce in Z the descriptions or t-ex- 
pressions by defining the contexts in which they can occur’). 

2.4. x= y for (z)(zerx=zE y). 

2.4.1. yéu,F (x) for (Ju)(yeu& (x) (x= u=F (z))). 

2.4.2. 4,F (x)¢€z for (Jv) (v ¢z & (x) (x =v =F (z2))). 

Using these 1-expressions, we can express and prove in Z, theorems falling 
under the following schema. 


2.5. For every given sentence R (v, ...,2z, u) of Z, we can actually exhibit 
a related sentence G (v, ..., 2, u) such that if (v)...(z) (du) R(v,..., z, u) 


then (v) ... (z) R(v, .. ., 2, ty & (v, ..., 2, &)). 


’ 


Proof. We make use of the definite expression F (xz, y) specified in 2.2 


and identify @ with the expression (3 y) (u¢é y & (x) (te y=R(v, ..., z, 2)) 
& F (u, y)). Then we see from 2.2 that for any given v,..., z, there is one 


and only one u such that G (v, . . ., z, u). 

Let Z; be any consistent system obtained from quantification theory by 
adding as axioms a definite finite set of sentences of the system Z,.. We 
want to prove that not all theorems of Z are theorems of Z;. 

Since Z, contains only a finite number of special axioms, we can write 
out the conjunction of the closures of these axioms (the closure of an axiom 
is the result obtained from it by adding at the beginning the general quan- 
tifiers for all-the free variables in it), and bring the result into an equivalent 
sentence in prenex normal form: 


36. (2)...(9)@Gs)...(3 0) (u)...~Gd...G@)...0(2,..49%2,-.@, 


hss @ Oh «i oh eb vo G 
in such a way that no quantifiers occur in U and at least one general quantifier 
occurs at the beginning®). Therefore, 2.6 is consistent (or, in other words, 


5) See I. L. Novak: Fundamenta Mathematicae 37, 87 (1950) or J. B. Rosser and 
Hao Wana, Journal of Symbolic Logic 15, 113 (1950). 

*) The Consistency of the Continuum Hypothesis, 1940, Princeton University Press. 

”) We emphasize that if we are patient, we can actually write out, with the construc- 
tions in G6DEL’s monograph, the sentence F (x, y) required in 2.2. 

*) Alternatively, we could also include « as a primitive symbol; see, e. g., Journal of 
Symbolic Logic 4, 18 (1939). Note that in the definition 2. 4.2, we should actually add 
the case where an ¢-expression occurs in place of the variable z. 

*) See, e. g.: CHurcu, Introduction to Mathematical Logic, 1944, Princeton Uni- 
versity Press, p. 60 and p. 84. The symbol in 2. 6 is for joint negation from which, as 
is well-known, all the other truth-functions can be defined. ‘ 
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the negation of 2.6 is not provable in quantification theory) if and only if Z; 
is consistent; every model of 2.6 is also one of Z;, and vice versa. In short, 
instead of Z;, we need only consider the special sentence 2.6 expressed in the 
notation of Z, and Zi. 

To simplify our considerations, we assume that the sentence 2.6 is merely this: 


2.3. (x) (3 y) (z) (2 u) (3 v) (w) A (2, y, z, u, v, w, €!), 


where H contains no quantifiers nor any other variables besides those ex- 
hibited. Of course 2.6 can actually be more complex than 2.7, but it will 
be clear that exactly analogous considerations are involved in all cases. So 
let us confine our attention to 2.7. 

We want to prove that we cannot derive all the axioms of Z, from 2.7 by 
quantification theory. We proceed by the indirect method of assuming that 
we can. Then every theorem of Z, would be a theorem of Z; which contains 
as its special axiom merely 2.7. 

Consider the sentence (z) (3 u) (3 v) (w) H. By 2.5, which is a theorem 
of Z, and therefore, by hypothesis, one of Z;, we have: 

2.8. (x) (z) (J u) (A v) (w) A (x, 2, @ (x, y), z, u, v, w, €)), 


for a suitable G. ‘Similarly, we can also prove in Z, for suitable B and C: 


2.9. (x) (z) (2 v) (w) H (2, o, @ (x, y), 2, ty B(x, z, u), v, w, |), 
2.10. (x) (z) (w) H (x, t, G (x, y), 2, t B(x, z, u), ty C (x, z, v), w, €, |). 


If Z, is consistent (i.e., contains no contradictory theorems), then the 
negation of 2.7 is not provable in quantification theory. Therefore, by the 
completeness of quantification theory’®), if Z; is consistent, there exists a 
model M (D, I<) for 2.7. In other words, there is a non-empty domain D such 
that by giving suitable truth values to « ¢ f for all pairs of members « and 6 
of D and taking D as the universe, 2.7 comes out true under the ordinary 
intrepretation of truth functions and quantifiers. 

In Z, (and therefore, by hypothesis, in Z;), we can prove, for instance, 
the existence of the empty set 0 (=1,(y)(yéx=~y=y)). Therefore, 
there is an object 0* in D corresponding to the set 0. There is also an object 
(ct, G (0, y))* corresponding to the set 1, @(0, y), an object (4, B (0, 0, u))* 
corresponding to the set 1, B (0,0, u), ete. Consider the subdomain D’ of D 
which consists of exactly those objects of D that correspond to the following 
sets of Z, and Z;: 0, 1, G (0, y), t B(0,0, u), 4, C (0, 0, v), t, G (t, G (0, y), y), 
t, G (t, B(O,0, u), y), ty B(O, t, & (0, y), u), ete., where all and only the results 
obtained by substituting in an arbitrary manner given members of the se- 
quence for all the arguments in 1, G@(z, y),  B(z,z,u), or t, B(z, z, v), 
occur in the sequence. Then the original interpretation of € with the domain 
restricted to D’ again determines a model M (D’, J.) for 2.7 and therefore 
also one for Z; and Z,. 

This can be seen!) from the way the members of D’ are chosen. Thus, since 
2.10, being a theorem of Z;, is by hypothesis true in the model M (D, J¢), 
it remains true if we restrict the range of values which the variables x, z, w 
can take to the members of the domain D’. Moreover, by the definition of D’, for 
each pair of members of D’ corresponding to two sets x and z of Z;, there is 
a member of D’ corresponding to 1, C (x, z, v). Therefore, 2.9 is also true when 

1°) See, e. g.: CHURCH, op. cit. 

11) Cf. SKOLEM, on p. 26 of Les entretiens de Zurich, Zurich 1941. 
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we restrict the range of values which the variables x, z, v, w can take to the 
members of the domain D’. Similarly, 2.8 is also true when we restrict the 
range of the variables z, z, u, v, w to D’, because for any x and z which corre- 
spond to members of D’, there is a member of D’ corresponding to 
t, B(x, z,u). Finally, since 1, G(x, y) corresponds to a member of D’ if x 
does, 2.7 is also true when we restrict the range of values of the variables 
x, y, z, u, v, w to D’; in other words, 2.7 is true in M (D’, Ic) (i. e., 2.7 is 
true if we retain the interpretation of € as in M (D,J¢) but restrict the do- 
main of objects in the model to D’). In short, under the assumption that Z; 
is consistent and Z, is reducible to (or contained in) Z:, we reach the con- 
clusion that M (D’, Ic) is a model for both Z, and Z;. 

We proceed to give in Z, an enumeration of the sets in Z, which corre- 
spond to the members of D’, thereby finding a set which has two properties: 
(1) its existence can be proved in Z, by the axiom of separation 2.1; (2) we 
can prove that it must be different from every member of D’. When we have 
found such a set, we can then conclude that M (D’, Jc) is not a model for Z,, 
and therefore, that our initial assumption of the reducibility of Z to Z’ is false. 

In order to exhibit the enumeration of all the sets of Z. and Z; which 
correspond to members of D’, we observe first that, as is well-known, we can 
develop the ordinary theory of natural numbers in Z,. For instance, we can 
define the natural number zero as the empty set of Z,, the successor of a set as 
the set containing the given set as its only member, and the set of natural num- 
bers as the intersection of all sets which include zero and the successor of each of 
its members. We can then easily introduce variables, m, n, k, etc. which take 
natural numbers as values, and define the ordered triple (m, n, k) of three natural 
numbers as another natural number; we can also define a function J such that 
J(n) is the n-th ordered triple (k, m, n) (k< 4) of natural numbers in some suitable 
enumeration, and functions K; (4 = 1, 2, 3) such that K; (n) is the i-th term 
of J (n)#*). To enumerate the sets of Z, which correspond to members of D’, 
we correlate them with natural numbers in the following manner: Correlate 
m with the empty set if K,(m) is 0; correlate m with 1, G(x, y) if K, (m) 
is 1 and z is correlated with K,(m); correlate m with «, B(x, z, u) if K, (m) 
is 2 and z, z are respectively correlated with K,(m) and K, (m); correlate m 
with 1, C (x, z, v) if K, (m) is 3 and z, z are correlated with K, (m) and K, (m). 
Clearly, in this way each set of Z, corresponding to a member of D’ is corre- 
lated with one or more natural numbers and each natural number is corre- 
lated with a unique such set. 

Our problem is to define in Z, a function which would give us the enume- 


ration. For this purpose, it is sufficient to define a relation e such that y e (n) 
if and only if y belongs to the n-th set in the enumeration thus described, or, 
in other words, such that the following statements hold"). 
2.11. K, (k) =0Dd¢e(k) = 0. 

K, (k) = 1 De (k) = 4, G (e (K, (&)), y). 

K, (k) = 2>De (k) = «, B(e (Ky (k)), e (Kg (4), ). 
K, (k) 3 Je (k) t, C (e (K, (k)), e (K, (k)), v). 


12) Compare our note cited under footnote *). “ 
13) Compare our note just mentioned. The set e (k) consists of all the sets y such 
that the relation e holds between y and k. 





fi 
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To find a relation e which satisfies 2.11, we define a predicate Q (n, r) meaning 
that the relation r provides an enumeration of all the sets which are corre- 
lated with natural numbers no greater than n: 


1 
o 


2.12. Q(n,r) for (m) ((4 x) 2 €7 (m)>m <n) & (k) (k < n> ((K, ( 
& r (k) = 0)V (Ky (k)=1&r(k)= 4 G(r (K a y)) V (Ky ‘ 


bo 


Il 


& r(k) =u Br r (Ky (k))s * (Ky (k))s &)) V (Ky (k) = 3 & r (k) = 
ty © (r (Ky (k)), 7 (K(k), »)))). 

Then e is, roughly, the sum of such relations r. 

2.13. x €e (n) for (Jr) (Q(n,r) & z€r(n)). 


Using this relation e, we can prove!) the statements listed under 2.11 as 
theorems of Z,. 

Since Z, contains the axiom of infinity, we can prove that there exists the 
set of all natural numbers. Hence, by the axiom of separation, we can provide 
every set of natural numbers which is definable in Z,. In particular, we can 
prove in Z, the following theorem: 


2.14. (3 y) (m) (me y=r~me @ (m)). 


But the set y thus introduced is distinct from all the sets of Z, which 
correspond to members of D’. Thus, for every set a that corresponds to a 
member of D’, there exists, on account of 2.11, a definite number m (a definite 


set of Z.) such that the sentence a = e (m) is a theorem of Z, and therefore, 
by hypothesis, is true in M (D’, Ic). Suppose there were a number n such 


that the sentence 1, (m) (me y= ~ m¢ e (m)) =e 2 (m) is true in M (D’, Te), 
then the following sentence would also be true in M (D’,J¢): née(n)= 
=~née(n). Since the last sentence cannot be true in any model of Z, or Z;, 


it follows that the set ¢, (m)(me y= ~ m‘< ce (m)) of Z, corresponds to no 
member of D’. That means 2.14 has the value falsehood in M (D’, Ic). But 
this is irapossible, because 2.14 is known to be a theorem of Z, and therefore 
must be true in every model of Z,. Hence, if Z and Z, are consistent, our 
initial assumption that all theorems of Z, are provable in Z; must be false. 

Since Z, is an arbitrary consistent system whose special axioms are a 
finite number of sentences of Z,, we have: 

Theorem I. Z, is finitely axiomatizable if and only if it is inconsistent; 
in other words, there exists no consistent finite set (i. e., a finite set which, 
when added to quantification theory as special axioms, yields no contra- 
dictions) of sentences of Z, from which we can derive all axioms of Z, by using 
quantification theory. 

Of course if Z, is inconsistent, there exists a finite subset of the axioms 
of Z, from which we can derive a contradiction and therefore, by quanti- 
fication theory, every sentence, including the other axioms of Z,; but then 
the finite set of axioms is no longer a consistent set. 





44) We omit the proofs here. Details of some similar proofs are included in our paper 


“Certain Predicates Defined by Recursion Schemata”, to appear in Journal of Symbolic 
Logic. 
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If Z, is consistent, then every set of theorems of Z, forms a consistent set. 
Moreover, by 2.3, Z is consistent if and only if Z, is. Hence, we have a corol- 
lary: 

2.15. If Z is consistent, then there exists no finite set of theorems (here, as 
elsewhere in this paper, an axiom is also taken as a theorem) of Z, from 
which we can derive all the axioms of Z, by using quantification theory. 

Let us now consider an arbitrary finite set S of sentences of Z and Z, 
which is compatible with the system Z, in the sense that the system S’, ob- 
tained from Z, by taking as axioms those sentences of the set that are not 
originally theorems of Z,,,is consistent. We want to show that not all cases 
of the axiom of separation 2.1 are provable in S. For this purpose, we can 
assume that the axioms (1)—(5) of Z (i. e., all the axioms of Z, except the 
two schemata of the substitution axiom and the choice axiom) are provable 
in S, because given any finite set compatible with Z,, the result TJ” obtained 
by adding (1)—(5) to 7’ is again a finite set compatible with Z,, and if some 
cases of 2.1 are unprovable in 7” then of course they are also unprovable in 7’. 

Given any such set S, we can treat the sentences of it in the same way 
as we treat the special axioms of Z;. Thus, we can represent S by a sentence 
like 2.7, determine with S’ (viz. Z, plus 8), since S is compatible with Z,, 
a denumerable model M’ for S like the model M (D’, Ic) for Z, and define 
notions answering to 2.12 and 2.13. 

Assume that all the cases of the axiom of separation 2.1 are derivable 
from S. Then we can also derive from S theorems answering to the state- 
ments of 2.11 because, in order to prove 2.11 in Z,, we need only™) the axiom 
of extensionality, the axiom of infinity, and the axiom of separation, which are, 
by hypothesis, all contained in S. 

But if theorems answering to 2.11 are derivable from S, then we can 
argue as in the case of Z, and conclude that a sentence corresponding to 2.14 
must be at the same time derivable from S and yet take the value falsehood 
in the denumerable model M’ (mentioned above) for S. Since no theorem 
of a system can be false in any model of the system, we conclude that the 
hypothesis that all cases of the axiom of separation 2.1 are derivable from S 
by quantification theory is false. Hence, we have: 

Theorem II, There exists no finite set S of sentences of Z and Z, such 
that S is compatible with Z, and at the same time we can derive all cases 
of the separation axiom 2.1 from S. 

If Z, is consistent, then every set of theorems of Z, is of course compatible 
with Z,. Therefore, by 2.3, we have: 

2.16. If Z is consistent, then there exists no finite set of theorems of Z, from 
which we can derive all cases of the separation axiom. 

Let Z, be the system obtained from Z by replacing the substitution axiom 
(6) by the separation axiom 2.1. Obviously every theorem of Z or Z, is also 
a theorem of Z,. Hence, we have also: 

2.17. If Z is consistent, then there exists no finite set of theorems of Z (or 
of Z,) from which we can derive all cases of the axiom of separation. 

2.18. If Z is consistent, then in Z (or in Z,) we cannot replace the separation 
axiom by any finite number of its special cases. 

'*) Although we need the axiom of choice 2.2 in selecting the predicates G, B, and C 
which occur in the definition of e, the proof of 2.11 involves only ordinary modes of rea- 
soning about natural numbers and sets of natural numbers. Compare footnote ™). 
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In passing, it may be mentioned that our considerations thus far have 
also established the following conclusion: For every system S, determined 
by an arbitrary finite set of sentences of Z, which is compatible with Z,, 
a denumerable model for S can be exhibited in Z,. In other words, we can 
define in Z, a relation e (answering to the relation e of 2.13 for Z) for S and 
then take as sets of S those sets of Z, each of which is equal to a set e (m) 
for some m. 

More exactly, we can define: 


2.19 (%) F(Z) for (zx) ((aj) (x =e (j)) DF (2), ete., 


and call the result of replacing all the variables x, y, etc. in a sentence of 
Z, by %, ¥, ete. the translation of the sentence. Then we can prove in Z, the 
translations of all the theorems of 8"). 

Alternatively, we can also identify the translation of a sentence as the 
result obtained from it by first substituting (j) F (e (j)) for (a) F (x), ete., and 


then substituting 7 € *7 for e (i) € e (j), etc. Then we see again that the trans- 
lations of all the theorems of S are theorems of Z,. Thus, for instance, if (x) F (2) 
is provable in S, then (x) ((37) (c= e(j))>F(x)) is provable in Z,, then 
(j) (a) (a = e (j) DF (x)) and (j) F (e (j)) are also. In other words, it is possible 
to define in Z, a predicate ¢* such that if we replace € by ¢*. and replace the 


variables by variables for natural numbers in the axioms of S, then the re- 
sults are all provable in Z,. 


3. Other systems. We proceed to indicate briefly how similar results 
can be proved for systems other than ZERMELO’s set theory. 

Consider first certain systems (call them M, N, and K) studied by QuINE 
and the present author!’). Each of these systems has the same notation 
as ZERMELO’S system Z and contains enough theory for handling natural 
numbers and (predicative and impredicative) classes of natural numbers. 
Moreover, each of these systems contains infinitely many axioms providing 
ways of generating impredicative classes, but none of them contains an axiom 
of choice which would answer to 2.2 of Z,. Let us assume we have found such 
choice axioms for these systems and refer to the results obtained from M, N, K 
by adding in each case a new axiom answering to 2.2 as M,, N,, K, respecti- 
vely. Furthermore, let us refer to the impredicative principle'*) common 
to these systems as the class axiom. By arguments exactly analogous to 
those used in the case of Z,, we can prove the following. 

3.1. There exists no finite consistent set of sentences of M, (resp. NV, or K,) 
from which we could derive all axioms of M, (resp. NV, or K,) by using quanti- 
fication theory. 

3.2. There exists no finite set S of sentences of M, (resp. NV, or K,) such that 
S is compatible with /, (resp. NV, or K,) and at the same time we could derive 
all the cases of the class axiom from 8. 

16) For a more detailed discussion of the general notion of “translation”, see Trans- 
actions of the American Mathematical Society 71, 283 (1951). 

17) See respectively, Journal of Symbolic Logic 15, 241 (1950); 6, 135 (1941) and 
Quine’s book, op. cit. 

18) Viz. the principle *202 on p. 162 of QuinE’s book, op. cit. 
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The simple theory of types presents somewhat different problems, because 
it contains, instead of one, infinitely many types of classes and infinitely 
many kinds of variables. 

Let us consider the following formulation (system 7') of the simple theory 
of types founded on natural numbers (as the bottom type entities). (a) Pri- 
mitive symbols: variables of infinitely many types (2,, y,, 2) - - -; Ze» Yor Za - - +3 
Zy, Yg, Zy ---;--.-), the membership predicate ¢, the successor predicate Sd, 
the truth-functional connectives, and quantifiers for all types of variables. 
(b) Sentences are formed by truth functions and quantifiers from simple 
ones of the forms z, Sdy,, etc. and 2, € yn41, ete. (m being 1, 2, 3,...). 
(c) Definitions: for every positive integer n, x, = y, for (Zp +1) (%q€ 2n41= 
= Y» € Zn + 1); descriptions or ‘-expressions can be defined in some usual manner ; 
the number zero 0 for tz, (y,) ~ y, Sd x,; the successor S x, of x, for ty, x, Sd y,; 
the class Nn of natural numbers as the intersection of all classes x, such that 
0 € x, and (z,) (x, € x, > Sx, € x). (d) The theorems include those of quanti- 
fication theory for all types of variables and whatever are derivable from 
them by the following additional axioms (c 1)—(c 3). (¢ 1) The Peano axioms 
(including an axiom of infinity): (3 z,) (y,) ~ y, Sd x,, (x) (z) (((y,) ~ y, Sd 2, 
& (y,) ~ y, Sd2z)5%,=%), (2%) (Ay) 2% Sdy, (x) (my) (%) (xe, Sdy, & a, 
Sdz)>y¥,=2%), (2) (y) (&) (y, Sd a, & z, Sd2z,)>y,=2), (4) 2,¢€ Nn. 
(C 2) The axiom of extensionality: for every positive integer n, (Yn +1) (Zn +1) 
((2n) (2_ © Yn + 1 = Tn €2n41) D Yn + 1 = 2%n 41). (C 3) The axiom of comprehension. 
For every positive integer n and every sentence A of the system in which 
Yn +1 does not occur, the closure of (Jyp» + 1) (Xp) (%_,€ Yn 41 =A) is an axiom. 

In this system 7’, we can define the ordinary arithmetic notions about 
natural numbers such as addition, multiplication, power, etc. Therefore, 
we can define in familiar fashion ordered n-tuples of objects of type i without 
going into any higher types. For instance, (2,, y,) for 2” . 3”, {2z;}, for the 
unit class of z;, {2;};,,1 for the unit class of {2;};, (ve+1, ye+1) for t, , , (ze) 
(Zp € Ze 41 = (3 xy) (3 yg) (re € ey 1 & z= ({S Ofe_1, (xp, {O}e—1))) V (Yee Yess 
& z = ({O}e_1, {O}e—1, ye))))) and (xe+j, ye) for (xe +5, {yed;)s (te Ye+i) for 
({2,};, Ye+j)- Moreover, we can also define prenex normal forms of senten- 
ces with many kinds of variable in an analogous fashion as in the ordinary 
case where there is only one kind of variable. 

Let T, be the system obtained from 7’ by adding the following form of 
the choice axiom: 

3.3. For every integer i, we can actually write out a sentence F, (z;, yi +1) of T 
for which we have: (1) F; (z;, y;.1) determines a one-many correlation be- 
tween values of x; and those of y;, 1; (2) for every non-empty set yj ,1, (3 2;) 
(2 € Yrs & F; (x, yi+1))- 

Further, let 7, be the part of 7, which contains only the sentences and 
theorems of 7’, that involve no variables of any type higher than n. 

Then we can proceed as in the case of Z, and prove: 

3.4. There exists no finite consistent set of sentences of 7’, (n < 1) from which 
we could derive all axioms of 7’, by using quantification theory; there exists 
no finite set S of sentences of 7’, such that S is compatible with 7’, and at the 
same time we could derive from S all cases of the axiom of comprehension of 7’,. 
Similar results concerning 7’, as a whole can also be proved analogously. 
However, since it is anyhow not likely that we could generate classes of 
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infinitely many types with only a finite number of class axioms, we may expect 
that the irreducibility of the axiom of comprehension of 7’ to any finite number 
of sentences can be proved more directly and without use of any axiom of 
choice. Our next step is to show that such is indeed the case. 

We prove the following theorem. 

3.5. If T’ is an arbitrary system obtained by using quantification theories 
for all types of variables and including as axioms the cases of the axiom of 
extensionality (c 2) plus a finite number of additional axioms, then either 7” 
is inconsisterit, or it is impossible to derive in 7” all cases of the axiom of 
comprehension (c 3). 

Proof. In the finitely many additional axioms, only variables of up to 
a definite finite type, say n, can occur. Let 7',’ be the part of 7” in which 
only variables of type » or lower occur. If 7” is consistent, then 7’, is con- 
sistent and has a model. If we extend the model (say) by assuming in each 
of the types higher than n a single class which contains as members all the 
classes of the next lower type, then we obtain a model for 7” which is not 
satisfied by the axiom of comprehension (c 3). In other words, we can make 
a translation of 7” into 7}, so that the translations of all the theorems of 7” 
are theorems of 7',, but there are many cases of (c 3) whose translations are 
not theorems of 7',. For example, we can use the following translation. 
Replace every sentence or part of a sentence of the form z,, € Y¥m+41(m > 1) 
by a tautology, say (2,) (x1, Sd0V ~ x, Sd0), and one of the form 2, € yn +1 
by (2p —1) (an—1€ mV ~ tn—1 € 2) if n> 1, or by (2, SdOV ~ x, Sd 0) if n 
is 1; after making such replacements everywhere, we omit the vacuous quanti- 
fiers which are no longer attached to variables (of types higher than n) and 
call the results the translations in 7), of the original sentences of 7”. It can 
be verified that the translations of all axioms and rules of quantification 
theories remain valid, the translations of all cases of the axiom of extensio- 
nality are theorems of 7',, and the translations of the additional axioms are 
the same as the original sentences; but, for example, the negation of the 
translation of the case (3 yp» +1) (%_) (%n€ Yns1 =~ Xn = Xp) Of (c3) is also 
a theorem of 7, so that the particular sentence must be independent of the 
axioms of 7”. 

Since this conclusion in 3.5 seems to be something which is plausible even 

without our proof, we may wish to find some stronger result such as: there 
exists no infinite set of sentences of which only a finite number concern each 
type and from which we can derive all the axioms of 7. It happens that we 
can prove the negation of this. We can prove: 
3.6. We can find a subset S of the set of the sentences of 7’ which fall under 
the comprehension axiom (c 3) such that (1) for each n, only a finite number 
of sentences of the form (3 yn +1) (2p) (2% € Yn +1=A) belong to S, and (2) by 
substituting the members of S for all cases of (c 3) of the system 7', we obtain 
a system in which we can derive all cases of (c 3) and therefore also all the 
axioms of 7’. 

Proof. We observe that we can develop in 7' the ordinary theory of iden- 
tity without using the axiom of comprehension, and that we can define the 
unit class {z,} of a class or a natural number 2, in some usual manner. Let 
us enumerate all the sentences of 7’ in which none of the variables y., y5, Y4, . . . 
occur: F,, Fy, F;,.... Clearly it is sufficient to derive for each given n all the 
sentences (3 Yn +1) (Xp) (2p € Yng 1 = F;) (i = 1, 2, 3,...). We assert that the 
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following cases of (c 3) are sufficient for deriving all the cases of (c 3), using 
the other axioms of 7’. 


4.1.1. (3 ye) (x) (x, € "= = “ = W,). 

4.1.2. » oC o wf{a,} €a). 

4.1.3. - » it ww» = =F, ). 

4.2.1. (3 ys) (2e) (x = 1, = w,). 

4. 2. 2. oo «6 eS a Ratgh CM). 

4. 2.3. ( = (3 x,) (x, = {x,} & F,)). 
4.2.4. ‘~ — = F,). 

£26 0 «1 «> 

4.3.1. (3 y,) (x) (25 = 1, = ws) 

4.3.2. 5 5 ( » = {xh}e%) 

4.3.3. ( = (3 x,) (x, = {x,} & F;)). 
4.3.4. ( = (3 2) (x, = {x_} & (3 x,) (x, = {z,} & F;))). 
4.3.5. ( = F,). 

4.3.6. ( , =F,). 

4.3.7. ( , m= F,). 


And so on, and so on. 

Thus, from 4.1.1., 4.1.2, and 4.2.3, we can derive: 
4.1.4. (33 Ya) (2) (7 Y, = F,). 
Similarly, from 4. 2.1, 4.2.2, and 4.3.3, we can derive: 
4. 2. 6. Gs Ys) (2) (%_ € ¥5 = : F,). 
From 4.2.1, 4.2.2, and 4.3.4, we can derive: 
4.2.7. (3 ys) (x2) (2 € Ys = (3 2) (x, = {2} & F’)). 
From 4.1.1, 4.1.2, and 4.2.7, we can derive: 
4.1.5. (3 ye) (2) (a, € Yo = F's). 
In general, for every n, we need (2n+ 1) axioms of the form (3 yp» 41) (2,) 
(2, € Yn+1=A), and, given all such axioms for types from 1 to k, we can 
prove all sentences (3 Y» +1) (2) (%,€ Yn +1 =F i) where n and i may each take 
any value from 1 to k. Therefore, given such axioms for all types, we can 
derive all the cases of the axiom of comprehension (c 3). 


( Eingegangen am 18. Dezember 1951). 
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Uber uneigentliche Lésungen linearer geometrischer 
Differenzengleichungen. 
Von 
Worreane Haun in Berlin. 


§ 1. Hinleitung. 

Die linearen homogenen geometrischen Differenzengleichungen (q-Diffe- 
renzengleichungen) haben die Form 
(1.1) Pn (x) f (Q" &) + Pn—1 (x) f (Q"—? z) +--+ + po (x) f (x)= 0 (9g) <1); 
unter Benutzung der ,,geometrischen Differenzen‘‘ 

, f(q x) — f(z) 
1.2 =—_———__——, # = pees 
(1.2) O f (x) z(q—1) & f (x) = 080 f (x) 
kann man sie auch in die Gestalt 
(1.3) P,, (x) f (x) + Py—1 (x) *—" f (x) + --- + Po (x) f(x) =0 
bringen. Ihre Theorie kennt zwei Methoden zur Lésung, durch Potenzreihen 
und durch Reihen der Gestalt 


(1.4) Ay + Ai r+ A, fe see 


l—aq “z ql aq~'z)(l aq x) 





Die hier auftretenden Bildungen bezeichne ich als ,,Potentiellen‘‘; sie sind 
fiir beliebige Zeiger durch 


7 l—aqgz 


(1.5) (l—az),=T1] ; 
jx0 l—ad**z 
erklart. Mit dieser Bezeichnung kann man fiir (1.4) auch 
(1.6) A,+A,(l—az)_1+ A,(l—az)_2+:-:-=) A;(l—az)_; 
i=0 


schreiben. Mit Hilfe dieser Lésungsansitze laBt sich zeigen, daB (1.1) bzw. 
(1.3) i. a. Lésungen besitzt, die sich in gewissen Gebieten (Kreisringen mit 
dem Nullpunkt als Mittelpunkt) analytisch verhalten, und daB sich Fundamen- 
talsysteme von n Lésungen auswahlen lassen, durch die man alle iibrigen 
Lésungen linear und homogen darstellen kann; als Koeffizienten treten dabei 
q-periodische Funktionen k (x) mit k (q x) = k (x) auf?). 


1) Die Potenzreihenlésung ist erstmalig von CanmMiIcHAEL [The general theory of linear 
q-difference equations. Amer. J. Math. 34, 146—168 (1912)] durchgefiihrt worden, die 
Lésung durch Reihen (1.4) von Ryp& [A contribution to the theory of linear homo- 
geneous geometric difference equations (q-difference equations). Diss. Lund 1921]. Vgl. 
zur Bibliographie auch C. R. Apams, Linear q-difference equations. Bull. Amer. Math. 
Soc. 37, 361—400 (1931). Seitdem hat Trurrzmnsxy [Analytic theory of linear g-difference 
equations. Acta math. (Uppsala) 61, 1—10 (1933) u.a.] Gleichungen untersucht, deren 
Lésungen sich nach gebrochenen Potenzen entwickeln lassen. Die sonstigen neueren 
Arbeiten auf diesem Gebiet (z. B. von W. N. Bartey) beziehen sich auf spezielle Funk- 
tionen, die durch Gleichungen (1.1) definiert werden kénnen. Die hier aufgeworfene 
Fragestellung ist bisher noch nicht behandelt worden. 

5* 
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Ein 6fter behandeltes Beispiel fiir eine Gleichung vom Typ (1.3) ist die 
» hypergeometrische g-Differenzengleichung“‘ 
(q— 1)? x (c—abqz) # f (x) + (q—1) ((a+b6—(1+ q)ab)x+c—1)0 f(z) 
(1 — a) (1 — 6) f (x) = 0. 


Wenn man q gegen eins gehen |aBt, entstehen aus den geometrischen Diffe- 
renzen die gewohnlichen Ableitungen, 


(1.7) 


(1.8) lim # f (x) -- f(z), 


ql 
und (1.7) geht in die bekannte Gausssche Differentialgleichung 


(1.9) a (x—1) FPF’ (xz) —(y —(l—a— B) 2) F’(z) +a PF(z)=0 


liber; vorher ist a = qg* usw. zu setzen?). Wir wollen kurz iiberlegen, wie sich 
bei diesem Grenziibergang die Lésungen von (1.7) verhalten werden. Aus 
den Potenzreihen werden ebenfalls Potenzreihen; aus den Reihen (1.4) ent- 
stehen offenbar Reihen, die nach fallenden Potenzen von 1 — 2 fortschreiten. 
(Der in (1.4) eingehende Parameter a hat den Grenzwert 1.) Da (1.7) die 
Transformation x 2z~! zulaBt, erhalt man als Lésungen fiir (1.9) auch noch 
Potenzreihen in z—! und (1 — 2~—')-!. Bekanntlich hat die Gausssche Glei- 
chung aber auch noch Integrale, die nach steigenden Potenzen von 1 — zx 
und | — x~! fortschreiten. Diese kénnten nur aus aufsteigenden Potentiellen- 
reihen durch Grenziibergang erhalten werden. 

Die entsprechende Uberlegung laBt sich fiir jede Gleichung (1.3) durch- 
fiihren, und es ist zu erwarten, daB sich diese Gleichung auch durch Reihen 
der Gestalt 


(1.10) f (xz) = D B, (1 — az); 

i=0 
lésen 14Bt. Das ist nun aber keineswegs immer der Fall. Der Ansatz (1.10) 
fiihrt zwar zu konvergenten Reihen, die aber durchaus nicht immer Lésungen 
der Ausgangsgleichung sind. Trotzdem stehen sie zu dieser in enger Be- 
ziehung, und ich nenne deshalb eine ,, L6sung“‘ der Gestalt (1.10), die man sogar 
noch allgemeiner in der Form 


x 
(1.11) g (x) >” B(l—a2)e+i 

‘= 20 
(x ist ein willkiirlicher Parameter) ansetzen kann, eine uneigentliche Lésung 
der Gl. (1.1) bzw. (1.3). Unter Beschrinkung auf rationale Koeffizienten p, (x) 
bzw. P, (x) werde ich in der vorliegenden Note folgendes beweisen: 

1. Nicht jede Gleichung hat uneigentliche Lésungen. Wenn aber un- 
eigentliche Lésungen auftreten — dafiir gibt es einfache Kriterien — so be- 
sitzen sie folgende Eigenschaften : 

2. Die Koeffizienten B; geniigen einer fiir die Lésungen von (1.3) charakte- 
ristischen Rekursionsformel. 

3. Die uneigentlichen Lésungen geniigen der Ausgangsgleichung an un- 
endlich vielen Argumentstellen, die eine geometrische Reihe mit g als Quo- 
tienten bilden. 

4. Die uneigentlichen Lésungen sind eigentliche Lésungen einer gewissen 
angebbaren q-Differenzengleichung von héherer Ordnung. 


*) Vgl. auch fiir das Folgende W. Haun: Beitrage zur Theorie der Hetneschen Reihen. 
Math. Nachr. (Berlin) 2, 340—379 (1949). 
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5. Die nach rechts abbrechenden uneigentlichen Lésungen sind stets auch 
eigentliche Lésungen. 

6. Die nach links abbrechenden Lésungen sind im wesentlichen ganze 
Funktionen. Unter gewissen Bedingungen bilden sie ein ,,Fundamental- 
system aus mehr als n Funktionen“ derart, daB sich jede Lésung der Aus- 
gangsgleichung durch sie linear und homogen mit k-Funktionen ausdriicken 
laBt. Der allgemeine funktionentheoretische Charakter der eigentlichen Lé- 
sungen ist dann leicht zu iibersehen. 

7. Wenn sich die Gl. (1.3) durch den Grenziibergang q~>1 in eine lineare 
homogene Differentialgleichung iiberfiihren laBt, so gehen die passend nor- 
mierten nach links abbrechenden uneigentlichen Lésungen in Lésungen der 
Differentialgleichung iiber, und zwar erhalt man die Reihen, die die Diffe- 
rentialgleichung in der Umgebung eines von Null verschiedenen Punktes auf- 
lésen. 

Im §2 untersuche ich zunichst einige funktionentheoretische Eigen- 
schaften der Potentiellenreihen. Im § 3 beweise ich, von dem Ansatz (1.11) 
ausgehend, die Haupteigenschaft 2., aus der sich die weiteren leicht ableiten 
lassen. Im letzten Paragraphen erliutere ich die im allgemeinen Fall etwas 
uniibersichtlichen -_Rechnungen an einigen Beispielen aus der Theorie der 
Herneschen Reihen. 


§ 2. Allgemeines iiber Potentiellenreihen. 
Wir betrachten eine beiderseits unendliche Reihe der Gestalt 
(2.1) h (x) 


Darin ist x eine willkiirliche Zahl. Aus (1.5) folgt 





(2.2) (1 — 2)e4i=(1— 2), (1—g* 2), 
ni(n+1) l 
(2.3) (l—a2)»=(—1)"q *® 2 "———,— (n positiv ganz). 
(1 qx )n 
Daher kann man schreiben 
i(i+1) 

ox oc ‘ q i 
(2.4) h(x)=(1—2),| SA; (1—gq*2z),+ J A_i(-—1) 

i ’ iT (xq*)' (l—q'—*a~*) 


Die Potentiellen bleiben fiir endliches x beschrinkt. Daher konvergiert die 


x 
erste Reihe auf der rechten Seite von (2.4), wenn 5’| A;| konvergiert, fiir alle 


a 0 
endlichen x. Die andere Reihe konvergiert sicher auBerhalb eines gewissen 
i(i+1) 
Kreises, sofern nur die Koeffizienten A_; nicht starker wachsen ais q & 


Unter diesen Annahmen stellt die beiderseits unendliche Reihe (2.1) eine ana- 
lytische Funktion fiir endliche x dar, wenn man den Nullpunkt sowie die 
Punkte qg'-*, g?-*,... durch kleine Kreise ausschlieBt. Die Funktion hat 
am Nullpunkt und im Unendlichen wesentliche Singularitaéten; die andern 
Stellen sind einfache Pole. 
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Wenn die Koeffizienten mit negativen Indizes alle verschwinden, ent- 
steht eine aufsteigende Potentiellenreihe 


© 
(2.5) > A; (1 x); 
t=0 
oc 
(x ist gleich Null gesetzt); sie stellt eine ganze Funktion dar, wenn 3’ | A; 
i=Q0 


konvergiert. (Auf den Fall bedingter Konvergenz wollen wir hier nicht 
eingehen.) Zur Abschitzung des Wachstums von (2.5) iiberlegen wir uns, 
daB es dann sicher eine positive Zahl p < 1 gibt, derart daB 

A; (1 — x)| sD p' (1 + | 2)? 

i=0 i=0 
ist. Der Stern rechts soll bedeuten, daB die Potentiellen mit |q| zu bilden 
sind. Nun steht rechts aber eine Hernesche Reihe*): setzt man 
94 = o- -(] 8): 
(2.6) 2% (7, 8332) = & eho 
o (l—)h A — 9) 

so ist 


d pi (1 + |x|)i = 2g (— |x], |g]; 05 p)*- 


i=0 
Fiir die Reihen (2.6) hat schon Herne die Transformationsformel 


(1 — r)oo (1 — 8z)« 


2.7 af ,8;t:z 
(2.4) 271 ("8 ek eo 





t 
eM, (—, 238239 
27: (= 


abgeleitet. LaBt man hierin r iiber alle Grenzen wachsen, so hat die Reihe 
auf der rechten Seite den endlichen Grenzwert 
- u(a 1) 
(2.8) 1P; (2; 82; t) 1 lt lj'q 2 eS 
— (1 82); (1 qi 
Man schlieBt daraus, da8 fiir absolut groBe r die Funktion ,q, (r, 8; t; z) von 
der GréBenordnung des Produktes (1 — r),. ist; es ist aber 


¢ } . log* r } 
(2.9) (1 — r)*, ~ const. exp ( - Sloe la] ) r* 4) 
Also ist die Reihe 


v « 
2d p' (1 + |2))i 
i=0 
von der GréBenordnung von (1 + |2\)%; die Reihe (2.5) kann dann auch 
nur héchstens diese GréBenordnung haben. Es folgt: 


x 


Wenn die Reihe >* A; absolut konvergiert, so stellt die entsprechende auf- 
t 0 


steigende Potentiellenrethe (2.5) eine ganze Funktion dar, die fiir absolut grope 
Argumente héchstens wie die Funktion 


log? 2} ) 14 


es \ Zlog jq\ /! 


wichst. 
*) Vgl. das Zitat in Anm, 2 


*) Vgl. Haun: Uber die héheren Hetveschen Reihen und eine allgemeine Theorie der 
sog. speziellen Funktionen. Math. Nachr. (Berlin) 3, 257—294 (1950), Formel (2.1). 
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Wir wollen noch etwas der Frage nachgehen, wann sich eine gegebene 
ganze Funktion 


(2.10) g(x) = Sa, 2 
i=0 
in eine Potentiellenreihe entwickeln laBt, und setzen dazu 
(2.11) g (x)= » B, (1 — kz),, 
s=0 


k ist ein zuniachst willkirlicher Parameter; die Koeffizienten B, sind zu be- 
stimmen. Wir fiihren die Abkiirzungen 











. q’—1 n [n][nm —1]...[n—r+1] 

2.12 = ——_ ; = , 

ame i) = “ST Ie (1) (2)--- [7] 

die sog. ,,basischen Zahlen“, ein und bilden nach (1.2) 

(2.13) Y 2 = [s] ($—1]...fs—r+ 1] 2-', r=1,2,...,8 
r(r—1) 


(2.14) #(l—kz)=(—1ykq 7 [s][s—1]...[s—r+1](1— gq kz),_-. 
Wir wenden den Operator # r-mal auf die Gleichung (2.11) an und erhalten 
unter Beriicksichtigung von (2.10) 


» a; fi) (§-—1)...fé-—7+ 1) ai-" 
(2.15) : y r(r—1) 


eq = (-1yS B,[s}[e—1]... [s—r +1] —g keh. 





Setzen wir hierin x= k~—1!q~-", so verschwinden rechts alle Glieder der Reihe 
bis auf das erste, und es folgt 
r(r—1) 
(2.16) B, ly k-7 4 ____ Sa (i) [6-1]... [6 — +1) (kg )'-". 
hr (1) (2}---[7),, cll J.-+[ ] (k~*q~") 


Wenn die rechte Seite von (2.11) ttberhaupt fiir gewisse x konvergieren soll, 


oC 
so muB sie fiir x = 0 konvergieren; es mu8B mithin 5’ B, konvergieren. Es 
ist aber nh 
r(r+1) 


(2.17) DY B=S(-lyrq * Sa 


r=0 r=0 ‘=r 


i 


k tq-*?. 








Die innere Reihe konvergiert bei festem r absolut, da die Ausdriicke | be- 
r 





schrankt sind. Wir denken uns in (2.17) iiberall die Absolutstriche gesetzt 
und ordnen rechts, zunachst formal, um. Es entsteht 
. i , r(r+1) . 0 
y {i — v al 1—i 
» \a;,k-*| d lg)? > |a e-*| (1 + [gf —)- 
0 r=ol? i=0 





Das Quotientenkriterium liefert fiir die letzte Reihe die Ungleichung 


|k|-2 





ai+1 





t +|q\-)se<1, _ fiir groBe i 


a 

als hinreichende Bedingung dafiir, daB sich g (x) in der Form (2.11) darstellen 

laBt. Sie ist bei geniigend groBen i fiir jedes von Null verschiedene k erfiillt, 
ii —1) i(i—1) 


wenn a; =0 (, 2 ) ist. Ist dagegen a; = O (, . ), so gilt sie jedenfalls 














~] 
bo 
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fiir geniigend groBe k. DaB die Entwicklung im letzten Fall wirklich nicht 
fiir beliebige k realisierbar ist, zeigt das Beispiel 
i(é—1) 


0 


2 
g (2) = (1 2) = Y (— 1-H a. 


i=0 Qi 
Hier ist Ls teen? J 
gr r q ° r 
Y 9 (z) = (— l’-— > ao Y’ X)co 
und die obigen Formeln gehen in 
(1 — k-*)o 
8 - r 
B, = | Tr 
= 
B 1— kk). } ——— 
nore =) (1-9)? 
iiber. Die letzte Reihe konvergiert aber nur fiir |k| > 1. 


y) 


Dies Ergebnis, das in Einklang mit dem steht, was oben iiber die Wachs- 
tumsordnung der Potentiellenreihen bewiesen worden ist, ist ein einfaches 
Beispiel fiir eine Entwicklung nach Polynombasen*) und hatte sich auch aus 
den hierauf beziiglichen allgemeineren Untersuchungen folgern lassen. 


§3. Existenz der uneigentlichen Lésung. 


Wir kehren nun zu der geometrischen Differenzengleichung (1.1) bzw. (1.3) 
zuriick und machen die folgenden Voraussetzungen. 1. Die Koeffizienten 
sollen ganze rationale Funktionen von z sein. 2. Die Gleichung soll mindestens 
eine Lésung haben, die bei Null endlich ist und nicht verschwindet. Das laBt 
sich durch eine Transformation der Gestalt f (2) + 2+ f (x) unter Umstinden 
in Verbindung mit x- 2~! immer erreichen, wenn in (1.1) der Grad von p,, (x) 
von keinem anderen Koeffizientengrad iibertroffen wird. 3. Der héchste 
Koeffizient soll die Nullstelle g'-" haben; das laBt sich durch eine Trans- 
formation z+az immer erreichen. Wir denken uns dementsprechend die 
Ausgangsgleichung in der Gestalt 


(3.1) (gq—1)""(1—q2),-1 Py (x) f (z) 
-(q— 1)"-1 (Ll — g2)n_2 Py_ (2) 1 f (x) + 
+ (q— 1) P, (x) OF (x) + Py (x) f (x) = 0 


vorgelegt, was sich durch Multiplikation mit (1 — q z),_,. immer erreichen 
laBt. Wir erkléren noch Zahlen p;, durch 

P r(r—1) s 
(3.2) (1 x) P, (x) Pa Pok xk. q os P,, (z) > Prk a (r=1,2,...,n); 

r=0 k=0 

dabei soll wenigstens ein p,, von Null verschieden sein. s ist mindestens eins. 
Wir versuchen nun die Gleichung (3.1) durch eine aufsteigende Potentiellen- 
reihe zu lésen und setzen zu diesem Zwecke 
(3.3) {(x7)= XY C,(1—- 2), 


} +)° 


Durch diesen Ansatz erfassen wir auch die Lésungen nach absteigenden 
Reihen ; der ,, L6sungsparameter“ A bleibt zunachst unbestimmt. 


5) WurrrakKer, J. M.: Sur les séries de base de polynomes quelconques. Paris 1949. 
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Wir erhalten unter Benutzung von (2.14) und (2.15) 


n *(r—1) 400 
xq 2 P, (z) Y (l— g* +4) (1— gq’ t4-1)... (1 - q't+i-r+l) x 
r j=— oc 
+ 
x Oj (1 — eg)agj-1+ (L— 2) Py(z) YS Oj; (1— 2g) 145-1 =0. 
j=— oc 


Man kann die Polynome nach Potentiellen entwickeln. Es ist — vgl. (3.2) — 


8 8 k 
» Pnrw= > Pre 3 (—1) 
k=0 k=0 v=0 

v(v +1) 


8 8 k 
=2(-lr¢ * 0 ogi, S [,]a-FOt1+9 ae, 


ied v(v +1) 


k q 2 (1 — xq'ti), q-ttD 


v 








(3.4) 


und wenn man dies einsetzt, folgt 


n + co 8 v(x +1) 

> » 6 (l-qts...(l—q@ti-"t}) YS (—1yrq 2 (l—@q2z)asj4>-1 
r=0 j= —c v=0 

(3.5) 


& k ’ 
k=wl" J 


Hier und im folgenden ist das r-gliedrige Produkt (1 — q*+4)...(1—q’*+/-"*+}) 
fiir r= 0 gleich 1 zu setzen. Hierin vertauschen wir die Reihenfolge der 
Summationen und ordnen nach den Potentiellen um. Es entsteht 

+ 00 8 v(v +1) 

P (1 gzi+ed (—1Yq . Cr_v41 
t x v= 


(3.6 . * [k —k(A+t4 
, x [lr 


bs 


(1 qtr)... (1 — qi tt—r—r+2) x“ 


0 


. Pp ») Prk = 0. 
k=» 
(Die Berechtigung dieser MaBnahme wird weiter unten gepriift werden.) 
Die Gleichung ist erfiillt, wenn die C, der Rekursionsformel 
8 v(v +1) n 
3 G041(- l)’q 2 ya —g@tt—r+l)... (L— gttt—*—r+2) » 
v=0 r=0 


(3.7) sy fF] —easeen 
ait XZ y|@ Pre = 9 
k=» 
geniigen. Wir wollen die Koeffizienten dieser Rekursionsformel, die ja von 


¢ abhingen, mit S, (q*) bezeichnen. Es sei y = g°+ *+1!. Dann ist 


v(v+1) » 
S,(y)=(-—1l)’q ? x —yq-")(l— yq-’-})...(L— yqr’-**}) x 
(3.8) x ¥ [P] a Pee: 
k=» l” 


Insbesondere ist 


So(y)= DL (l— y) (l— yg)... (lL—yqr’t) LY ype, 
(3.9) r=0 k=0 
8(8+1) n 
S,(y)=(—l)*q ? yx ( —yq-*)(l—yq-*—})...(L—yq-*-'*) Pra 
f= 
Nun sind zwei Falle zu unterscheiden. Erstens kann es sein, daB in den S, (y) 
die negativen Potenzen von y nur scheinbar auftreten. Ist beispielsweise 
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>» P-,= 9, so wird in den S, (y) héchstens noch y~*+! vorkommen; ent- 
0 


r 

sprechende lineare Beziehungen sind Voraussetzung fiir das Verschwinden der 
iibrigen negativen Potenzen. Im allgemeinen werden sclche Beziehungen 
jedoch nicht bestehen, und dann ist die Reihenumordnung, die zu (3.6) fiihrte, 
nicht zulassig. Denn in dem Faktor von (1 — qx), .¢ ist ja dann y~ ** enthalten, 
und diese Zahl wichst im aufsteigenden Teil der Reihe iiber alle Grenzen: 
die umgeordnete Reihe ist divergent. In diesem Fall wird also die Reihe (3.3) 
keine Lésung unserer Differenzengleichung ergeben, es sei denn, daB die C, von 
einem Index 7' an alle verschwinden (was wir z. B. spaiter mittels des Lésungs- 
parameters erzwingen werden). Sonst kénnen wir nur schlieBen, daB die 
Reihe (3.3) die Gleichung in den Punkten der Folge x= q—', q-*, . . . erfiillt; 
denn dort hat der divergente Zweig der Reihe, da er nur endlich viele von 
Null verschiedene Glieder enthalt, keinen EinfluB. Eine solche Reihe, deren 
Koeffizienten zwar die fiir eine Lésung charakteristische Rekursionsformel 
(3.7) erfiillen, trotzdem aber der Gleichung nur in einer gewissen Punktfolge 
Geniige leisten, wollen wir eine ,,uneigentliche Lésung nennen. (Bei Diffe- 
rentialgleichungen kann so etwas nicht passieren.) 

Wir miissen noch die Konvergenz der Reihen nachweisen und wenden 
dazu den Satz von Porncaré auf die Differenzengleichung (3.7) an®). Die 
ganzzahlige Verianderliche ist der Index t. Da g‘ = 0 ist, wenn ¢ iiber alle 
Grenzen wachst, muB man die Grenzwerte 


Ses ; \ 
(3.10) Se —s(y) 


Ww lim 
: 8, (y) 


fiir y> 0 bilden. Es sei nun zunichst 
n 
» Pre = 0, deh. lim y* Sy (y) + 0. 


r=0 


Dann lassen sich die w; leicht berechnen: es ist 




















n 8 > 
5 < 
= | .| Prsd (— 1) igi +1) 
(3.11) W,_ i lim — ea = (—1)'q * |e 
y—0 So(y) ~ | 
= Prs 
r 
Wir bilden hiermit die charakteristische Gleichung 
. i(i+1) 
7 ‘ ’ a] “7 . 
(3.12) Z* 4 w, Z 1i..-+y, > (— 1) ‘|4 - Z-* (Z — q),= 090. 
1 0 
Ihre Wurzeln sind q, q?,...,q°, also alle dem Betrag nach kleiner als 1. 


Wahlen wir nun irgendein a zwischen |q\ und 1, so liefert der Satz von Porn- 
CARE (in seiner schwichsten Fassung) fiir die in (3.7) erscheinenden GréBen C 
die Beziehung 

lim C,a—-‘=0 oder C, = 0 (a’). 


Damit ist die Konvergenz des aufsteigenden Teils der Reihe (3.3) gesichert. — Ist 
» Pr, = 0, so kommt es auf das Verhalten von 
n n 


(3.13) lim y*—! S,(y) = S Prs-i1—- 
y—0 r=0 


r 
Prs 








$) Val. z. B. Noértunp: Differenzenrechnung, Kap. 10. Berlin 1924. 
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an. Wir wollen annehmen, daB dieser Wert von Null verschieden ist. Es wird 
dann 
v(¥+1) n 
lim y*-! S,(y)=(-—1)"q ? ee 2) Pre—1 — 
(3.14) — - 





Je Zhe») 
—v ¥ 1—r ° 
vCal d” Pra) 


fiir die Gleichung erhalt man 


= n . 
(Z De—1(ZX Pres 1) 3 [‘]q'-rp,,) =0. 
r r 


0 
Man muB8 also hier, wenn der Porncarésche Satz angewandt werden soll, 
die Ungleichung 





ney nm Ty n 
» i q "Des |< » KGa "Pre pa Prs—1 
r=0 r=0 r=0 


voraussetzen. (Andernfalls kann man wirklich die C, so bestimmen, daB die 
mit ihnen gebildete Reihe nicht konvergiert.) Ist auch (3.13) gleich Null, 
so muB man entsprechend weitergehen, um Bedingungen fiir die Anwendbar- 
keit des Satzes zu erhalten. Wir wollen hier nur noch die Bedingungen auf- 
schreiben, die bestehen miissen, wenn in den Funktionen (3.8) alle negativen 
Potenzen kompensiert werden, so da8 nur eigentliche Lésungen auftreten. 
Die linearen Beziehungen zwischen den p,,; miissen dann die Form 
n 


oT Prs 04 is Win fl s— 1), 
(3.15) me FP 0 : 
py qT uD, 1 0(j recy t 8 ass Zz Pri 0 
r 0 Baars 


haben; (3.12) nimmt die Gestalt 


n 





: 
(Z—q'-*), S|) | qt-™ p,,— Z(Z— ge ")o-1 
(3.16) Pre 4 ig 
p $ 0" Me—Dp,it::-+(—1'Z* Dd’ p,.~=0 
r=O0L* r 


an. Fiir die Konvergenz der Reihe ist erforderlich, daB diese Gleichung nur 
Wurzeln eines Betrages kleiner als Eins hat. 

Der PorncaRésche Satz gestattet auch, die Konvergenz des absteigenden 
Teiles der Reihe (3.3) zu priifen. Man mu8 dazu in (3.7) ¢ durch — t ersetzt 
denken, d.h. man muB die Rekursionsformel von rechts nach links lesen. 
Da dann y mit wachsendem ¢ gegen Unendlich geht, hat man anstelle von 
(3.10) die Grenzwerte 


¥ 


: Sy 
lim Srty) 


7 


yo Ss(y) 
zu betrachten. Damit sie existieren, ist zu verlangen, daB der Grad von S, (y) 
in y nicht kleiner ist als der irgendeines S,(y), d. h. es muB p,, +0 sein. 
(Das lauft darauf hinaus, daB (3.1) ein im Unendlichen regulires Lésungs- 
system besitzt.) Wir brauchen die Gleichung (3.10) diesmal nicht zu bilden. 
Es geniigt zu wissen, daB ihre Wurzeln beschrinkt sind (was auBer Frage 
steht), da ja nach der im AnschluB an (2.4) angestellten Uberlegung 


i(t+ 1) 
C,=0O (, £ fiir die Konvergenz geniigt, wenn man den Nullpunkt 
und etwaige Nullstellen der Nenner in der Reihe (3.3) ausschlieBt. 
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Damit ist also nachgewiesen, daB die beiderseits unendliche Potentiellen- 
reihe im allgemeinen in der ganzen Ebene, von einzelnen Punkten abgesehen, 
konvergiert. Das Verfahren liefert zugleich den Nachweis der gleichmaBigen 
Konvergenz in jedem endlichen Gebiet, aus dem der Nullpunkt und die Null- 
stellen der Nenner durch kleine Kreise ausgeschlossen sind; denn wir hatten 
ja die Konvergenz der Reihe durch Majorisierung mittels einer von z unab- 
hangigen konvergenten Reihe gezeigt. 


§ 4. Die q-Differenzengleichung der uneigentlichen Lésungen. 


Wir wollen zeigen, daB die uneigentlichen Lésungen eigentliche Lésungen 
einer bestimmten qg-Differenzengleichung von i. a. héherer Ordnung als (3.1) 
sind. Zu diesem Zwecke denken wir uns die Rekursionsformel (3.7) mit der 
kleinsten Potenz y® von y = q**+‘*! multipliziert, die die negativen Potenzen 
beseitigt. Es wird also 0 < v<s sein. Wir denken uns dann die Koeffizienten 


der Rekursionsformel nach den ,,basischen Zahlen‘ 
A+t—r 
fA+t—r]) =+4 —y - 
entwickelt, so daB die rechte Seite von (3.7) folgende Gestalt erhalt: 
(d,g+ (A+t+1)d,,+ fA+t+1) [A+ #]d,, 4 
+ fA+t+1]) [A+t]---(A+t—n—v+4+ 2] dy nse) Cri 
+ (dp -1,0+ [A+ #])d,-1.1+ [A+t) [A+t—1)d,-12+--- 
+(A+e] [A+t—1]---(A+t—n—v+ 2] d,~1 nici) C; 


+ (dog + [A+t—8+ 1] dg, + [A+ t— 8+ 1] [A+t+ 8] dyg+-:: 
+ (A+t—8+1])[(A+t—s]---(A+t—n—v4+ 2] dg n-os41 


Setzt man nun 


s+1- 


und beachtet, daB 


2 Osh + tj) A+ t— FM) > AF t-jF—-k+ NA ahaye 
90 -1) 


(liq ® (1 2); 20h (xq), 


so ergibt sich nach Multiplikation der Rekursionsformel mit (1 — x),., und 
Summation tiber alle t — die jetzt zulassig ist, weil die negativen Potenzen 
beseitigt sind — eine q-Differenzengleichung der Ordnung n + v fiir h(x); 
sie enthalt namlich das Glied 3% h (x q’). Ist v = 0, so erhalt man natiirlich 
die Ausgangsgleichung (3.1) wieder. Die Gleichung fiir h(x) werden wir im 
folgenden als ,, Hiillgleichung‘‘ bezeichnen 

Wir haben bisher noch keinen Gebrauch davon gemacht, daB die Poten- 
tiellenreihen einen willkiirlichen Parameter 4 enthalten. Durch spezielle Wahl 
dieses Parameters kann man Lésungsreihen mit bestimmten Eigenschaften 
konstruieren, z. B. solche, die nur aus einem aufsteigenden oder nur aus 
einem absteigenden Ast bestehen, die also nach links bzw. rechts abbrechen. 
Man muB dazu, wie es von den linearen Differentialgleichungen her bekannt 
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ist, A so wihlen, daB in der Rekursionsformel (3.7) der Koeffizient von C, 
bzw. C, verschwindet. Die dazu gehérigen Werte von gq’ sind die Wurzeln 
der Gleichungen y’ S,(y) = 0 bzw. y’ S,(y)=0. Die Grade dieser beiden 
Polynome in y sind héchstens n+ v bzw. n—s-+v. Diese Zahlen geben 
also an, wieviel nach links bzw. nach rechts abbrechende uneigentliche Lé- 
sungen héchstens auftreten kénnen. Die Ordnung der Hiillgleichung ist n + v. 
Die nach rechts abbrechenden Potentiellenreihen kénnen also niemals ein 
Fundamentalsystem der Hiillgleichung bilden, da ihre Anzahl dazu nicht aus- 
reicht. Fir die nach links abbrechenden Reihen, die die Gestalt 


(4.1) g, (x) = (1 — 2), mal ganze Funktion 


haben, ist dies dagegen sehr wohl méglich, wenn niamlich die Gleichung 
y” S,(y) = 0 genau n + v Wurzeln hat; dabei darf der Quotient von je zwei 
dieser Wurzeln keine ganzzahlige Potenz von g sein. Man erhalt dann n + v 
verschiedene Reihen vom Typ (4.2) und muB nun noch priifen, ob diese linear 
abhangig sind, d. h. ob zwischen ihnen eine Relation 
ky (x) ga, (x) T el kn 4 yp (x) Jan 4 » (*) 0 

mit qg-periodischen Funktionen (k (x)= k(q-x)) als Koeffizienten bestehen 
kann. Vermutlich sind die nach links abbrechenden Potentiellenreihen immer 
linear unabhangig; es ist iberhaupt anzunehmen, dab n (echte) Lésungen vom 
Typ (3.3) genau dann ein Fundamentalsystem der Gleichung n-ter Ordnung 
bilden, wenn die entsprechenden A-Werte voneinander verschieden sind und 
wenn sich niemals zwei dieser Werte um ganze Zahlen unterscheiden. Ein 
allgemeiner Beweis hierfiir ist noch nicht bekannt. 

Aus der im AnschluB an (3.9) angestellten Uberlegung folgt, daB die nach 
rechts abbrechenden Potentiellenreihen eigentliche Lésungen der Ausgangs- 
gleichung (3.1) sind. (Es sind das iibrigens im wesentlichen diejenigen Lé6- 
sungen, die der Ansatz von Rype liefert.) Schreiben wir (3.1) in symbolischer 
Form, 

(4.2) L (x, f (x)) = 90, 

wobei L einen ,,geometrischen Differenz-Operator“ darstellt, und entsprechend 
die Gleichung fiir die uneigentlichen Lésungen 

(4.3) M (x, f (x)) = 90, 

so geniigen die nach rechts abbrechenden Reihen beiden Gleichungen. Wir 
kénnen daraus auf die Existenz eines Operators der Ordnung v schlieBen, 
der (4.2) in (4.3) iiberfiihrt: 

(4.4) N (x, L (x, f (x))) = M (2, f (zx)). 

Dabei haben alle drei Operatoren ganze rationale Koeffizienten. Man kann 
auch sagen, daB (4.3) ,,reduzibel“ ist. Bezeichnet man mit ¢ (x) die allgemeine 
Lésung der q-Differenzengleichung v-ter Ordnung 

(4.5) N (x, f (x)) = 0, 

die also von v q-periodischen Funktionen abhiangt, so geniigt die uneigentliche 
Lésung der inhomogenen Gleichung 

(4.6) L (x, f (x)) = (2), 

aus der man natiirlich (4.3) wieder herstellen kann. Die uneigentliche Lésung 
hat also nach bekannten Siatzen die Gestalt: 
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spezielle Lésung von (4.6) plus allgemeine Lésung von (4.2); 
da die spezielle Lésung von v q-periodischen Funktionen abhangt, gehen 
richtig v + n q-periodische Funktionen ein. 

Wenn die nach rechts abbrechenden Reihen ein Fundamentalsystem der 
Ausgangsgleichung bilden, kann man jede Lésung von (3.1) durch diese Reihen 
und damit aber auch durch ein passend gewihltes System von n+ v un- 
eigentlichen Lésungen darstellen. Bilden insbesondere die Reihen vom Typ 
(4.1) ein Fundamentalsystem der Hiillgleichung, so la8t sich jede Lésung von 
(3.1) in der Form 

nie . 
} k(x) 3 A (1 Xa 43 


r 0 


darstellen. (Natiirlich ist nicht etwa jede Funktion dieser Art Lésung von 
(3.1)). Man kann daraus iiber Pole und Wachstum der Lésungen mancherlei 
Aufschliisse erhalten. 


§ 5. Der Grenziibergang q> l. 


Wir wollen noch kurz das Schicksal der uneigentlichen Lésungen verfolgen, 
wenn g gegen eins geht. Halt man dabei die Variable x fest, so gehen die 
geometrischen Differenzen gegen die entsprechenden Ableitungen. Soll also 
die linke Seite von (3.1) einen verniinftigen Grenzwert haben, so miissen sich 
die Potenzen von q — | gegen die Nenner der P; (x) kompensieren; es muB 
laher p,, den Nenner (q — 1)’ haben. In diesem Fall haben die Koeffizienten 
ler Rekursionsformel (3.7) Grenzwerte, da ja 


; l 
lim ——— x, 
a1 I-49 
ind im Falle 
> lim Pp 5 lim P, (1) +0 

0 q->!1 gl 
kann man wie oben den Porncaréschen Satz anwenden. Die Potentiellen gehen 
gegen die Potenzen (1 x), und das ganze Verfahren liefert eine Lésung der 
aus (3.1) entstehenden Differentialgleichung in der Umgebung der Stelle x= 1, 
wobei im allgemeinen allerdings nur die nach links abbrechenden Potentiellen- 
reihen konvergenten Entwicklungen zustreben. Man iiberlegt sich leicht, daB 
die linke Seite der Hiillgleichung keinen endlichen Grenzwert hat; denn 
lurch die Einfiihrung der basischen Zahlen hatten wir ja allerhand Poten- 
zen von | q in die Entwicklung gebracht 

Man kann mit der linken Seite von (3.1) noch einen anderen Grenziibergang 
ausfiihren, wenn man fiir die Variable ihren Logarithmus einfthrt: x = q*. 
Dann strebt (q— 1)" # f(x) mit g>1 gegen die arithmetische Differenz A’ f (&), 
und aus (3.1) entsteht eine gewohnliche Differenzengleichung, wenn die Quo- 
tienten 
P,(x) (1 Udj)r—1 


lim -—— - 
be Py(x) (1 rq)n-1 
existieren. Es existieren dann aber auch die Grenzwerte der Koeffizienten 


von (3.7). Denn es mu ja auch 


Geometrische Differenzengleichungen. 79 


vorhanden sein. In den Nennern der p,, miissen daher gewisse Potenzen 
von 1 — q auftreten, und diese kann man mit den in (3.7) vorkommenden 
Faktoren (1 — g*+*—*+")...(1—q+*+*—*—'+?) so zusammenfassen, daB die 
entstandenen Quotienten Grenzwerte haben. Die uneigentlichen Lésungen 
werden hier im allgemeinen gegen Faktoriellenreihen streben. Als Lésungen 
der Differenzengleichungen wird man allerdings meist nur die Grenzwerte der 
nach rechts abbrechenden Reihen benutzen kénnen, die auf Fakultaétenreihen 
fiihren, da die Grenzwerte der nach links abbrechenden Reihen i. a. nicht 
konvergieren. 
§ 6. Beispiele. 

Zur Erlauterung der abgeleiteten Beziehungen sollen einige einfache Bei- 
spiele behandelt werden. Es sei eine lineare homogene q-Differenzengleichung 
mit linearen Koeffizienten 


n 
(6.1) » (B,-— A, 2) f(xq)=90 (A,B, +9) 
r=0 
n 
vorgelegt, und zwar mége zunichst A, = B,=1 und 3’ B,=0 sein. Man 
r=0 
kann dann 2 — 1 Zahlen a,,..., @,; 5,,..., 0,-, 80 wahlen, dab 


(6.2) IT (1 — a;Z) 
1 


} 


n n—1 
D> A,2Z'; (l—qZ) il (1—;Z) 
0 j l 

Die Potenzreihenlésung von (6.1) laBt sich mittels Hemvescher Reihen 


n 
> B¢Z'. 
r r=0 


(6.3) ee ee eee ee Bh a 


So (I= bi)i--- (T= bn-i (I= gi 
darstellen’). Uns interessieren jedoch hier die uneigentlichen Lésungen. Wir 
schreiben (6.1) um, 


n — 
(6.4) >S(q-'q ? a 8, f(x) ¥ | (B;— Aj x)=0. 
r=0 j=f r 


n 
Die Zahl s ist gleich n— 1; denn wegen 3’ B,=0 ist der Koeffizient von f (x) 
r=0 
und damit die ganze Gleichung durch z teilbar. Wir setzen die Entwicklung 
eid ‘ Anq 
nach Potentiellen (1 Bag 
machten Voraussetzung, daB der héchste Koeffizient die Nullstelle g'-” haben 


x) an (das entspricht der zu Anfang von § 3 ge- 
A+t 


er , An « 
soll) und multiplizieren dementsprechend vorher mit (1 - 4 ihe x] 
\ n n 
Fiir die Koeffizienten der Entwicklung erhalt man eine n-gliedrige Rekur- 
sionsformel, deren auBere Koeffizienten — vgl. (3.9) — 
n(n—1) 


_ ’ - a 2 An 
(6.5) So(y)=(—1)"""q * yr *(1—y)(l-yq").-- (I ye™?)(1— B . ), 


— 9 








n 
(6.6) S.. (y) ie q'" If yi-* B (yq n+ 1) A, 
r=0 


lauten, dabei ist wie oben y= q'+*+!. Man ersieht daraus sofort die Parameter- 
werte, die abbrechende Reihen liefern: es sind 
n 
A=Q@,1,..., n—2, n—1— J’ (a, — B,) baw. A=B— a, O— ag, ...,P— ap 
r=] 
”) Vgl. Hann, Anm. 4, ferner zu diesem Paragraphen Haun: Uber die Reduzibilitat eine: 
speziellen geometrischen Differenzengleichung, Math. Nachr. (Berlin) 5, 347— 354 (1951). 
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wobei die griechischen Buchstaben die zu den entsprechenden lateinischen 
gehérenden Exponenten zur Basis g bedeuten: a, = q* usw. Die letzten Werte 
fiihren auf eigentliche Lésungen. Man sieht weiter, daB stets uneigentliche 
Lésungen existieren miissen; denn in (6.5) z. B. wird bei beliebiger Wahl der 
Parameter a;, 5; niemals die Potenz y'~" kompensiert werden kénnen. 

Andert man die Voraussetzung iiber (6.1) etwas ab und laBt auch A, = 0 
zu, so wird im Fall n= 2 die Potenz y'~* = y~' kompensiert. Man kann diesen 
Fall realisieren, wenn man in (6.1) bzw. (6.3) die Variable durch xa, ersetzt 
und dann mit a, gegen unendlich geht. Es entsteht die ,,konfluente“ hyper- 
geometrische Differenzengleichung 


~ 


(6.7) (b—aqzaz)f(¢g@xz)—(b+q-—qa2)f(qz)+ qf (x) =90 


mit der Lésung 


x 


. ’ (l—a)q 2 
(6.3) @, (a: 6: x) >” 1)! ———__ 7 
‘va “e (1 — oil — ay 
die man aber auch auf die Gestalt 
» By 
. q 
( t 
(6.9) Il Ei a, cee ae 
j=0 1 b q’ - b a 


bringen kann, und das ist die gesuchte aufsteigende Potentiellenreihe. Vor- 
aussetzung ist dabei allerdings |b|<|a|— das ist eine der oben aus (3.14) 
abgeleiteten Ungleichungen. 

Im Fall n = 2 erhalt man aus (6.4) die Gleichung (1.7). Wie ich an anderer 
Stelle*) gezeigt habe, lassen sich alle ihre uneigentlichen Lésungen durch 
Hernesche Reihen zweiter Ordnung darstellen. Die Hiillgleichung ist von 
der Ordnung 3. Da nur zwei nach links abbrechende Potentiellenreihen auf- 
treten, kénnen diese kein Fundamentalsystem bilden. — Ubrigens ergeben 
sich durch den im § 5 behandelten Grenziibergang aus den eigentlichen und 
den uneigentlichen Lésungen genau die 24 aus der Kummerschen Theorie der 
hypergeometrischen Differentialgleichung bekannten Integrale, wenn man 
noch gewisse Transformationseigenschaften der Gleichung (1.7) heranzieht. 

Zuletzt wollen wir noch den Fall betrachten, daB in (3.1) die Polynome 
P, (x) linear sind. s ist also eins. Die Rekursionsformel (3.7) muB dann zwei- 
gliedrig sein: 








. Ct-1 Gn (y) 

(6.10) aS 
Ct Hn +1(y) 

rechts stehen Polynome der Grade n bzw. n + 1. Es ist [vgl. (3.2)] 9; = Poo; 
deshalb ist H,,,(1) = 0, und der Nenner in (6.11) wird (1 — y) K,, (y) ge- 
schrieben werden kénnen. Nun folgt aber aus dem Satz von PorncarE — 
der Grad von (3.12) ist ja eins 
Cray Gn (0) 


lim C; KE. 7% 


y—0 





so daB nach Einfiihrung von 2 Konstanten a; und 6; der Quotient (6.10) 
auf die Gestalt 
(6.11) a F a 
Ci (l— y) (1— b,y)...(1 — bay) 
*) Vgl. Hann, Anm. 4, § 6. 
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gebracht werden kann. Denkt man an die Bedeutung von y, so kommt 
schlieBlich 
. ' ’ (1 — a, q4)¢...(1 —anq’)e 
6.12 c c , : ; 
\ ' ° (1 q* + 1)¢ (1 — 6, 94)¢ (1 — bng@)e ¢ 
und die uneigentliche Lésung wird eine Reihe 








on To (L— z)ase(L—ai)ase---(l—an)ast 
6.13 2 ew 
(6 ) oa @ (l q)a (1 Di)a er bn)a t 4 


Diese Reihe ist den Hetneschen Reihen nahe verwandt. Sie geniigt einer 
q-Differenzengleichung der Ordnung n + 1, v ist also gleich 1. 

Aus (6.12) liest man ab, daB es (bei ,,beliebigen‘‘ Parametern) n + 1 /- 
Werte gibt, die nach links abbrechende Lésungen charakterisieren, nimlich die 
Werte 0, 1 — £,,1— B,, ..., 1 — By, wahrend die n-Werte — «,, — a, .. ., — 
die nach rechts abbrechenden Lésungen liefern. Die Theorie der Reihen (6.13) 
lehrt, daB die nach links abbrechenden Lésungen ein Fundamentalsystem der 
Hiillgleichung bilden. Hier liegen also die am SchluB von § 4 erwihnten 
Verhaltnisse vor. 

Die Bedingungen vom Typ (3.15) und (3.16) laufen hier darauf hinaus, 
daB die hier mit ‘H, (y) und K, (y) bezeichneten Polynome die gemeinsame 
Nullstelle y= 0 haben. Um das zu erreichen, muB man in (6.13) a, und b, so 


an 


iiber alle Grenzen wachsen lassen, daB k endlich bleibt. Man erhalt 


bn 
dann die neue Reihe 
\? (L—ax)ase (1 —ay)ase(1 — ae)ace---(1 Gn-iA+t (p ga t 
pm og (L—a@)ase (L—O)are(l — Os)are---(1 — bn-a)ase 


fiir die Konvergenz ist |kqg| <1 zu fordern. Diese Reihe geniigt einer wei- 
teren Differenzengleichung der Ordnung n l. 
Da die Hiillgleichung hier von der Ordnung n + 1 ist, ist der in (4.4) 
eingefiihrte Operator N (x, f(2)) linear und zwar von der Gestalt 
N (x, f(x) =(l—gU—qaz)@f(x)+qf(a), 


wie man leicht ermittelt, wenn man die beiden Funktionalgleichungen auf- 
schreibt. Die Funktion » (x) aus (4.6) ist gleich (1 — x). mal k-Funktion. 


(Eingegangen am 10. Juni 1951.) 
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Die konforme Abbildung echter Polygone. 


Von 
Hetmut UNKELBACH in Bonn. 
Mit 19 Textabbildungen. 


Die Frage, wie sich ein vorgegebenes Polygon durch eine analytische 
Funktion konform auf die Halbebene bzw. den Einheitskreis abbilden laBt, 
gehdrt zu den altesten auf dem Gebiet der konformen Abbildung. Bereits in 
den Jahren 1868— 1869 fanden H. A. Scowarz und E. B. CurisTorret (siehe [7 | 
und [8]) ungefihr gleichzeitig die bekannte Abbildungsformel 


z=C-f M(r—x,)’" ‘dr. 
Se 8 I 

Dabei liegt das Polygon in der z-Ebene und die Punkte € = x, sind die Bilder 
der Polygonecken EZ, mit den Winkeln «, 2. Es folgten einige weitere Arbeiten 
anderer Autoren iiber Polygonabbildung, in denen unter anderem die Frage 
behandelt wurde, wie sich bei vorgegebenem Polygon $§ die Konstanten x, 
ermitteln lassen. Dabei wurden vielfach (unnétige) einschrinkende Voraus- 
setzungen iiber §§ gemacht, teils wurde Beschrinktheit, teils Schlichtheit 
vorausgesetzt. Wo auf einschrinkende Voraussetzungen verzichtet und eine 
allgemeine Definition fiir 8 gegeben wurde, da stimmte diese gew6hnlich dem 
Wortlaut nach so ungefaihr mit unserer Definition II, 8. 88, iiberein (man 
vergleiche etwa [8])'). Man tibersah jedoch, daB unter diese Definition Gebilde 
von viel allgemeinerer Art fallen, als sie in den erwaihnten Arbeiten tatsiichlich 
betrachtet wurden. Nach Definition II braucht namlich der Rand eines 
Polygons — auf der Rremannschen Kugel betrachtet durchaus kein stetiges 
Abbild des Kreises zu sein; vielmehr existiert zu einer beliebig vorgegebenen 
auch einer nicht zusammenhdingenden — endlichen Menge linearer Randstiicke 
in den meisten Fillen ein zugehériges (nach Def. II einfach zusammenhiangen- 
des) Polygon, das im allgemeinen unendlich-vielblattrig ist. 

Wir wollen uns nun im folgenden konsequent auf die allgemeine Polygon- 
definition II stiitzen. Zu einer wesentlichen Verallgemeinerung des Polygon- 
begriffs werden wir noch dadurch gefiihrt, daB wir in Definition I auch isolierte 
Punkte zu den linearen Randstiicken rechnen?). In § 1 und § 2 wird es sich 
in der Hauptsache darum handeln, fiir die verallgemeinerten Polygone $ 
anschauliche Beispiele und exakte Definitionen zu bringen. Dabei wird sich 
zeigen, daB ein wichtiger Unterschied besteht, je nachdem $% den Punkt « 
unendlich oft oder héchstens endlich oft iiberdeckt. Im letzteren Fall nennen 
wir % echt. In der vorliegenden Arbeit werden wir im wesentlichen nur echte 
Polygone betrachten. 

1) Zuweilen wird auch zugelassen, daB das Polygon endlich viele Verzweigungspunkte 
im Innern enthalt (vgl. [12]). 

2) Dies ist schon deshalb naturgemaB, weil durch Zusammensetzung zweier Polygone 

ohne isolierte Randpunkte ein neues Polygon mit isolierten Randpunkten entstehen kann. 
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In § 3 werden die Abbildungsformeln fiir alle echten Polygone hergeleitet 
(vgl. vor allem Satz 3, 8. 95). Dabei ist jedoch zu beachten, daB Polygone, die 
nur isolierte Randpunkte besitzen (Punktpolygone), nicht auf den Einheits- 
kreis bzw. die Halbebene, sondern auf die punktierte Ebene abzubilden sind. 
Die konforme Abbildung der Punktpolygone liefert uns einige allgemeine 
Siitze iiber im Kleinen schlichte*) meromorphe Funktionen mit endlich vielen 
asymptotischen Werten und héchstens endlich vielen Polen (siehe die Sitze la 
und 2a sowie Satz 5a, 8. 103). 

Bei den Abbildungsformeln fiir unsere Polygone bleiben gewisse Konstanten 
zunichst unbestimmt: In § 4 befassen wir uns nun mit der Frage, wie sich 
diese Konstanten fiir spezielle vorgegebene Polygonklassen ermitteln lassen. 
Dabei werden vor allem die reguliren Polygone (nebst verwandten ,,auBer- 
gew6hnlichen* Sternpolygonen, Fig. 10) etwas eingehender behandelt, wobei 
zu beachten ist, daB es auf Grund der Definition IX, 8.90, zu jeder vorgegebenen 
Eckenzahl n mit n > 2 unendlich viele (mehrblattrige) regulire n-Ecke mit 
zusammenhingendem Rand gibt. AuBerdem werden auch regulire Punkt- 
polygone behandelt. In Satz 8, 8. 108, wird fiir die Gesamtheit aller reguliren 
Polygone der Typ der Abbildungsfunktion angegeben, und die Konstanten 
werden in den einfachsten Fallen berechnet. Von den Beziehungen, die bei 
nicht-reguliren Polygonen zwischen den Konstanten der Abbildungsfunktion 
bestehen, sei hier nur die nachstehende herausgegriffen (Fig. 11, genauere 
Formulierung in Satz 11, 8.113): Wir betrachten ein Polygon % mit zusammen- 
haingendem Rand, das den Punkt co nicht im Innern enthalt. Dagegen mége 
der Rand den Punkt co enthalten, und zwar mége er diesen Punkt ohne Knick 
passieren (siehe Fig. 11)*). 8 mége auf die obere €-Halbebene konform abgebildet 


werden, und zwar so, daB sein unendlich ferner Randpunkt dem Punkt € = « 
entspricht. Die endlichen Bilder x, der Polygonecken £, seien mit Massen 
belegt, die dem jeweiligen AuBenwinkel (1 x,) 2 von E, gleich sind. Dabei 


kommen auch negative Massen vor, da die AuBenwinkel einspringender Ecken 
negativ sind. Nun denken wir uns eine beschrinkte Polygonseite geknickt, 
so daB eine neue Ecke Fy, entsteht. Dann liegt das Bild x, von E, stets im 
Schwerpunkt der Massen auf z,. Das ist véllig unabhiingig davon, wo der 
Knick vorgenommen wird. 

Im Spezialfall der meromorphen Funktionen liefert die Konstanten- 
bestimmung genauere Angaben tiber die Pole. Unter anderem ergibt sich fol- 


gendes: Besitzt eine im Kleinen schlichte meromorphe Funktion f (¢) genau 
2 asymptotische Werte, so hat sie entweder iiberhaupt keinen Pol oder un- 


endlich viele Pole (Satz 7, S. 107). Bei 3 asymptotischen Werten besitzt sie 
notwendig unendlich viele Pole (Folgerung aus Satz la, S$. 103). Bei 4 asympto- 
tischen Werten gibt es zum erstenmal die Méglichkeit endlich vieler Pole; 
diese liegen dann notwendig alle auf einer Geraden, die in beiden Richtunger 
zum asymptotischen Wert co gehért (Satz 8b, S. 111 Uber die Lage der Polk 
auf der Geraden lassen sich nach Satz 8, 8S. 108, genauere Angaben machen. 
Auch bei mehr asymptotischen Werten ist die Lage der Pole auf Grund der 


Schlichtheit im Kleinen wesentlichen Einschriinkung unterworfen. 
Zum SchluB werden wir in §5 noch zwei itze uber die Kriimmungs 
verteilung bei konformer Abbildung beweisen, die durch Approximation 
Das heiBt /’ (f ) und nur Pole erster Ordnung. 
‘) Man kénnte sagen, der Punkt oc liege im Innern einer Polygonseite. Doch stimmt 


dies nicht mit der Terminologie des § 2 iiberein. 


~ 


6* 
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allgemeinerer konformer Abbildungen durch Polygonabbildungen gewonnen 


werden. Wir betrachten eine Funktion z = f (¢), die das AuBere |¢| > r eines 
Kreises & konform auf das AuBere einer einfach geschlossenen analytischen 
Kurve 3 abbildet, so daB f (co) ©. Die Kriimmung von 3 im Punkte z = f (¢) 
mit ¢ r bezeichnen wir mit K (¢). Dann gilt stets 

fK(f)-|f(O]-C\de| =. 

w 
Das bedeutet, daB das Produkt der Kriimmung K und des VergréBerungs- 
verhiltnisses |f’ (C) gleichmaBig auf & verteilt ist (Satz 12). 

Bei der konformen Abbildung des Innern von & auf das Innere von 3 ist 

diese Gleichverteilung dann und nur dann vorhanden, wenn /’’ (0) = 0 ist. 


Damit gewinnen wir eine sehr anschauliche Charakterisierung derjenigen 
Stellen einer konformen Abbildung, in welchen die zweite Ableitung der Ab 
bildungsfunktion verschwindet. 

Die vorliegende Arbeit stellf nur einen Ausschnitt aus umfangreicheren 
Untersuchungen dar. In Vorbereitung ist in erster Linie eine Arbeit tiber 
ganzlinear-automorphe Funktionen, welche ein echtes Polygon als Funda- 
mentalbereich besitzen. Der explizite Ausdruck dieser Funktionen hat eine 
zu (2) in Satz 3 analoge Gestalt, wobei jedoch die Konstanten x, und «, 
sowie die Koeffizienten von R(t) komplex werden. Dabei gibt es allerdings 
gewisse Ausnahmewerte der Konstanten, fiir welche kein echtes Polygon als 
Fundamentalbereich existiert. 

In den erwihnten Untersuchungen ist auch wieder der Spezialfall im 
Kleinen schlichter meromorpher Funktionen bemerkenswert. Es scheint, daB 
auf diesem Gebiet noch eine Reihe interessanter Probleme der Lésung harrt. 


§ 1. Anschauungsmaterial. 

Unter einem Polygon wollen wir im folgenden ein einfach zusammen- 
hingendes Gebiet verstehen, das keinen Verzweigungspunkt im Innern enthalt 
und von endlich vielen geraden Linien (und isolierten Punkten) begrenzt wird 
siehe Definition II, § 2). Bevor wir die Definition des Polygons, seiner Ecken, 
Winkel usw. exakt formulieren, wollen wir zur Anschauung einige Beispiele 
erliutern, die zeigen, da es Polygone von viel allgemeinerer Art gibt als 
landlaufig angenommen wird. 

Wir betrachten etwa die Strecken (0,1) und (i,i+ 1) der komplexen 


z-Ebene. Das obere bzw. untere Ufer von (0,1) bezeichnen wir mit s, bzw. 8, 





und entsprechend die Ufer von (7,74 1) mit s, bzw. ss. Dann gibt es zu jeder 


Kombination s,, s/, ein Polygon, das von s, und s/, berandet wird und sonst 


uu 


keine weiteren Randpunkte besitzt. Fiir den Rand (s,, 82) geht man beispiels- 


weise aus von dem Quadrat mit den Ecken 0, 1, i+ 1, 7. An die Seite (0, 7) 
dieses Quadrates heftet man einen Teil der Rremannschen Flache von log 

z v 
der dadurch entsteht, daB man ein Blatt der Flache lings (0,7) aufschneidet 
(die Flache zerfallt durch diesen Schnitt in zwei kongruente Hialften). Ebenso 
heftet man an die Seite (1, 1+ 7) eine Halfte der Rremannschen Flache von 


log ——_——-. Das entstehende Polygor ") hat die verlangte Eigenschaft'), 
wobei alle Randpunkte einfach zu zihlen sind 
Es gibt sogar, wie hier nicht weiter ausgefiihrt zu werden braucht, unendlich viele 


Poly gone, die alle denselben Rand wie x . besitzen. 
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Als Ecken von 8 kénnte man die vier Punkte 0, 1,7 + 1, ¢ definieren. 
Das wire jedoch unzweckmaBig. Denn unsere Definitionen sollen so beschaffen 
sein, daB die wichtigsten elementargeometrischen Sitze tiber Polygone auch 
fiir den verallgemeinerten Polygonbegriff erhalten bleiben. Insbesondere 
sollen weiterhin jeder Polygonecke zwei Polygonseiten zugeordnet werden 
(sofern das Polygon mindestens zwei Seiten besitzt), und die Anzahl der Ecken 
soll mit der Anzahl der Seiten tibereinstimmen. Daher betrachten wir das 
Punktepaar (i, 0) als eine Ecke Z, und das Punktepaar (1, 1 + 7) als eine Ecke 
E, (vgl. Def. VIII, § 2, 8. 89). Diese Definition ist auch noch aus dem folgenden 
topologischen Grunde zweckmabig: Betrachten wir eine beliebige stetige 
Abbildung des abgeschlossenen Polygons auf den Einheitskreis | & 1, 
die im offenen Polygon auch noch umkehrbar eindeutig ist, dann entspricht 
dem Punktepaar (7,0) bzw. (1, 1 + 7) jeweils ein einziger Punkt der Kreis- 
peripherie |é 1. (Den Beweis dieser Tatsache wollen wir hier iibergehen.) 
Als Ordnung einer Ecke werden wir die Zahl der einzelnen Punkte (,,Elemente*‘) 
bezeichnen, aus denen sie sich zusammensetzt. Die Ecken von 8 sind also 
von der zweiten Ordnung. 


Ein von §$) verschiedenes Gebiet, das ebenfalls nur von s, und s¢ (einfach) 
berandet wird, erh&lt man, indem man von der lings (0,1) und (2,7 +1) 
aufgeschlitzten Vollebene ausgeht und an die Ufer s, bzw. sj jeweils Halften 


‘ Z z—t 

der Rremannschen Flachen von log bzw. log — anheftet. Das ent- 
Zz Zz v 

stehende Gebiet ist jedoch nach unserer Definition kein Polygon, da es nicht 

einfach zusammenhingend ist. Dagegen erhalten wir wieder ein von s, und 8) 

berandetes Polygon (;™), wenn wir das gewonnene Gebiet nochmals lings 


(0,1+ 7%) aufschlitzen und an jedes Ufer dieses Schlitzes eine Hialfte der 
<TEMANNschen Fliche von log 7 anheften. Bei §* sind die Ecken- 
z a 


elemente 0 und 1 + 7 doppelt zu zahlen, da in beiden Punkten zwei verschiedene 
logarithmische Verzweigungspunkte iibereinander geschichtet sind. Aus den 
Ausfiihrungen von § 2 wird sich ergeben, daB die Ecken 2, bzw. 2, von 8 
sich aus den Elementen 1, 0, 1 + ¢ bzw. i, 1 + i, 0 zusammensetzen, d. h. von 
der 3. Ordnung sind. 

Ein weiteres von s, und 8% einfach berandetes Polygon Q* gewinnt man 
dadurch, daB man von dem Parallelstreifen 0 < 3(z) <1 ausgeht und in 
folgender Weise vier Hilften Rremannscher Flaichen an Halbgeraden anheftet: 


An den Halbgeraden: Halften d. Rrem. Flaichen von: 
3(z)=0 R(z) <0 log z 

3(z)=0 R(z)=1 log (z — 1) 

S(z)=1 R(z) <0 log (z — i) 

O(z)=1 R(z)=1 log (z —t—1). 


Auf den ersten Blick sieht es so aus, als sei der Rand von }') mit dem Rand 
von ¥°) identisch. Das ist jedoch nicht richtig. Denn bei §'* liegen iiber dem 
Punkt co zwei voneinander verschiedene logarithmische Verzweigungspunkte. 
Logarithmische Verzweigungspunkte sind jedoch topologisch stets als Rand 
punkte aufzufassen. Bei * besteht also der Rand aus s, und 83 und dem 
doppelt gezihlten Punkt o. Die Ecken 2, bzw. 2, von % setzen sich aus 
den Elementen 0, «, i bzw. 1 , oo, | Zusammen und sind von der 3. Ordnung 


(und von der |. Art, vgl. Def. XII, 8. 93). 
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Zwischen den Polygonen $) und B® einerseits und dem Polygon 
andererseits besteht ein wesentlicher Unterschied: Erstere iiberdecken jeden 
Punkt der Ebene, einschlieBlich des Punktes co, unendlich oft (wir nennen sie 
deshalb unecht), waihrend $® den Punkt o iiberhaupt nicht iiberdeckt 
($P ist echt, vgl. § 2, Def. IV). Es wird sich zeigen, daB die echten Polygone 
mit den gewohnlichen eine wichtige elementargeometrische Eigenschaft ge 
meinsam haben, welche die unechten Polygone nicht mehr besitzen (Formel (1) 
S. 92 tiber die Winkelsumme in den Ecken). 


In analoger Weise findet man Polygone, die von s, und s} statt von s 


1 
ind s: berandet werden: Beispielsweise geht man aus von einem schlichten 
gewOhnlichen Polygon, das berandet wird von den geraden Strecken (0, 1), 
(1.7 i,1+%) und von den beiden Halbgeraden are (z 1) a/4 und 
ire 2 — An die Strecke (1,7) bzw. an die beiden Halbgeraden heften wit 


. . 2 I 
jeweils eine Halfte der RreMannschen Flache von log ie 


bzw log 


ind erhalten so ein unechtes Polygon 8 mit den Ecken £, = (1, i) und 


E, 1+ 7#,0). Zur Konstruktion eines echten Polygons $© berandet 
MN 8, 0, 8}, geht man aus von einem (nicht schlichten) gewéhnlichen 
Polygon mit dem Rand s,; are (z— 1) = 2/4; are (z — i) = 2/4; 8); are | 1 —i) 


m/4; arez 1/4 und hangt an die vier Halbgeraden ebenso wie bei Poly 
gon ‘S$ vier Hilften Rremannscher Flichen. Die Ecken von $©) sind wieder 
von der 3. Ordnung (Fig. 7, S. 93). 

Den bisher konstruierten Polygonen ist gemeinsam, daB sie von ihren 
Seiten s, und s,, — abgesehen von den Endpunkten — einfach berandet werden. 
Ks gibt jedoch auch Polygone, deren Rand diese Seiten mehrfach enthalt 


» 


Schlitzt man beispielsweise bei Polygon $8) £ Blatter der halben Rremann- 


schen Fliche von log ——— lings (0. 1) auf und heftet an jedes Ufer s, dieser 
z 1 . - 


Schlitze je eine Halfte einer RreMannschen Fliche von log — y> 80 gewinnt 


'®) das von s9 einfach, von s, dagegen (f 1)-fach berandet 


man ein Polygon 8 
wird. In analoger Weise kann man zu den Polygonen $@ .. . B® Varianten 
mit mehrfach sich tiberlagernden Polygonseiten konstruieren. 

Alle Polygone B™ .. . BP’, BC (, auBergew6hnliche Polygone, siehe § 2 
Def. IIl) wurden durch Anheften von Halften logarithmischer RreMANnnNscher 
Flichen an gew6hnliche Polygone gewonnen. Man kann jedoch auch mit 
anderen anschaulichen Mitteln zu: auBergew6hnlichen Polygonen gelangen 
seispielsweise erhailt man ein auBergewéhnliches Dreieck 8), indem man aus 
einem Blatt der Rremannschen Flaiche von log z ein gewéhnliches (endliches) 


Dreieck D mit den Ecken 0, 1, ¢ ausschneidet. Die Ecken 2, = 1 und EF, = % 
von $8 sind von der 1. Ordnung; die Ecke £, scheint auf den ersten Blick 
von der 2. Ordnung zu sein. Letzteres ist jedoch nicht richtig; denn das 
Kckenelement z ) ist wie aus § 2, S. 90, hervorgeht doppelt zu zihlen, 
obwohl tiber z— 0 scheinbar nur ein logarithmischer Verzweigungspunkt gelegen 


ist. Die Ecke 2, ist von der 3. Ordnung (und von der 1. Art) und besitzt die 
Klemente 0, co, 0 (Fig. 2, S. 90 und Fig. 5, S. 92) 

Schneidet man aus der RreMannschen Fliche von log z ein gewohnliches 
endliches Dreieck aus, dessen Rand den Nullpunkt nicht enthalt, so gewinnt 
man kein Polygon, da das entstehende Gebiet nicht einfach zusammenhingend 
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ist. Dagegen erhalt man ein Polygon, wenn man aus der RreMannschen Flache 
ein gewohnliches unendliches Dreieck ausschneidet, z. B. das Dreieck D’ 
das berandet wird von der Strecke (1, i) und von den Halbgeraden 3 (z) = 0, 
KR (z) > 1 und B(z) => 1, R(z) = 0. Das entstehende auBergewdhnliche Drei- 
eck $ besitzt eine Ecke £, von der 3.Ordnung (und von der 2. Art) mit den 
Elementen oo, 0, co (Fig. 6, S. 92). 

Zu den Polygonen rechnen wir auch einfach zusammenhiangende Gebiete, 
die nur von isolierten Punkten begrenzt werden. Anschauungsbeispiele 
hierfiir sind die in § 2 behandelten reguliren Punktpolygone. 

Die Definition der Winkel liegt fiir unseren verallgemeinerten Polygon- 
begriff nicht so ohne weiteres auf der Hand. Wir vergleichen etwa das Poly- 
gon $ mit dem Polygon ¥®*, das aus der schlichten Vollebene durch Aus- 
schneiden des Dreiecks D entsteht. 8 und 8 * sind hinsichtlich ihrer Seiten 
kongruent, haben aber trotzdem verschiedene Winkel: Die Ecke ZT = 0 
von 8° * hat den Winkel a , die Ecke £, von 8 jedoch den Winkel — = 
wie wir aus § 2 folgern werden. (Bei gewohnlichen Polygonen haber nur un- 
endlich ferne Ecken negative Winkel.) 

Auch der Vergleich zwischen %° und $8” ergibt, daB man nicht alle 
Winkelsitze unbesehen von gew6hnlichen Polygonen auf auBergewéhnliche 
libertragen darf. Fir gewéhnliche Polygone gilt namlich der folgende Satz 


Transformiert man eine Ecke E durch E ins Unendliche, so behialt 
ler Winkel seinen absoluten Betrag bei, wihrend er sein Vorzeichen umkehrt. 
Kin analoger Satz gilt fiir auBergewéhnliche Polygone nicht mehr. Denn die 
Ecke 2, (samt den zugehérigen Seiten) von 8 geht aus der Ecke F, von B° 


durch die Transformation z, = 1/z hervor. Der Winkel in 2, von $” ist 


2k 


° 


jedoch nach § 2 gleich —— (Figuren 5 und 6, Winkeldef. nach § 2). 


Bei Polygon $ ergibt sich in beiden Ecken der Winkel null, was der 
unmittelbaren Anschauung auch entspricht. Ganz anders liegen jedoch die 
Verhaltnisse bei ©’: Obwohl der Rand des Polygons durch eine Spiegelung 
an der Geraden i (z) 1/2 mit sich selbst zur Deckung gelangt, wobei die 
Ecken 2, = (0, 0©,1+7%) und 2#, = (1, 0,7) miteinander vertauscht werden, sind 
die Winkel w, und w, in beiden Ecken verschieden, und zwar ist w, x 
und w, = 2. Dies liegt dcvan, daB die Gerade 9 (z) = 1,2 wohl fiir den Rand des 
Polygons $8), nicht aber fiir das Polygon selbst Svmmetrielinie ist. Trotz der 
Symmetrieeigenschaft des Randes von ¥ liBt sich zu diesem Rand kein 
symmetrisches (gleichwinkliges) Polygon konstruieren®) (Fig. 7) 

Die Winkeldefinition fiir unechte Polygone kann nicht mit den Mitteln 
des § 2 durchgefiihrt werden. Wir wollen hier nicht naiher darauf eingehen. 

Zu den Figuren 2—16, die unsere Darlegungen verdeutlichen sollen, ist 
noch folgendes zu bemerken: Die Polygonseiten sind ausgezogen ; die Polygon- 
zuge O,, die der Winkeldefinition zugrunde liegen (vgl. 8. 91 —92), sind strich- 
punktiert; alle iibrigen geraden Linien sind gestrichelt. Diejenigen Ufer der 
Poly gonseiten, welche das Poly gon beranden, sind schraffiert. Die endlichen 
logarithmischen Verzweigungspunkte des Polygons sind mit Stacheln versehen 
Wo eine Polygonseite oder sonstige gerade Linie ins Unendliche verlingert 
zu denken ist, wird dies durch einen Doppelpfeil angedeutet. Fiihrt die Poly- 





Dies folgt unschwer aus Gleichung (1) 8S. 92. 
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gonseite (oder gerade Linie) zu einem unendlich fernen logarithmischen Ver- 
zweigungspunkt, so ist sie mit einem dreifachen Pfeil versehen. Dieser ist mit 
derjenigen Ecke £, beschriftet, welcher der betreffende im Unendlichen 
gelegene logarithmische Verzweigungspunkt angehért. Durch einfache Pfeile 
wird ein Durchlaufungssinn festgelegt 


§ 2. Geometrische Grundbegriffe tiber Polygone. 

Wir legen unseren Betrachtungen die folgenden Definitionen zu Grunde: 

Definition I: Als ein lineares Randstiick bezeichnen wir jedes der beiden Ufer 
einer vollen Geraden, einer Halbgeraden, einer endlichen Strecke sowie einen 
isolierten Punkt’). Isolierte Randpunkte bezeichnen wir auch als ausgeartete 
Randstiicke. Ein nicht ausgeartetes lineares Randstiick einer RreMannschen 
Fliche soll keinen Verzweigungspunkt im Innern besitzen. 

Wir bemerken, daB ein isolierter Randpunkt eines einfach zusammen- 
haingenden, von der einfach punktierten Ebene verschiedenen Gebietes, das 
im Innern keinen Verzweigungspunkt besitzt, notwendig ein logarithmischer 
Verzweigungspunkt ist. Beim Abzihlen der Randstiicke gilt ein logarithmi- 
scher Verzweigungspunkt als ein Randstiick. Sind mehrere logarithmische 
Verzweigungspunkte iiber einen Punkt der Ebene geschichtet, so wird das 
tandstiick entsprechend mehrfach gezihlit. Ein nicht ausgeartetes lineares 
Randstiick eines Gebietes wird so oft gezaihlt, wie die Zahl der von ihm beran- 
deten Blatter betrigt. Diese Abzihlungsregeln legen wir zugrunde bei der 
folgenden 

Definition II: Unter einem Polygon & verstehen wir ein einfach zusammen- 
hiingendes (offenes) Gebiet, das keinen Verzweigungspunkt im Innern enthilt 
und von endlich vielen linearen Randstiicken begrenzt wird®). 

Definition III: Falls ein Polygon keinen Punkt der Ebene unendlich oft 
iiberdeckt, bezeichnen wir es als gewdh nlich, andernfalls als auBergewéhnlich. 


Beispiele: Alle Polygone i“... 4 KC von § 1 sind auBergewobhnlich. 
Man iiberiegt sich, daB bei einem ge ywShnlic hen Polygon der Rand auf 
der Rremannschen Kugel betrachtet ein stetiges Abbild des Kreises ist, 


wahrend dies bei einem auBergewohnlichen Polygon nicht zutrifft. 

Definition IV: Uberdeckt ein Polygon den Punkt co héchstens endlich oft 
(p-fach), so nennen wir es echt, andernfalls unecht. Im ersten Fall sagen wir, 
das Polygon besitzt p Pole. Ein echtes Polygon, das den Punkt o iiberhaupt 
nicht iiberdeckt (p = 0), nennen wir beschrinktartig®) 

Beispiele: ©, RO, RB, © ist echt, dagegen BP, PO, RP“, BC unecht. 

Definition V: Ein Polygon, das nur isolierte Randpunkte besitzt, bezeichnen 
wir als ausgeartetes Polygon oder Punktpolygon. 


Ein Punktpolygon mit mehr als einem Randpunkt ist notwendig auBer- 
gewohnlich. 


”) Ein Ufer der linearen Komplementarmenge eines endlichen Intervalls betrachten 
wir nicht als ein geradliniges Randelement, obwohl diese Menge auf der Rremannschen 
Kugel zusammenhangend ist. 

*) Die Modulflache, bei der unendlich viele logarithmische Verzweigungspunkte iiber- 
einander geschichtet sind, ist kein Polygon. Ebenso sind die Uberlagerungsflachen, wie 
sie bei der Uniformisierung eine Rolle spiele n, keine Polygone in unserem Sinn. Dagegen 
sind die in [14] betrachteten Rremannschen Flachen Punktpolygone in unserem Sinn. 

*) Ein beschranktartiges Polygon braucht nicht beschrankt zu sein, da sein Rand 
den Punkt co enthalten darf. 
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Definition VI: Die nicht ausgearteten Randstiicke eines Polygons bezeichnen 
wir als seine Seiten. 

Definition VII: Als Eckenelemente eines Polygons bezeichnen wir die iso- 
lierten Randpunkte sowie die beiden Endpunkte jeder Polygonseite. Im Falle 
des Ufers einer vollen Geraden gilt der Punkt o als Endpunkt, und zwar wird 
er fiir jedes einfache Ufer einer vollen Geraden doppelt geziihlt, abgesehen von dem 
trivialen Fall, daB das Polygon gleich der Halbebene ist. 


Bei der Abzihlung der Eckenelemente ist zu beriicksichtigen, daB im Falle 
zweier Polygonseiten, von denen je ein Endpunkt in denselben Punkt der 
Rremannschen Filache fallt, der nicht logarithmischer Verzweigungspunkt ist, 
diese beiden Endpunkte zu identifizieren sind. 


Wir wollen nun die Reihenfolge der Eckenelemente e, (vy = 1, 2,..., N) 
definieren!’). Zu diesem Zweck betrachten wir einen festen Punkt P im Innern 
des Polygons %. Offensichtlich kann man P mit jedem e, durch einen zusam- 
menhiangenden Polygonzug ©, verbinden, so daB jedes ©, ‘abgesehen von e,) 
ganz in § verliuft und kein ©, auf der Rremannschen Fliche ein anderes 
trifft (auBer in P). Nun zeichnen wir eine schlichte Kreisscheibe f mit dem 
Mittelpunkt P, welche ganz in § liegt, und numerieren die ©, und die zugeh6ri- 
gen e, so, daB die ©, innerhalb von f im positiven Sinn aufeinanderfolgen. Da } 
einfach zusammenhangend ist, hingt diese Reihenfolge von der Wahl der ©, 
und von P nicht ab. Daran kniipfen wir an bei der folgenden 


Definition VIII: Unter einer Ecke E, eines nicht ausgearteten Polygons 
verstehen wir eine Gesamtheit aufeinanderfolgender Eckenelemente, die mit je 
einem Seitenendpunkt beginnt und abschlieBt und sonst héchstens noch isolierte 
Randpunkte aufweist"). Die Zahl k, der Elemente einer Ecke nennen wir die 
Ordnung einer Ecke. 

Eine Ecke 1. Ordnung heiBt endlich oder wnendlich fern, je nachdem sie 
iiber einem eigentlichen oder tiber dem vuneigentlichen Punkt gelegen ist. 
Ein gewohnliches Polygon hat, wie man sieht, nur Ecken 1. Ordnung. 

Von einem auBergewohnlichen Polygon kénnen wir uns mit Hilfe der 
Polygonziige ©, ein anschauliches Bild machen: Die ©, zerlegen unser Poly- 
gon $ in N Teilpolygone ,, wobei $ mit f, nur die Eckenelemente e, und e, , , 
gemeinsam hat. Gehéren e, und e,,, verschiedenen Ecken von § an, so ist §, 
ein gewohnliches Polygon, das von ©,, ©, ,, und der Seite @,¢,,, begrenzt wird. 
Sind e, und e,,, zwei endliche Elemente derselben Ecke von §8, die tiber ver- 
schiedenen Punkten der Ebene liegen, so setzt sich 8, zusammen aus einem 
gewohnlichen Polygon §,, das von €,, €,,, und der (in einem geeigneten Blatt 
der Riremannschen Fliache gezeichneten) Strecke @,¢,,, begrenzt wird, und 


> 








. = € 
einer Halfte §, der Rremannschen Flache von log — ——, welche lings @,@,,, 
mee 
z—e 


durch 








zerschnitten ist. Ist e,,, bzw. e, unendlich fern, so ist log 
asia v+i1 
log (z — e,) bzw. log (z — e,,,) zu ersetzen, und an die Stelle von @,¢,,, tritt 


eine von e, bzw. e,,, aus innerhalb % verlaufende Halbgerade b,. 





1°) Aus der Reihenfolge der Eckenelemente ergibt sich unmittelbar auch eine Reihen- 
folge der Randstiicke. 


) Darin ist auch der Fall enthalten, daB eine Ecke nur ein Element enthalt, das End- 
punkt zweier Polygonseiten ist. 
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Es bleibt noch der Fall zu priifen, daB zwei aufeinanderfolgende Elemente 
e, und e,,, derselben Ecke tiber dem gleichen Punkt der Ebene liegen!?). Wir 
denken uns in diesem Fall das Polygon §, in abzihlbar viele gewéhnliche 
Dreiecke D,, zerlegt, so daB jede Seite von €, und G,, , mit einer Dreieckseite 
zusammenfallt. Da §%, nur von ©, und ©, , , berandet wird, ist jede Dreieckseite, 
die nicht auch Seite von ©, oder ©, ,, ist, mit einer andern zu identifizieren. 
Nun sind aber die Punkte e, und e,,, voraus- 
setzungsgemiB auf der Rremannschen Fliache 
verschieden. Infolgedessen sind die Dreieck- 
seiten A, e, und A,e,,, (Fig. 1) nicht zu iden- 
tifizieren, vielmehr mu8B man sich an diese 
Seiten weitere (unendlich viele) Dreiecke an- 
geheftet denken. Daraus folgt aber, daB es in 
unserem Dreiecksnetz einen Eckpunkt geben 
muB, in welchem sich beim Umlaufen die an- 
stoBenden Dreiecke niemals schlieBen, d. i. ein 


Cvs Av 





' \ logarithmischer Verzweigungspunkt. Es giibe 
Cys? ¢y also auBer ©, und G,,, noch einen weiteren 
Fig. 1 tandpunkt von $8,. entgegen der Vorausset- 


zung. Zwei aufeinanderfolgende Elemente der- 
selben Ecke liegen also stets tiber verschiedenen Punkten der Ebene. Unser 
obiger Aufbau von 8 umfaBt daher alle vorkommenden Fille. 

Es ist lehrreich, den geschilderten Aufbau am Beispiel des Polygons ¥° 
durchzufitihren (Fig. 2). Die Zerlegung von 8° durch die Polygonziige ©, 
in Teilpolygone ¥,, » = 1, 2,..., 5, ist 
aus der Figur ersichtlich. Der Null- 
punkt ist, wie schon in § 1 erwahnt, als 
Eckenelement doppelt zu zihlen, da er 
sowohl als Endpunkt von €, als auch 
als Endpunkt von ©, aufgefaBt werden 
kann. Als Halbgerade 6, bzw. §, kann 
die negativ imaginare bzw. die negativ 
reelle Halbachse angesehen werden. 
An jede dieser Halbachsen hat man sich 
eine Halfte der Rremannschen Fliache 
von log z angeheftet zu denken. 

Aus der Eckendefinition folgt, daB 
die Anzahl der Ecken und der Seiten 

Fig. 2. (Polygon p'®)) eines (nicht ausgearteten) Polygons 
iibereinstimmt. Wir bezeichnen ein 
nicht ausgeartetes Polygon mit » Ecken und n Seiten auch als n-Eck!%). 

Im AnschluB daran wollen wir noch definieren, was unter einem reguliren 
Polygon verstanden werden soll: 





Definition IX: Ein n-Eck ist regulir, wenn es gewohnlich ist und durch eine 


9 
Drehung um den Winkel == mit sich selbst zur Deckung gebracht werden kann. 
; n 


12) DaB zwei voneinander verschiedene Elemente derselben Ecke iiber dem gleichen 
Punkt der Ebene liegen kénnen, zeigt das Beispiel 8°) (siehe § 1, S. 86, sowie die Aus 
fiihrungen des folgenden Absatzes). 

3) Der Buchstabe n bezeichnet im folgenden stets die Seitenzahl eines Polygons. 
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Ein echtes Punktpolygon ist reguliir, wenn es k endliche Randpunkte besitzt und 
9 
durch eine Drehung um den Winkel = mit sich selbst zur Deckung gelangt. 


Fiir n = | ist die Halbebene das einzige regulire (wie iiberhaupt das einzige 
gewohnliche) Polygon. Im Falle n= 2 ergeben sich 2 schlichte regulire 
Polygone: der Parallelstreifen und die lings einer endlichen Strecke aufge- 
schlitzte Vollebene. Indem man eine beliebige endliche Anzahl solcher aufge- 
schlitzter Vollebenen aneinander heftet, erhalt man noch unendlich viele 
mehrblattrige regulire Zweiecke. Fiir festes n >3 gewinnt man ein beschrank- 
tes regulires n-Eck (es ist regulir im iiblichen Sinn), auBerdem ein weiteres 
schlichtes, niimlich das AuBere des beschrinkten. Aus beiden Polygonen 
erhalt man noch unendlich viele mehrblattrige regulare n-Ecke, indem man an 
jede Polygonseite F, E,,, die lings EF, E, , aufgeschlitzte Rremannsche Flache 


von ———— ") anheftet, wo q¢ eine von » unabhangige natiirliche Zahl 
, y+) 

ist. In § 4 wird sich aus der Konstruktion der Abbildungsfunktion ergeben, 

da andere nicht ausgeartete regulire Polygone als die geschilderten nicht 
vorkommen!’). 

Wir denken uns nun bei einem beliebigen nicht ausgearteten reguliren 

Polygon mit » > 2 (ausgenommen den Parallelstreifen) auf jede Polygonseite 

KE, E,,, einen Halbstreifen aufgesetzt und gewinnen auf diese Weise ein neu 


Poly gon, das von 2 


n Halbgeraden begrenzt wird. An jede dieser Halbgeraden 
hingen wir auf die S. 89 geschilderte Weise die Halfte der Rremannschen 
Flache einer Funktion log (z FE.) an. So erhalten wir ein echtes regulares 
Punktpolygon mit k= n. In § 4 werden wir sehen, daB wir auf diese Weise 
alle echten reguliren Punktpolygone bekommen 

Es bleibt noch der Winkel w, = x, a einer Polygonecke 2, zu definieren, 
wobei wir uns auf die Betrachtung echter Polygone $ beschriinken wollen. 
Wir gehen folgendermaBen vor: Auf jeder der zu £, gehérenden Polygonseiten 

und s,,, waihlen wir einen inneren Punkt (d. h. Nicht-Eckenelement) und 
verbinden die beiden Punkte durch einen zusammenhiangenden, beschrinkten 


Polygonzug O, (mit endlich vielen Seiten), der s, und s,,, senkrecht trifft. 


O, teilt $ in zwei Teilpolygone BF und PF*, wo YF die Ecke LZ, enthalten mége 
Wir verlangen noch, daB &, so beschaffen ist, daB §8* beschranktartig ist !*) 
Die AuBenwinkel g‘” in den Ecken des von s, nach s, , , durchlaufenen ©, werden 
in der tiblichen Weise definiert, wobei das Vorzeichen von ¢‘“” vom Dre- 
hungssinn abhangt (siehe die Figuren 3—7 Dann gilt die folgende 

‘) Im Falle g 1 verstehen wir darunter die aufgeschlitzte schlichte Ebene 
LaBt man q iiber alle Grenzen wachsen, so gelangt man zu einem unechten regularen 


Punktpolygon, das in einer spateren Arbeit betrachtet wird 


6) DaB ein solches {&, immer existiert, l4Bt sich mit elementargeometrischen oder 
einfacher noch mit funktionentheoretischen Mitteln zeigen. Wir betrachten etwa eine in 
der oberen £-Halbebene gelegene Halbkreisflache mit dem Mitt lpunkt x, (siehe Satz 3 

, 


S. 95 Diese sei so klein gewahlit, daB z ‘(c) in ihrem Innern sowie auf ihrem Rand 
inen Pol entha 


It. Das Bild des Halbkreisbogens in der z-Ebene kann dann durch einen 


appr yximuert werden. LieBe man zu, daB Ys Pole enthalt, dann wurae 
Wahl v ©, abhangig. Da fiir unechte Polygone die 


Polygonzug &, 


las w, der Definition A ier 


Forderung. daB %* beschranktartig sein soll, nicht immer erfiillbar ist, versagt in diesem 
Fall unsere Winkeldefinition 
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Definition X: Der Winkel w, = a, % von E, ist durch die Formel festgelegt Di 
5) Vv’ af) Ih 

w,=—) y. 
“ ’ Be 
Beispiele: Figuren 3—7. j oi 
Man bestitigt, daB die Winkeldefinition von der speziellen Wahl von O, di 
nicht abhingt. Bei den Ecken 1. Ordnung stimmt die Definition mit der p 
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allgemein iiblichen iiberein, wobei der Winkel in endlichen Ecken positiv’’) 

und in unendlich fernen Ecken negativ oder null ist. Bezeichnen wir mit p stets 

die Zahl der Pole von ™’, so gilt unter Zugrundelegung von Definition X die Gl. 
n 

(1) Va=n+4p-—2. 


— 


v=] 


17) Bei Ecken héherer Ordnung kommt auch der Winkel w, = 2 vor. Dagegen geht 
bei Ecken 1. Ordnung die Eckennatur verloren, wenn der Winkel = 2a wird. 
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Die Gleichung ist fiir beschranktartige gewohnliche Polygone (p = 0) gelaufig. 
Ihre Ausdehnung auf beliebige gewéhnliche Polygone gelingt leicht unter 
Beriicksichtigung der Tatsache, daB 


sich ein gewohnliches Polygon stets lee 
durch einen Polygonzug, der die if 
p Pole passiert, in zwei beschrankt- Ay a Fa 
artige gewohnliche Polygone zer- Y\ _ _ 
schneiden laBt. Die Giiltigkeit von \e 7 Cu 
(1) fiir das Polygon $F folgt fast ‘ EE i HE, Se 
unmittelbar aus Def. X. Da sich $ | é "* / 
aus einem gewodhnlichen Polygon -| “a ™~ ¥ 
und Polygonen $¥ zusammensetzen Ye | _ fe - 4 
laBt, folgert man (1) auch fiir §. ¢) Me jag 
In manchen Untersuchungen at \G 
spielen Ecken 1. Ordnung mit w, = 0, la Gangs, 
N, 22,—32,... eine beson- *‘ 
dere Rolle. Wir bringen daher noch 
die folgende 
Definition XI: Eine Ecke E, von NE 
der 1. Ordnung, deren Winkel gleich r ; 
null oder ein negativ-ganzzahliges V iel- Fig. 7. (Polygon P?) 
faches von x ist, bezeichnen wir als gp) = 9 = gf) — gf). = 
logarithmisch. Liegen die zu E, gehé- (4) — @f2)— of) — o(@ 2 
renden Polygonseiten auBerdem auf Pi 4 ms 2 
derselben Geraden, so nennen wir E, ». = yo _ 
uneigentlich logarithmisch, andern- wal 
falls eigentlich logarithmisch'®). u 5 g . 


Wir wollen uns noch mit der spe- * 
ziellen Natur der Ecken echter Polygone befassen und beweisen den folgenden 


Satz 1: Ein Polygon ist dann und nur dann echt, wenn von zwei aufeinander- 
folgenden Elementen einer Ecke stets eines endlich und eines unendlich fern ist. 


Beweis: Besitzt eine Ecke von §§ zwei aufeinanderfolgende endliche 
Elemente e, und e,,,, so enthalt 8 auf Grund seines 8.89 beschriebenen Auf- 


z—e 
baues eine Halfte der Rriemannschen Fliche von log —————, iiberdeckt also 
z—e 
v+1 

den Punkt co unendlich oft und ist daher unecht. Kommen dagegen zwei aufein- 
anderfolgende endliche Elemente bei keiner Ecke vor, so setzt sich 8 zusammen, 
wie wir gesehen haben, aus endlich vielen gew6hnlichen Polygonen und endlich 
vielen Halften Rremannscher Flichen von Funktionen der Gestalt log (z — e,). 
Da ein gewohnliches Polygon den Punkt oo héchstens endlich oft iiberdeckt, 
ist damit unser Satz bewiesen. 

Nach Satz 1 kénnen wir bei echten Polygonen zwei Arten von Ecken unter- 
scheiden: 

Definition XII: Wir rechnen bei echten Polygonen eine Ecke mit k,> 2 
zur ersten oder zweiten Art, je nachdem ihr erstes Element endlich oder unendlich 
fern ist. 


*) Eine nullwinklige Ecke 1.0. ist stets eigentlich logarithmisch. Die Figuren 12—17 
enthalten zahlreiche Beispiele fiir eigentlich logarithmische Ecken. 
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Die Unterscheidung der Definition XII ist vor allem fiir ungerades k, > 3 
von Interesse, da sie dann vom Umlaufsinn unabhingig ist. 

Beispiele: Die Ecken von $* und 8 und die Ecke £, von $ sind von 
der ersten Art, die Ecke £, von 8 ist von der 2. Art. 

Es erhebt sich schlieBlich noch die Frage, unter welchen allgemeinen Be- 
dingungen zu vorgegebenen Randelementen mit vorgegebener Vielfachheit 
und Reihenfolge ein zugehériges echtes Polygon existiert. Eine notwendige 
Bedingung liefert bereits Satz 1. Im iibrigen soll eine eingehendere Behandlung 
der Frage erst im Zusammenhang mit den spiteren Untersuchungen tiber 
unechte Polygone erfolgen. Hier sei einstweilen nur folgendes festgestellt: 

Satz 2: Gegeben seien N lineare Randstiicke einer Ebene, die den Punkt « 
nicht enthalten und von denen je zwei (in der schlichten Ebene) keinen gemein- 
samen Punkt haben. AuBerdem sei eine willkiirliche Reihenfolge gegeben, wobei 
zwischen je zwei der Randstiicke noch der Punkt  eingeschaltet wird. Dann gibt 
es ein beschriinktartiges echtes Polygon, das von dem N-fachen Punkt oo und den % 
gegebenen endlichen Randstiicken in der gegebenen Reihenfolge berandet wird. 

Sei _willkiirlich vorgeschriebener Vielfachheit der Randstiicke braucht jedoch 
kein zugehdriges Polygon zu existieren. Beispielsweise gibt es kein Punkt- 
polygon $8; mit mehr als 2 Randpunkten, dessen endliche Randpunkte alle iiber 
demselben Punkt der Ebene liegen. 


Beweis: Die vorgegebene Reihenfolge der Randstiicke bedingt eine ent- 
sprechende Reihenfolge der endlichen Eckenelemente ¢, , wobei die beiden Enden 
einer Seite mit aufeinanderfolgenden Nummern zu belegen sind. Man iiberlegt 


e? 


sich nun, daB man den Punkt - mit jedem e, durch einen zusammenhiangenden 
Polygonzug %, derart verbinden kann, daB folgende 3 Bedingungen erfiillt 
sind 

1. Je zwei 8, haben auBer o keinen Punkt gemeinsam; 

2. %, trifft keinen weiteren Randpunkt auBer e, 

3. Eine hinreichend groBe Kreisperipherie schneidet jedes 8, genau einmal, 
und die Schnittpunkte liegen auf dem Kreis in der Reihenfolge, welche den e, 
vorgeschrieben ist. 

Auf diese Weise erhalten wir ein beschriinktartiges gew6éhnliches Poly- 
gon $x, das begrenzt wird von den gegebenen Polygonseiten und von den %,; 
hierbei gehéren beide Ufer von %, zur Berandung, falls das zugehdérige e, ein 
isolierter Randpunkt ist. Nun setzen wir an die Rainder $, von $x Teile 
R1EMANNscher Flaichen von log (z — e,) an, die durch Zerschneiden der vollen 
Fliche lings %, entstehen. Das so entstehende zusammengesetzte Polygon 
hat die verlangte Eigenschaft. 

Zum Beweis der letzten Behauptung von Satz 2 nehmen wir an, es giibe ein 
Polygon $,. Versucht man $8; auf die Seite 89 beschriebene Weise durch 
Polygonziige ©, zu zerlegen, so sieht man, daB notwendig ©, = , ist, d. h. B; 
kann nicht mehr als 2 Randpunkte haben. 

In den Satzen 1 und 2 sind Aussagen iiber ganze und meromorphe Funk- 
tionen enthalten (vgl. § 3, Satz la und 2a, S. 103). 


§ 3. Allgemeine Abbildungsformein. 
Wir wollen nun im nachstehenden Satz 3 die Abbildungsfunktion fiir die 
konforme Abbildung nicht ausgearteter echter Polygone auf die Halbebene 
angeben. Die Abbildung auf den Einheitskreis gewinnt man daraus durch 
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lineare Transformation. Punktpolygone lassen sich nur auf die punktierte 
Ebene schlicht abbilden. Fir die echten Punktpolygone werden in den Siatzen 4 
und 5 die Abbildungsfunktionen angegeben. 

Zunichst beweisen wir 

Satz 3: In der z-Ebene sei ein echtes n-Eck B% mit den Ecken E,, y=1,2,...,n, 
und mit p Polen gegeben. Die Ecke E, habe den Winkel a, x, “die Ordnung k, 
und die Art l,. Wir bilden 8% auf die ‘obere ¢-Halbebene so ab, daB die Ecken 
E,...E,_, den eigentlichen Punkten x, < #,<*+** < X%,_, entsprechen und 
E,, in € = co iibergeht'*). Die Pole von % mégen den Punkten },,..., A, der 
oberen [-Halbebene entsprechen. Dann besitzt die Abbildungsfunktion folgende 
Gestalt 


¢ Pp = 
(2) z=f(0)=C-f H (t—x,)" 1. eR). JT (x 4,)-2 (tx — 2,)-2 dr, 
Eval 


wo R(t) eine rationale Funktion mit reellen Koeffizienten und reellen Polen 
bedeutet. Die Pole von R (r) sind diejenigen Punkte x,, fiir welche k, 2, und 
zwar ist x, ein Pol (k, 1)-ter Ordnung. Entwickelt man R (rt) in der Umge “ted 
von x, nach Potenzen von t — x,, 80 besitzt der Koeffizient von (t — x,)***' das 
Vorzeichen von (—1)***'»+'. Der Punkt co ist ein Pol (k, — 1)-ter Ordnung von 
R(t), und der Koeffizient von t‘n~" bei der Entwicklung von R(t) in der Um- 
gebung von co nach Potenzen von t hat das Vorzeichen von (| 1)/n, 

Ist umgekehrt eine Funktion der Gestalt (2) gegeben, so bildet sie die ober 
t-Halbebene dann und nur dann auf ein Polygon ab, wenn die folgenden p 
Gleichungen erfiillt sind: 


, l « l Dp 9 a 9 

‘ ’ , “ee , 2 ; 2 - 

(3) Sv ——— + RF, - 3 —= - 3 se = 9 gon lh, 2, ..., 0, 
omit “yp *, emt AA, oped “ye 


wobei ein Stern bei einer Summe stets bedeutet, daB der Summand mit v = u 
wegzulassen ist?®). 

Anmerkung: Der analoge Satz fiir die konforme Abbildung von § auf den 
Einheitskreis |¢| < 1 braucht nicht eigens formuliert zu werden. Die Formeln, 
welche sich aus (2) und (3) durch Transformation auf | C| < 1 ergeben, werden 
mit (2*) und (3*) bezeichnet. Die durch Transformation aus den x, und 4, 
sich ergebenden GréBen bezeichnen wir mit ¢, und », 

Beweis: Wir beweisen Satz 3 vorerst fiir gew6hnliche Polygone und denken 
uns zunichst eine Funktion (2) mit R (rt) = 0 gegeben”!). Den Integranden J (7) 
von (2) normieren wir so, daB 


(x — x,)” 0,” ‘er ’ 


, 
mit 9,” -0O und OF 9,572. 





1%) Letzteres bedeutet keine Besc shrankung der Allgemeinheit. Denn der Fall, da8 
ra © keiner Ecke entspricht, ist in (2) als Spe -zialfall onan. 


Pp 
20) Im Falle n= 1 bzw. p= 0 fallt in (2) das Produkt "T bzw. IT wey. Im letzteren 


v= 1 
Fall wird natiirlich (3) gegenstandslos und (2) vermittelt stets eine Polygonabbildung. 
21) Der analoge Beweis in [1], 8. 10—12 fir den geldufigen Spezialfall beschrankt- 
artiger gewéhnlicher Polygone enthalt einen Irrtum. Auch sonst weist die Arbeit [1] 
eine Reihe von Fehlern anf vgl. z. B. meine FuBnot Ss 1. S. 98. 
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Damit ist J (t) eine in der oberen t-Halbebene eindeutige Funktion. Der 


Faktor (r* — (A, + 4,) t + A,+ d,)-* ist auf der reellen Achse positiv. Daher ist 


are J (r) = 0 fiir t> x, 
n—1 
(4) are J (rt) { > atti n) ‘Ss CP act<u..,, 
; Wweptl u=1,2,...,(n—2) 
n—1 ; 
arc J (rt) > «+1 n } a fir t< mm. 
val 


In den Punkten 2, (und /,,) besitzt J (r) Pole 2. Ordnung. Damit nun f (¢) 
in der Umgebung von 1, eindeutig wird, muB das Residuum von J (7) in 4, 
gleich null sein, d. h. 


d , : 
0) {(z 1,,)*- J (r)}| 0 fir w=1,2,...,p. 


dt ' 





A 
7 


Rechnet man den Ausdruck auf der linken Seite von (5) aus und dividiert ihn 
lurch [(r—4,)?J(t)],~,,, 80 erhalt man die Gleichung (3). Umgekehrt folgt 
aus (3) die Eindeutigkeit von f(f), wenn der Integrationsweg in der oberen 
¢-Halbebene einschlieBlich des Randes verlauft und lediglich die Punkte x, 
und A, vermeidet. Fiir € +x, und €+o hat {(f) wegen R(r) =0 einen 
bestimmten endlichen oder unendlichen Grenzwert. Deshalb und wegen (4) 
wird die reelle Achse auf einen Polygonzug abgebildet, der sich auf der Rig- 
MANNschen Kugel schlieBt und in den Bildpunkten von %,..., %n—, die 
Winkel «, 2 , . . ., %,_, 2 besitzt. Da im Innern der oberen Halbebene /’ (¢) + 0 
ist, besitzt das Bildgebiet der oberen Halbebene im Innern keinen Verzweigungs- 
punkt und ist daher ein gewéhnliches n-Eck mit p Polen und den Winkeln 
n—1 
“7 ,&,-, w und (n+ 4p—2— 3'a,)- a (letzteres wegen (1)). Im Falle 
v= 


n l 


n+4p—3— 3’ a, = 0 reduziert sich das Polygon auf ein (n — 1)-Eck. 
¥ l 
Wir denken uns nun umgekehrt ein gewoéhnliches n-Eck %, mit p Polen 


und den Ecken £,, ..., Z, mit den Winkeln «, 2, . . ., «, a gegeben. Bei einer 
konformen Abbildung des Polygons auf die obere ¢-Halbebene durch eine 
Funktion z = f(¢) mégen die Pole den Punkten 4,,.. ., 4, und die Ecken £, 
den Punkten x, < x. <--* < x, —, und oo entsprechen. Setzt man f(¢) von 


der oberen Halbebene ausgehend durch Umlauf um Punkte x, analytisch fort, 
so gelangt man nach dem Scuwarzschen Spiegelungsprinzip zu neuen Funk- 
tionszweigen /* (¢) der oberen Halbebene, wobei jeweils 


(6) f*(C)=A-f(0)+B (A 1). 


: 7 a : — , _ : . 
Daraus folgt, daB “> eindeutig ist. Dieser Differentialausdruck wird in der 
f (¢) 


untersucht: Ist EZ, eine endliche Ecke, so fiihrt man in 


Umgebung von x, 
ys 99° . ee > ,l/a ° +. 

bekannter Weise”) die lokale Uniformisierende w = (z — E#,)” ein und zeigt, 

laB 

(7) w=c:(f —x,): {I ¢, (€ —x,)+°°°} mit 0. 


Hieraus folgt 





8) —: .- 


~~ 48) ‘Vgl. etwa [2] S. 36—39. 
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wo P,(¢ — x,) eine im Punkte x, reguliire Potenzreihe darstellt. Ist Z, eine 
unendlich ferne Ecke, die von eirer eigentlich logarithmischen Ecke verschieden 
ist, dann gibt es stets eine Konstante C,%), so daB w= (z—C,)"* als eine 
lokale Uniformisierende benutzt werden kann, wobei man wiederum auf die 
Gleichung (8) gefiihrt wird. 

Ist jedoch EZ, eine eigentlich logarithmische Ecke, so kann man nicht mit 
einer Potenz (z — C,)"!*» arbeiten™). Man bemerkt jedoch, daB es stets ein 
gewohnliches, beschrinktartiges Dreieck A mit einem Winkel a, 2 gibt, 
welches sich in eine solche Lage beziiglich %, bringen léBt, daB es sich in 
einer gewissen Umgebung von E, mit %, deckt (vgl. Fig. 8 mit «,=— 1). 











Fig. 8. 


Da ein gewohnliches, beschranktartiges Dreieck durch seine Winkel vollstandig 
bestimmt ist, laBt sich A durch folgende Funktion konform auf die obere 
w-Halbebene abbilden 


ag 1 
(9) z= fs(w)=C- fr (r—1)*-"' drt, 


Ww, 


wo «2 der auf «, a folgende Winkel von 4 ist. Offenbar ist bei der oben 
angegebenen Lage von A die Umkehrfunktion w = /,(z) von z = f,(w) eine 
lokale Uniformisierende von z = f (¢) in der Umgebung von ¢ = x,, d.h. es ist 


w =f, (f(0))=9 (0), 
wobei w = g (C) die in (7) angegebene Gestalt hat. Nun ist 


f(C) = fs(9 (0), 


also 


41 * d , ry d , 
(10) pr log f'(¢) = 9'(C) - 7, log fa (w) + Ge log g'(C), 
und aus (9) folgt 
. eae a—] 
(11) _ log fs (w) = aaa theo 


Durch Einsetzen von (7) und (11) in (10) ergibt sich nun, daB auch in diesem 
Falle / ©) die in (8) angegebene Gestalt hat. 


f' (0) 
In der oberen Halbebene besitzt f(¢) p einfache Pole 4,,..., 4,. Wegen 
dem Scuwarzschen Spiegelungsprinzip miissen auch die Punkte 4, ..., A, 


23) C, ist der endliche Schnittpunkt der beiden zur unendlich fernen Ecke #, gehéren- 
den verlangerten Polygonseiten. 
%) Dies wurde bisher in der Literatur iibersehen. Vgl. [1]. 
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einfache Pole von f (¢) sein®). Daraus folgt 


(0) —3 — 
Fey = Fat OE A) 
(12) v"(0) hi, ‘ 
= - * - 
f’(o) mm 7 T Q (Cc om 4,) : 


’ 


wo die Q(¢—A,) und Q*(f— 1,) regulire Potenzreihen bedeuten. Der 


Differentialausdruck a muB mit Ausnahme der Punkte x,, i,, 1, iiberall 
» tie 
regulir sein. Man bestitigt ferner in bekannter Weise, daB lim aa 0. 
> f) 
Daraus folgt 
re. ws 2 Os tk ). 
ha o—*%, m1 \S—-4 f-—A, 


Durch Integration dieser Differentialgleichung erhalt man (2) mit R(t) = 0. 
Nun betrachten wir ein auBergewohnliches echtes Polygon $ und behaupten 
vorerst folgendes: Bei der konformen Abbildung von § auf die obere C-Halb- 
ebene entsprechen alle Elemente einer Ecke 2, demselben Punkt x, der 
reellen Achse; oder anders ausgedriickt: verbindet man zwei Elemente von £, 
durch eine in § verlaufende einfache stetige Kurve, so entspricht ihr in der 
oberen (-Halbebene eine Jordan-Kurve, die genau einen Punkt x, mit der 
reellen Achse gemeinsam hat. Zunichst iiberlegt man sich, daB man jedenfalls 
jedes ©, (siehe 8. 89) so wihlen kann, daB seine Bildkurve /’, in der oberen 
C-Halbebene einem bestimmten Grenzwert x, der reellen Achse zustrebt, 
wenn man ©, in Richtung auf e, durchliuft. Das Analoge gilt fiir die Halb- 
geraden h,. Wir nehmen jetzt an, daB e,,, zur selben Ecke wie e, gehért und 
daB /’, und J’, , zu verschiedenen Punkten x, und x), der reellen Achse fihren. 
Das gewohnliche Polygon ${ (S. 89) wird dann durch f (¢) auf ein Gebiet der 
oberen ¢-Halbebene abgebildet, das begrenzt wird durch J’,, /’,., und eine 
Kurve B, (Bild der Halbgeraden §,), die x, mit x; verbindet, waihrend 9, 
auf das durch B, und die Strecke x, x, begrenzte Gebiet G, abgebildet wird. 
Andererseits geht , entweder durch w = log (z — e,) oder durch w = log (z —e, , ,) 
in eine w-Halbebene %, iiber, wobei ¢, und e,,, auf den einen Punkt w= « 
abgebildet werden. Dann wiirde durch die Funktion w = log (f (¢) — e,) bzw. 
durch w = log (f (¢) — e,,,) das Gebiet G, so auf %, abgebildet, daB der Teil B, 
des Randes von G, dem ganzen Rand von %&, entsprechen wiirde. Das ist 
aber nach dem bekannten Satz iiber Randerzuordnung von CARATHEODORY un- 
méglich. Unsere Annahme war daher falsch, und unsere Behauptung ist bewiesen. 
Jetzt konstruieren wir eine Folge gewéhnlicher Polygone &,, welche 
gegen 8% konvergiert. Mit @, bezeichnen wir das gewéhnliche Polygon, welches 
aus % durch Abtrennung aller Flichen §, entsteht. Nun stellen wir uns auf 
jedem §, eine Folge von Halbgeraden §,,, (§,,; = §,) vor, welche von dem end- 
lichen Verzweigungspunkt von §, ausgehen und fiir welche der auf 9, gemes- 
sene Winkel zwischen §,, und §,,, mit ~ tiber alle Grenzen wachst. ©, mdge 
aus @, durch Anfiigen des zwischen §,, und §,,, gelegenen Teiles jedes 9, 
entstehen. Man bestatigt, daB es zu jedem Punkt P von § ein jp gibt, so dab 
fiir ~« > po der Punkt P in G,, liegt. 
%) Auch dies wurde von RinGLEB in dem von ihm erwahnten Spezialfall [1], S. 14 
iibersehen. 
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Der Einfachheit halber nehmen wir zuniachst an, daB die Ecken Z,,..., Z, 
von § von der 1. Ordnung sind. Bezeichnen wir die Ordnung von £, mit &,, 
so sind alle Polygone G, (k, + » — 1)-Ecke. k, Ecken von G, decken sich mit 


! ' 4a arr sc 
den Elementen von £,, wir bezeichnen sie mit EF)’, Ei’y, . . ., EN. Die iibrigen 
) ) : ; : 

(n — 1) Ecken | E von G,, decken sich mit H#,,..., H,. Bezeichnen 
, P -_ ° ) . ) . 
wir die Winkel in den Ecken E/'),.. ., EY, mit Af? =,... a, 2, so ergibt 

sich: 
. ) oe 
lim a\*?=-+ oo fiir ungerades » 
Siti falls Z, von der 1. Art 
. (#) = 
lim aj, =—oo fiir gerades » 
© “> CO 
(13) : (4) -s 
lim aj, =—oo fiir ungerades y 
oner ; falls Z, von der 2. Art. 
lim «j= +00 fir gerades y 
p—> oo 


Bei der Approximation der Abbildungsfunktion von § ist es anschaulicher, 
statt der konformen Abbildung auf die obere ¢-Halbebene die Abbildung auf 
den Einheitskreis |£|< 1 zu untersuchen. Sei P, ein endlicher Punkt inner- 
halb @,. Dann bezeichnen wir mit z= F,,(&) diejenige Funktion, welche 
den Kreis |& | < 1 so auf &, abbildet, daB & = 0 in P, tibergeht und F', (0) > 0 
ist; die Funktion z = F(&) mége den Einheitskreis auf % abbilden mit der 


gleichen Normierung wie bei F,,(&). Die Bilder der Ecken By... ‘‘t.» 
BY’, ..., BE auf dem Kreis ||=1 bei der Abbildung z= F,,(&) seien 
CM, . - oy CD, EL, . oo er, Die Punkte i” des Kreises |&| << 1 mégen den 


Polen von &,, entsprechen. Bezeichnet man die Umkehrfunktion von z = F (£) 
mit = F (z), so sieht man, daB die zusammengesetzte Funktion 


&, = F(F,,(6)) 


die Bedingungen des Scuwarzschen Lemmas erfiillt. Sie bildet den Kreis 
—| <1 auf ein schlichtes Gebiet YU, im Kreis |&,|< 1 ab, wobei es zu jedem 
Punkt P, dieses Einheitskreises ein yu, gibt, so daB fiir «> uv, der Punkt 


P, in XY, liegt. Also ist in jedem Kreis || < 0 < 1 gleichmaBig 


(14) lim F (F,,(&)) = é. 
“> co 
Aus (14) folgt insbesondere 
(15) lim 9”) = n, Lat ee 
uw oo 


Nun betrachten wir das Teilgebiet &, von | &,| < 1, fiir welches |f, — e,| > a ist. 
In &, ist 


(16) &=F,,(F (&,)) 


fir u >, eindeutig definiert, und wegen (14) gilt in jedem abgeschlossenen 
Teilgebiet von &, gleichmaBig 


(17) lim F, (F (&4)) = &e- 
woo 
Da sich (16) nach dem Scuwarzschen Spiegelungsprinzip tiber |é,) = 1 
(auBer £, = ¢,) hinaus analytisch fortsetzen laBt, gilt (17) auch noch gleich- 
7* 
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maBig auf dem Kreisbogen |&|=1, |§&&—2«|>o. Daraus folgt aber 


weds Chk fir »=1,2,...,4, 
18 — . 
(18) lim e) = e, fir v= 2,3,...,%. 
“4 CO 


Aus den Gleichungen (14), (15) und (18) folgt, daB man die Abbildungs- 
funktion z = f, (¢) der oberen ¢-Halbebene auf G,, so normieren kann, daB 


lim f,,(C) = f (¢) 
p> oo 
. 4(#) 4 - 6 
lim 4; / fir »v=1,2,..., Pp 
19 = r 
(19) lim x\') = x fir »v=1,2,..., k, 
“> co 
. ) = ‘ 
lim x’ = x, fir v=2,3,..., n—l. 





“ > OO 
: , : 1 : an 
Daher konvergiert auch der Differentialausdruck T log f;,(¢), der folgende 
Gestalt hat: 








UF (#) (ns) 
(ft ki 1 n—1l & l P 
(20) fs ) : ly ae. Say Pe l l 
oe wT; aot gn _ (nu) a) * 4 ‘oan . 
iP (f) En xi) ee xi" awe a t ji) 


’ 
Fihrt man hier den Grenziibergang ~~ o durch, so riicken nach (19) in der 
ersten Summe die k, Pole 1. Ordnung x) in den einen Punkt x, zusammen 


(wahrend die Residuen nach (13) abwechselnd gegen + oo und — oo gehen). 
Zur Ermittlung der Grenzfunktion schreiben wir den Ausdruck (20) in der 
>») 





‘ F e - . 
Gestalt —-~, wo P™ und Q teilerfremde Polynome sind. Der Grad von Q() 


ist dabei unabhiangig von yu gleich k, + n — 2+ 2p und der Grad von P\ 
ist nicht gréBer als k, + n—3+ 2p. Bekanntlich lat sich dann auch die 
Grenzfunktion in der Gestalt P/Q schreiben, wo der Grad des Polynoms P 
bzw. Q nicht gréBer als der Grad von P™ bzw. Q™) ist. Daraus folgert man 
leicht, daB x, ein Pol von héchstens k,-ter Ordnung der Grenzfunktion wird 
und daB diese wegen (19) folgende Gestalt hat 


sty ky n—1l =_ 2 p 
mom fw Fo FO Fl +5), 
f©) oat (f x,)” oat 6, oat > 4, ra A 


¥ 


wo die a, reelle Zahlen sind. Man iiberlegt sich nun, daB a,, + 0, d.h. daB der 
Pol x, wirklich von der k,-ten Ordnung ist. Denn ware das nicht der Fall, 
dann lieBe sich der Pol x, bereits durch Zusammenriicken von k, — 1 Polen 1.0. 
lings der reellen Achse gewinnen, d. h.  lieBe sich bereits durch ein gew6hn- 
liches (k, + m — 2)-Eck approximieren, was nicht méglich ist. Bei der Be- 
rechnung von a,, beachte man, da8 man ohne Beschriankung der Allgemein- 
heit x“) = 0 und x, = 0 setzen darf, wobei alle iibrigen x der Formeln (20) und 
(21) positiv werden. Man findet dann 


ky 
a, = (— 1)/P—! - lim a). TT od), 
u—> co v=2 


und aus (13) folgt 
(22) <m = (— 1h +h, 
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Ferner folgt durch eine einfache elementargeometrische Betrachtung aus der 
Winkeldefinition X 


ky, 
a, —1= »' (af? —1), 


v=1 

also 

23) a,=a,—1. 

Durch Integration von (21) findet man unter Beriicksichtigung von (22) 
und (23) die in Satz 3 beschriebene Funktion f (¢) mit k, = k, = --- =k, = 1. 
Dabei ist zu beachten, daB a,, das entgegengesetzte Vorzeichen hat wie der 
in Satz 3 genannte Koeffizient von (rt — x,)~“:-». Sind die Ecken 2, ... EZ, 


ebenfalls von héherer Ordnung, so behandelt man sie ebenso wie bisher die 
Ecke #, und findet auf diese Weise die allgemeine Abbildungsformel (2). 


: E durehzufihren. ) 


Die Gleichung (3) ergibt sich durch Grenziibergang aus der entsprechenden 
Gleichung fiir gewéhnliche Polygone. Da sich jede Funktion (2) auf die 
beschriebene Weise approximieren laBt, ist damit Satz 3 vollstindig bewiesen. 





(Im Falle E,, ist dabei noch eine Transformation C, 


Wir wollen noch ‘den Spezialfall betrachten, wo die Ecken 2#,... £2, _, 
von §¥ uneigentlich logarithmische Ecken mit dem Winkel — =z sind (insbes. 
also k, = kz = +--+ = k,_, = 1). Spiegelt man in diesem Fall §% an einer Poly- 


gonseite s,, so erhalt man ein von der speziellen Wahl von s, unabhingiges 
Spiegelbild %. Durch Zusammensetzung von % und ¥ bekommt man ein 
symmetrisches Punktpolygon RK. Beriicksichtigt man noch, daB die £,...Z,_, 
Pole von 8 sind, so gewinnt man den folgenden 

Satz 4: In der z-Ebene sei ein echtes Punktpolygon $8 gegeben, das eine 
Symmetrieachse und k endliche Randelemente (k > 0) besitzt. Auf der Symmetrie- 
achse migen p, Pole und auBerhalb der Symmetrieachse 2 p, Pole liegen. Bei 
der konformen Abbildung von §§ auf das Endliche der €-Ebene mégen die Pole 
von 38 den Punkten x,...%p,,4,.-- 4p, y--- dp, (x, reell, 1, nicht reell) 
entsprechen. Dann besitzt die Abbildungsfunktion die folgende Gestalt: 


,Q:(r) 
€ 


CAG) de 


(24) 2=f(Q)=c- [ 


° 


Dabei ist Q, (t) ein Polynom k-ten Grades mit reellen Koeffizienten**) und Q, (t) 
ein Polynom (p, + 2 p.)-ten Grades mit reellen Koeffizienten, welches die GroBen 
%... Ap, zu einfachen Wurzeln hat. 

Ist umgekehrt eine Funktion der Gestalt (24) gegeben, so bildet sie das Endliche 
der 6-Ebene dann und nur dann auf ein Punktpolygon ab, wenn die folgenden 
(py + Pe) Gleichungen erfiillt sind: 


Pi 9 Ds 2 Ps 2 
, Ps y* & ai ¥ — . = = 2 eee 
Qi (x,) — x x m x b ~ x 7 0 Le 1, 2, Pr 
v=1 “ v v=1 “pz v v=1 
(25) i 
pP 9 Ps 2 <a 
7. — 3 -> ==0 pw=1,2,...p,. 
a1 (4,) vat A, x, ont 4, A, ol A, ‘- A, . " 


26) Das konstante Glied von Q, (t) denken wir uns mit C zusammengefaBt. 
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Fir beliebige Punktpolygone gilt der folgende zu Satz 4 analoge 

Satz 5: In der z-Ebene sei ein echtes Punktpolygon ZR gegeben, das k endliche 
Randelemente (k > 0) und p Pole besitzt. Dann hat die Funktion, welche die 
konforme Abbildung von Z auf das Endliche der £-Ebene vermittelt, die Gestalt 
(24), wobei diesmal die Polynome Q, (t) und Q, (tr) beliebige komplexe Koeffi- 
zienten aufweisen. Q, (rt) ist wieder vom k-ten Grad und Q, (t) vom p-ten Grad 
und besitzt die Bilder i, der Pole von % zu einfachen Wurzeln. 

Die GréBen 1, miissen dem folgenden System von p Gleichungen geniigen 


nee fe 2 ; 
(26) M% (4) — 2 Taz = 9: w=1,2,...,p. 
v “ y 

Da Satz 5 unmittelbar aus den Ergebnissen meiner nachsten Arbeit folgt, 
soll der Beweis mit Hilfe von Satz 3 nur skizziert werden. Wir denken uns ein 
Blatt von $ durch einen kleinen geradlinigen Schlitz der Linge o aufgeschlitzt, 
der in einem Randpunkt beginnt. Auf diese Weise gewinnen wir ein nicht 
ausgeartetes Polygon (Zweieck). Wir bilden es mittels linearer Transformation 
von (2) auf den Kreis || < Rab. Die Abbildungsfunktion von § erhalten wir 
dann durch Grenziibergang o + 0 und R- oo, wobei R in geeigneter Weise 
von o abhingt. 

Es ist von Interesse, unsere Ergebnisse iiber Punktpolygone auch ohne die 
Terminologie des § 2 auszusprechen. Dabei ergeben sich Satze iiber ganze und 
meromorphe Funktionen. Wir benutzen folgende Definitionen: 

Definition XIII; Eine meromorphe Funktion { (¢) ist im Kleinen schlicht, 
wenn durchweg f'(C) +0 ist und wenn ihre Pole (soweit vorhanden) von der 
1. Ordnung sind. 

Definition XIV2"): Nimmt eine meromorphe Funktion bei Anniherung an 
den Punkt ~ auf den Wegen &, und B, die Grenzwerte e, und e, an, so verstehen 
wir unter e, und e, den gleichen asymptotischen Wert, wenn e, = e, und wenn 
sich B&, stetig in B, iiberfiihren lapt, ohne daB sich hierbei der Grenzwert dndert. 
Wir sagen, zwei asymptotische Werte e, und e, haben den gleichen Wert, wenn 
C, = Cp. 

Bei der Abzihlung asymptotischer Werte werden e, und e, mit der gleichen 
Nummer belegt, wenn es sich in Wahrheit um die gleichen asymptotischen 
Werte handelt. Dagegen werden verschiedene asymptotische Werte mit 
verschiedenen Nummern belegt, auch wenn sie den gleichen Wert besitzen. 

Beispielsweise hat die Funktion et* offensichtlich k verschiedene endliche 
asymptotische Werte, die alle denselben Wert null besitzen. AuBerdem hat die 
Funktion k verschiedene asymptotische Werte oo, im ganzen also 2 k asym- 
ptotische Werte. 

Wir wihlen die Wege %, stets so, daB sie in £ = 0 beginnen. Sind nun ¢, 
und e, verschiedene asymptotische Werte, so kénnen %&, und ¥, auBerhalb 
eines hinreichend groBen Kreises keine Schnittpunkte besitzen. Daher kann 
man die Wege %, und %&, stets so wiahlen, daB sie auBer € = 0 und ( = 
iiberhaupt keinen Punkt gemeinsam haben. Daran kniipfen wir an bei der 
folgenden 


27) Man iiberlegt sich, daB Def. XIV mit der iiblichen Definition der Gleichheit 
asymptotischer Werte iibereinstimmt. Vgl. [2], 8. 277. 
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Definition XV: Der asymptotische Wert e, folgt auf e,, wenn das von dem 
linken Ufer von %&, und dem rechten von %&, berandete Gebiet keinen von e, und ey 
verschiedenen asymptotischen Wert enthilt. 


Nun beachten wir, daB die asymptotischen Werte einer meromorphen 
Funktion z =f (¢) die singuliren Stellen der Umkehrfunktion sind. Diese 
singuliren Stellen sind notwendig logarithmische Verzweigungspunkte, falls 
f (¢) im Kleinen schlicht ist und nur endlich viele asymptotische Werte besitzt. 
Wir kénnen daher nachstehende Folgerungen aus den Satzen 1, 2 und 5 formu- 
lieren : 

Satz la: Eine im Kleinen schlichte transzendente meromorphe Funktion mit 
endlich vielen asymptotischen Werten besitzt dann und nur dann héchstens endlich 
viele Pole, wenn von zwei aufeinanderfolgenden asymptotischen Werten immer 
einer endlich und einer unendlich ist?®). 

Satz 2a: Gegeben seien N endliche asymptotische Werte, die ihrem Werte 
nach alle voneinander verschieden sind. AuBerdem sei eine willkiirliche Reihen- 
folge gegeben, wobei zwischen je zwei asymptotische Werte noch der asymptotische 
Wert co eingeschaltet wird. Dann gibt es eine im Kleinen schlichte ganze Funktion, 
welche die asymptotischen Werte in der gegebenen Reihenfolge annimmt. 

Es gibt jedoch keine im Kleinen schlichten ganzen (und ebenso keine mero- 
morphen) Funktionen mit endlich vielen, und zwar mehr als zwei asymptotischen 
Werten, bei denen die endlichen asymptotischen Werte alle dem Werte nach 
iibereinstimmen?®). 

Satz 5a: z={(C) sei eine im Kleinen schlichte transzendente meromorphe 
Funktion mit p Polen und 2k asymptotischen Werten. Dann besitzt f (C) die 
Gestalt (24), wo Q, (t) bzw. Q,(t) Polynome vom k-ten bzw. p-ten Grad sind. 
Die Pole i, miissen das Gleichungssystem (26) erfiillen. 

In analoger Weise enthilt Satz 4 eine Aussage iiber reelle meromorphe 
Funktionen. 

Aus Satz la gewinnen wir einen Satz iiber die c-Stellen einer meromorphen 


Funktion durch die Bemerkung, daB mit f (f) auch die Funktion a im 
4)~ 


Kleinen schlicht ist. Ebenso erhalt man aus Satz 5a einen expliziten Ausdruck 
fiir im Kleinen schlichte transzendente meromorphe Funktionen mit endlich 
vielen c-Stellen und asymptotischen Werten. Die c-Stellen geniigen einem 
zu (26) analogen Gleichungssystem. 


§ 4. Konstantenbestimmung in den Abbildungsformeln. 


Wir wollen uns nun mit der Aufgabe beschiftigen, bei vorgegebenem 
Polygon $ die Konstanten C, x,, 4, und, falls §§ auBergewéhnlich ist, die 
r *“* . r. es . . . s 
Koeffizienten von R (rt) zu bestimmen. Zunichst will ich einen kurzen Uber- 
blick tiber einige im wesentlichen bekannte Methoden geben. Das Polygon % 
sei vorerst beschrinkt. Dies ist dann und nur dann der Fall, wenn in (2) 
n—1 
folgendes gilt: p=0, R(t) =0,a,>0 fiir v=1,2,....n—l1 und Sa, <n—2. 
v=l1 
**) Bei meromorphen Funktionen /{(f) mit endlich vielen Polen (auch bei ganzen 
Funktionen) braucht die Zahl der endlichen und die der unendlichen asymptotischen 
Werte nicht iibereinzustimmen, wenn Nullstellen von f’(£) vorkommen. 
2°) Dagegen gibt es im Kleinen nicht schlichte ganze Funktionen mit dieser Eigen- 
: a! »k 
schaft, z. B. die Funktion e* . 
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Jede Polygonseite £, £,,, besitzt dann eine wohldefinierte Lange L,, und 
man erhalt folgendes System von » Gleichungen fiir die n Unbekannten 


M-.-%,—, und C (wobei wir uns § in der z-Ebene so gelegen denken, da8 
C > 0 ist): 
*u+l n—1 Soa 
C- f Il (t¢—x,)* dr=L, w=1,2,....n-—2 
*, v=1 
co on —1 er 
C- f Hi(t—x)* dr=L,_, (28) 
*_,—1 ¥=1 
od | n—1 1 
C-f HI (t—x)* dr=L,, 
co v=] 


wo alle Integrationswege auf der reellen Achse liegen. Zwei der GréBen x, 
lassen sich bekanntlich willkiirlich vorschreiben, wobei nur darauf zu achten 
ist, daB x,,>x,, fiir uw, >. Die tibrigen n — 2 Unbekannten sind dann 
durch irgendwelche » — 2 Gleichungen aus (28) eindeutig festgelegt; die 
restlichen 2 Gleichungen aus (28) sind von selbst erfiillt. Man sieht, daB dieser 
Weg zur Konstantenbestimmung im Prinzip noch gangbar bleibt, wenn $ 
genau eine unendlich ferne Ecke besitzt, wobei dann zwei der Gleichungen 
(28) ihren Sinn verlieren. Fiir die konforme Abbildung von § auf den Einheits- 
kreis ergibt sich ein zu (28) analoges Gleichungssystem fiir die GréBen C und 
é,, welches wir mit (28*) bezeichnen. Die numerische Auflésung von (28) und 
(28*) nach Methoden, wie sie in [3] angegeben sind, bereitet im allgemeinen 
groBe Schwierigkeiten und ist fiir n > 6 erfahrungsgemaB kaum durchfiihrbar. 

Von gréBerer praktischer Bedeutung sind Methoden der Konstantenbe- 
stimmung fiir Polygonklassen, von denen statt der Beschrinktheit gewisse 
Symmetrieeigenschaften vorausgesetzt werden. Man kann z. B. den Fall 
betrachten, daB sich ein Polygon $ in endlich viele Teilpolygone ,8 so zerlegen 
laBt, daB zwei benachbarte ,% durch Spiegelung an ihrer gemeinsamen Seite 
auseinander hervorgehen. Wir nehmen an, da8 fiir ,8 die Kenstanten der 
Abbildungsfunktion (auBer C) ermittelt sind ; dies ist insbesondere fiir gew6hn- 
liche beschrinktartige Dreiecke der Fall, wo x, und x, willkirlich wahlbar 
sind, und fiir gewohnliche beschranktartige Rechtecke, wo die Konstanten aus 
der Theorie der elliptischen Funktionen bekannt sind. Dann lassen sich die 
Konstanten x, fir $ aus einem System algebraischer Gleichungen berechnen. 
Dies hat Burnsipe in [4] fiir spezielle Fille gezeigt. Die Ausdehnung auf 
unseren verallgemeinerten Polygonbegriff bereitet keine Schwierigkeiten und 
fiihrt nicht zu interessanten Ergebnissen, so da8 wir nicht naher darauf 
eingehen wollen. 

AuBer den Spiegelungssymmetrien eignen sich in vielen Fillen auch 
Drehsymmetrien dazu, die Konstanten ganz oder teilweise zu bestimmen. 
Wir wollen hierfiir ein Beispiel betrachten, nimlich ein beschrianktartiges 
gewohnliches n-Eck 8%, mit geradem n, welches durch eine Drehung um den 


= 4n . ‘ 
> sTo 22 2 " eC ale , ‘ { : 
Winkel ~~ mit sic h selbst zur Deckung gelangt (vgl. Fig. 9 fiir n = 8). 


Die Bestimmung der Konstanten fiir diese Polygone sowie die Untersuchung 
einiger Spezialfialle ist im wesentlichen der Inhalt der Arbeit [1] von RInGLEs. 
Bezeichnet man den Winkel in den Ecken Z,,,, mit «,2 und den Winkel in 
den Ecken £,, mit a, 2, so gilt die Beziehung 

2n—4 


n 


hy T Ae 
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Daraus folgt insbesondere, daB die GréBen «, und x, nie beide negativ sind. 
Wir kénnen also ohne Beschrankung der Allgemeinheit voraussetzen, daB E, 
endlich ist. Durch eine Ahnlichkeitstransformation der z-Ebene laBt sich dann 





stets erreichen, daB das Drehzentrum M von §, iiber dem Punkt z = 0 und 
Ly 
Fig. 9. (Polygon ), 
die Ecke E, iiber z = 1 gelegen ist. Nun bilden wir 8, auf den Kreis &| < 1 


so ab, daB £, in & = 1 (d. h. e, = 1) und M in § = ¢ 
symmetrie von %, folgt nun 


iibergeht. Aus der Dreh- 


iva 


fov+1 fir »=—0,1,..., 
Le, = ¢ n . far v=1,2 
Die Abbildungsfunktion hat also folgende Gx 


(29) ~ F(é) O-f (tr L)2:—1 (7” No ! 


mit 


Falls il Kx Ken E,, endlich sind 


lassen sich ad te ( i mit 
28*) errechnen. Andernfalls versagt (28*), jede veit 1 ¢ i ig 
] 
30) { (r* 1)? ( e” 17 
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Dabei mége der Integrationsweg auf der positiven Halbachse verlaufen und 
der Integrand mége so normiert werden, daB 


' 3 
are (rt — ])*:—! zwischen ->(a,—1)a und —(a,—I1)2 
(31) 2 - : "3 
- . 2 P on 
arc (r" — g%) = Me zwischen {1 —— —a,} { Ny d =} 
No y4 
» 
- ‘ a 
und {1 —— — } |r) % — >) 


liegt. Um eine weitere Gleichung zur Berechnung von ¢ und C zu gewinnen, 
fiihren wir den Winkel w ein, den die Seite £, £, mit der positiven z-Halbachse 


bildet. Dann gilt unter Zugrundelegung von (31) (vgl. [1], S. 48%) 


, 9 ‘ 
(32) wo (2 | t (1 —)(*+ _ + are C 

Aus den Gleichungen (30) und (32) kann man durch Grenziibergang Formeln 

fiir gewisse auBergewobhnliche Polygone erhalten. Halt man nimlich bei 8, den 

Winkel ~ fest und 1aBt a, 

¢ iiber alle Grenzen wach- 

sen, so gewinnt man ein 

auBergewohnliches Poly- 

gon %, mit der Seiten- 

zahl ny = n/2 und mit lau- 

ter (kongruenten) Ecken 

der 2. Ordnung und 2. Art 

aK } -g> 2) . (vgl. Fig. 10). Bo ist die 

ey Verallgemeinerung, die 

* sich aus dem Begriff des 

beschrianktartigen regula- 

ren Polygons ergibt, wenn 

man statt der Ecken 1. 

Ordnung auch Ecken 2. 

Ordnung zulaBt. Geht 

man bei der Abbildungs 


> 
of 


Fig. 10 funktion (29) zur Grenze 
Ek (é@,.€ . 
EB, = (6s. iiber, so muB man gleich 
zeitig mit a, > © auch 
22 


den Grenziibergang # -- —— durchfiihren. Dabei nimmt der Faktor 
2 








des Integranden dann und nur dann einen nicht konstanten Grenzwert an, 
wenn lim «, - (2 2 — my #) = y > 0. Dann ergibt sich aus (29) als Abbildungs- 
funktion von §, 


33 2=F,(&)=C-f(r™—1) ™-e1-™ dr. 





RINGLEB fiihrt statt (31) eine unzulassige Normierung des Integranden ein und 
kommt daher zu falschen Folgerungen aus Formel (32). So ist z. B. in [1], 8. 34, Satz 9, 


der einen Spezialfall von (32) behande It, die GréBe w (in [1] t genannt) eine monoton 
wachsende (nicht, wie RINGLEB meint, eine monoton fallende) Funktion von ? 
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Aus (33) ersieht man insbesondere folgendes: Nahert man sich dem singularen 

tandpunkt § = 1 auf einer beliebigen Kurve, welche in der oberen Hilfte 
des Einheitskreises oder auf 0 < & < 1 verliuft, su nimmt F, (&) den endlichen 
Grenzwert e, an. Den unendlichen Grenzwert gewinnt man, wenn man sich 
dem Punkt § = 1 von der unteren Hialfte des Einheitskreises her nahert auf 
einer Kurve, welche den Kreis § = 1 beriihrt. Dazwischen liegen Wege ohne 
Grenzwert. Schreibt man vor, daB e, = 1 ist, so gilt 


9 t 
1 y 


(34) Cc f(t™—1) ™-el-™ dz mit 0<1r<l, 
0 


und durch Grenziibergang in (32) erhalt man 


? ——— 
a 


= y 2\2 . 
(35) @ oa T l . “\5 + arc ( . 
« No é 


Aus (34) und (35) lassen sich die Konstanten y und C von F, (&) bestimmen. — 
Es existiert noch ein Polygon 8% mit Ecken 1. Art, weiches von den gleichen 
Halbgeraden wie $8, berandet wird, jedoch vom andern Ufer dieser Halb- 
geraden. Fiir 8% gelten analoge Formeln mit y < 0. 

Zu den bisher beschriebenen Methoden der Konstantenbestimmung kommt 
nun als wichtiges Hilfsmittel das Gleichungssystem (3) von Satz 3 sowie 
verwandte Gleichungssysteme (siehe Satz 10), die in einfacher Weise aus dem 
Caucuyschen Residuensatz folgen werden. Wir betrachten zuniachst das 
System (3). Sind fiir ein Polygon die Konstanten x,, «,, p sowie die rationale 
Funktion R(t) bekannt, so laBt sich (3) stets nach den /, auflésen, da die 
Abbildungsfunktion notwendig die Gestalt (2) besitzt. Die Frage, ob es zu 
einer Funktion (2) mit willkirlich vorgegebenen x,, «,, p und R(r) stets ein 
zugehériges Polygon gibt, ist jedoch zu verneinen. Wir betrachten etwa den 
Fall n = 2,p > 0 und R(r) =0. Ist (3) in diesem Falle lésbar, so bildet (2) 
die obere £-Halbebene auf ein gewéhnliches Zweieck ab. Nun zeigt aber eine 
elementargeometrische Uberlegung, daB ein nicht-reguldres gewodhnliches Zwei- 
eck notwendig beschrinktartig ist. Daher kann (3) fiir n = 2,p>0,0%,+2p 
(siehe Gleichung (1)) und R (rt) = 0 keine Lésung besitzen (was im iibrigen auch 
direkt aus dem System (3) folgt). Ebenso hat (3) firm = 1, p > 0 und R (rt) = 0 
keine Lésung, da die Halbebene das einzige gewohnliche Eineck ist. 

SchlieBlich ist noch von Interesse, daB der Spezialfall (25) von (3) ebenso 
wie (26) im Falle Q, (rz) t keine Lésung hat. Denn addiert man etwa in (26) 
mit Qj (rt) = 1 die ersten p — 1 Gleichungen, so erhailt man einen Widerspruch 
zur p-ten Gleichung. Daraus la8t sich, wie hier nicht weiter ausgefiihrt zu 
werden braucht, folgendes schlieBen: 

Satz 7: Besitzt eine im Kleinen schlichte meromorphe Funktion f (C) genau 
2 asymptotische Werte, so hat sie entweder iiberhaupt keinen Pol oder unendlich 
viele Pole 

Aus den spiteren Betrachtungen iiber unechte Polygone wird sich ergeben, 
daB f (¢) notwendig die Gestalt hat 


ce "++ Cg 
f (So) 
C3 e ; C4 
Allgemeinere Bedingungen fiir die Lésbarkeit von (3) sollen spaiter behandelt 
werden, ebenso die Frage der Eindeutigkeit der Lésung. Dazu gehért vor 


allem die Frage, inwieweit sich bei einer meromorphen Funktion der Gestalt (24) 
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das Polygon Q, (t) willkirlich vorschreiben l48t und ob dadurch Q, (rt) ein- 
deutig bestimmt ist. Die Betrachtungen werden zeigen, daB bei einer im Kleinen 
schlichten meromorphen Funktion die Lage der Pole weitgehenden Einschrin- 
kungen unterworfen ist. Dies gilt auch, wenn man zu meromorphen Funktionen 
mit unendlich vielen Polen tibergeht. 

Im folgenden sollen nur einige Spezialfalle behandelt werden, in denen 
die eindeutige Auflésbarkeit von (3) leicht zu beweisen ist. Wir betrachten 
zuniachst die reguliren Polygone. Fiir sie gilt der folgende 

Satz 8: Es gibt nur die in § 2 beschriebenen reguliren Polygone. Ein regu- 
liires n-Eck bzw. ein echtes regulires Punktpolygon mit 2 k Randpunkten besitzt 
daher nq bzw. kq oder nq+1 bzw. kq+1 Pole, wo q eine natiirliche Zahl 
oder null ist. Das System (3) ist fiir reguléire Polygone eindeutig auflésbar. Die 
Abbildungsfunktion der gewéhnlichen reguliiren Polygone auf den Kreis — <1 
laBt sich in der folgenden Gestalt schreiben. 


¢ qd 
(36a) 2=C- f(r*—1)*-'- I (c* + of)? (e" + 0 *)- 2dr, On, > 0 
0 v=] 
oder 
; —, ' 9 at 
(36 b) z2=C:- f(r®*—1)*—!- HT (e*® + ®_-)-2 (x* +-_ r—*)-? —-y rc +O. 
0 , 1 nv nv T* 
Dabei ergibt sich der Winkel « a aus 
9 J 9 
37 7 t ~ r a=1+4 — 
(37) a l 4q : ode? q : 
Im Falle q 1 folgt aus (3) 
2% l 3 n? 2 ” 
On} | . : Os, = 0,414..., Os, = 0,593... 
> n rte si 
(38) 
2n+1—\3n?+2n a _ 
Tt | — To, = 0,577 ..., 13, = 0,679... 


Die echten reguliéren Punktpolygone werden durch folgende Funktionen auf das 
Endliche der &-Ebene abgebildet: 


é q 
. k . . o 
(39a) 2=C-fer*. 11 (rt ot )-2 dt or.>0, a>0 
0 v 1 ay 
oder 
é q ] 
’ - k L 9 @T 
(39 b) z=C- fe** IT (c* w,,)-* = rr, >9, a>OdO. 
v=1 


In den Féillen q = 1 und q = 2 folgt aus (3), wenn wir a = 1 setzen (was sich 
stets durch eine Streckung der &-Ebene erreichen lapt): 


k 
k—1 
Ck | k 


oder fiir q l 


k+1 
Tk | k 
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(40) E a —— 
[2k—1 2k—1 1 /2k—1 2k—1 
Ck | a V bk ° Qks° \ ites V k 
oder fir q=2 
A A 


2k+1 4/2k+1 /2k+1 2k+1— 
"aa s- Ye + See pms Pees 


Beweis: Wir betrachten vorerst die nicht ausgearteten reguliren Poly- 
gone, wie sie in § 2 konstruiert wurden, und zeigen, daB ihre Abbildungs- 
funktion notwendig die Gestalt (36a) oder (36b) hat. Zunichst fassen wir fiir 
n > 3 die aus den beschrinkten reguliren Polygonen gewonnenen ins Auge. 
Wir verlegen das Drehzentrum M in den Punkt z = 0 und £, auf die positive 
Halbachse. Nun betrachten wir die Halbgerade arc z = x/n, die wir uns tiber 
den Punkt oo hinaus durch alle Blatter der Rremannschen Flache bis zur 
Seitenmitte M, von E, E, verlingert denken. Dann wird durch M E,, E, M, 
und die verlingerte Halbgerade ein beschrinktartiges Polygon 9 begrenzt. 
Es besitzt auBer den 3 endlichen Ecken M, #,, M, noch q uneigentlich log- 
arithmische Ecken'U,. Jetzt bilden wir 0 auf den Kreissektor | &|< 1,0 < arcé& 








a/n konform ab, so daB die Ecken M, E£,, M, in die Punkte §=0,1,e ” 
iibergehen. Die Bilder von U, liegen auf dem Radiusvektor 0 < |&| <1, 


xi ‘ 
arc = a/n; wir bezeichnen sie mit 9,,¢,,v=1,2,...,q. Indem man die 
Abbildungsfunktion nach dem ScHwarzschen Spiegelungsprinzip iiber den 
ganzen Kreis |&| < 1 fortsetzt, sieht man, daB (2*) notwendig die in (36a) 


angegebene spezielle Gestalt hat. In analoger Weise gewinnt man fiir die aus 
dem AuBeren der beschrinkten reguliren Polygone gewonnenen reguliren 
n-Ecke die Abbildungsformel (36b). Ebenso werden die in § 2 konstruierten 
gewohnlichen reguliren Zweiecke durch (36a) oder (36b) abgebildet. Die 
Formel (37) fiir den Winkel folgt unmittelbar aus (1). 

Wir nehmen nun an, es gabe noch ein weiteres reguliares n-Eck $$ auBer den 
bisher beschriebenen. Aus der Drehsymmetrie von §§ folgt, daB sich die 
Abbildungsfunktion F (é) auf den Kreis |é| << 1 so normieren laBt, daB 


f Qxi 221i 
rle* -g)-e ™ - FQ). 


Ist also 7 + 0 ein Pol von F (&) und ¢ ein Bild einer Ecke, so folgt, daB auch 
2eni Quai 
e " -yeinPolvonF(é)unde ®” -e das Bild einer Ecke ist. Die Abbildungs- 
funktion hat daher notwendig die Gestalt (36a) oder (36b), wobei die 0, oder r,, 
zunachst durch komplexe GréBen »,, zu ersetzen sind. § besitzt also lauter 
gleiche Winkel und nach (28*) gleiche Seiten, und es gibt eines der bisherigen 
reguliren Polygone $,, das die gleiche Anzahl von Polen besitzt wie 8. Dann 
hat aber 8, nach (37) dieselben Winkel wie §, ist also bis auf eine Ahnlichkeits- 
transformation in einem Randstreifen mit % kongruent (wobei die Kongruenz 
in richtiger Weise auf der RrEMAannschen Flache zu verstehen ist). Man iiber- 
legt sich, daB infolgedessen % und [, iiberhaupt kongruent sein miisse, da beide 
unverzweigt sind. Es kann also kei) weiteres regulires n-Eck mehr geben. 
Wir wollen noch in (36a) und (stb) die Konstantenbestimmung fiir g = « 
explizit durchfiihren. Das System (3) reduiziert sich auf eine Gleichung, die 
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sich folgendermaBen umformen la8t, wenn wir 9); = x baw. r., = x setzen: 
(n-a—4n+1)22—(3n—1) 2? —(n-a—2n+ 1) 2+ (n—1)=0 
bzw. 
(n-a—4n—1)22—(3n+4+ 1) 2? —(n-a—2n—1)x+(n+1)=0. 
Daraus folgt durch Einsetzen von (37) 


(n — 1) z? — (3 n — 1) x? —(3n l)x+(n 1l)=0 


bzw. 
(n + 1) z? — (3 n+ 1) 2? -—(8n4+ 1) 24+ (n+ 1)=0. 
Letzteres sind reziproke Gleichungen. Die Lésung, welche < | ist, liefert 
g 
jeweils die in (38) angegebene Konstante. Fir n-— ist lim o,,=1 und 
n—>o 
lim r 1, wie zu erwarten war. 


ni 


one 

Die reguliren Punktpolygone werden analog behandelt. Da es nur die 
in § 2 konstruierten gibt, sieht man wieder, indem man in den Formeln (39a) 
bzw. (39b) statt o0,, bzw. r,, versuchsweise beliebige komplexe 7,, mit 0 < | »,, 

1 einsetzt. Man findet, daB dann das Bildgebiet der endlichen &-Ebene ein 
regulares n-Eck enthalt mit n = k und mit nq bzw.nq-+ 1 Polen. An dieses 
n-Eck schlieBen sich dann Halften Rremannscher Flachen von log (z — £,). Es 
ergeben sich also keine neuen reguliren Punktpolygone. Fiir q = 1 folgen aus 
dem Spezialfall (25) von (3) unmittelbar die in (40) angegebenen Formeln. 
Im Falle ¢ = 2 werden wir auf das folgende Gleichungssystem gefiihrt, wenn 


ey k k k 
wir 0; ©, Oke = Y, bzw. rp} r, Teo = y setzen 
kz?—kery—(3k—1)rx+(k-—l)y=0 
ky —kxy—(3k—1l)y+(k—1)2=0 
bzw. 
kx?@—-kuy—(8k+1)2+(k+1)y=0 
ky?—krey—(83k+1l)y+(k+1)xr=0. 
Daraus folgt, daB x und y Lésungen der einen quadratischen Gleichung sind: 
k? 2? -—-2k(2k—1)x+ (kK—1)(2k—1)=0 
bzw. 
k? 2? —-2k(2k+1) 2724+ (k+1)(2k+1)=0. 
Dies liefert die Formeln (40) fiir ¢ = 2. 
Die Aussage von Satz 8 tiber Punktpolygone wollen wir noch unabhiangig 
von der Terminologie des § 2 formulieren: 
Satz 8a: z F.(&) set eine im Kleinen schlichte me romorphe Funktion mit 
endlich vielen Polen, die einer Gleichung 
Fle t -g)=e F - F(é) k=23,... 
geniigt und die genau 2k asymptotische Werte besitzt. Dann liegen alle Pole 
auf k Halbgeraden, die zum asymptotischen Wert co gehiren. F).(&) hat bis auf 


eine Drehung der &-Ebene die Gestalt (39a) oder (39b), und fiir die Pole gelten 
die Formeln (40). 
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Fiir den speziellen Fall k = 2 gilt der folgende 


Satz 8b: Ist z = F(&) eine im Kleinen schlichte meromorphe Funktion mit 
endlich vielen Polen, die genau 4 asymptotische Werte besitzt, so liegen stimtliche 
Pole auf einer Geraden, die in beiden Richtungen zum asymptotischen Wert oo 
gehort. 


Man gewinnt Satz 8b durch die Uberlegung, daB® nach den Konstruktionen 
des § 2 ein echtes Punktpolygon mit 4 Randstiicken notwendig regulir ist. 

Aus Satz 8b folgt auch eine Aussage iiber die c-Stellen (vgl. 8. 103): Nimmt 
eine im Kleinen schlichte meromorphe Funktion mit 4 asymptotischen Werten 
den Funktionswert c nur endlich oft an, so liegen simtliche c-Stellen auf einer 
Geraden, auf der die Funktion in beiden Richtungen den asymptotischen 
Wert c besitzt. 

Das System (3) ist auBer fiir die reguliren Polygone auch fiir beliebige 
gewohnliche Dreiecke (mit willkiirlich vorgegebenem p) eindeutig nach den 
4, auflésbar. Dies folgt wieder in Analogie zu den reguliren Polygonen daraus, 
daB zwei gewodhnliche Dreiecke mit gleichen Winkeln notwendig ahnliche 
Dreiecke sind. Fiir p = | zeigt sich, daB (3) fiir beliebige echte Polygone nach A, 
eindeutig aufléshar ist. Das transformierte System (3*) gewinnt bei gewOohn- 
lichen Polygonen’ mit p= 1 eine besonders anschauliche Bedeutung gemaB 
dem folgenden 

Satz 9: Bildet man das gewéhnliche Polygon % mit p = 1 so auf den Kreis 
E| << 1 ab, daB der Pol von & in & = 0 iibergeht, so ist 

n 


>» (1 — a,) e, = 034). 
¥ 1 


a 
Das bedeutet folgendes: denkt man sich e, mit einer Masse belegt, die dem Aufen- 
winkel von E, gleich ist, so liegt der Schwerpunkt aller Massen stets im Kreis- 
mittelpunkt. 

Nach Satz 9 lassen sich die e, berechnen, wenn §% ein Dreieck oder ein 
symmetrisches Viereck ist. Diese Fille habe ich bereits (in etwas speziellerer 
Formulierung) in meiner Arbeit [6], S. 263—265 behandelt. Fiir das Dreieck 
ergibt sich dabei die folgende bemerkenswerte Analogie zur elementaren 
Dreiecksgeometrie: Ist % in Satz 9 ein Dreieck und bezeichnen wir die E£, 
gegeniiberliegende Seite mit L,, ihre Bildlinge auf || =1 mit A, und den 
AuBenwinkel von £, mit y,, so gilt 
a) Sinus-Satz: 

Ni: Xa: Xs = Sin A, : sin Ay: sin A; 
b) Cosinus-Satz: 


e ° 2 
43 = Mit ¥2+2 MH He 008 As. 

AuBer dem allgemeinen Gleichungssystem (3) treten noch weitere analoge 
Gleichungen zwischen den Konstanten auf, falls das Polygon logarithmische 
Ecken besitzt. Sind s, und s,, , die zu einer logarithmischen Ecke EZ, gehérigen 
Polygonseiten, so bezeichnen wir den Abstand zwischen den parallelen Geraden, 
auf welchen die Seiten s, und s,,, liegen, mit d,. Dabei versehen wir d, noch 
mit einem Vorzeichen; und zwar sei d,, positiv oder negativ, je nachdem 8, ,, 
links oder rechts von s, gelegen ist, wenn wir s, von Z,_, nach £,, durchlaufen. 


31) Siehe Anmerkung zu Satz 3, S. 95. 
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(Bei nullwinkiigen logarithmischen Ecken ist d, stets positiv.) Dann gilt der 
folgende 

Satz 10: E.,, set eine logarithmische Ecke von 8% mit dem Winkel w, = — m, x 
und d,, sei der Abstand zwischen s, und 8, ,,. Denken wir uns dann § so gedreht, 
daB C > 0 ist, dann besteht zwischen den Konstanten der Funktion (2) die Gleichung 


n—1 \ 
m . 5 
d 7 =. +1. mid ix() p> a,TretT i n) = 
eC — He) PCy] = = Be nett / fir pn 
dt c= . 
(41) m 4 
q™= ee Ps l mid m 1 - ‘ 
cn f(- =) =—(—})™ fir «w= n*2), 
my 4 a 4 . 


r=0 
Ist insbesondere E,, nullwinklig logarithmisch, so folgt aus (41) 
dn 


(42) C , 
4 

Von den Konstanten x, denken wir uns etwa x, und x, willkiirlich vorgegeben. 
Hat dann ein gewohnliches Polygon 8%, wo n => 3 ist, n — 2 logarithmische Ecken 
E,, mit den Seiten-Abstinden d,, dann lat sich das aus (3) und (41) zusammen- 
gesetzte System eindeutig nach den Konstanten C, xg, x3. ~~ %n—1, yy - + -s dp 
auflisen. Besitzt ein gewéhnliches Polygon 8%, wo n => 4 ist, n — 3 uneigentlich 
logarithmische Ecken E,, (d,,= 0), dann lat sich das zugehdrige System {(3), (41)} 


eindeutig nach x... %» ag ... A, auflésen. 
Beweis: Ist E,, mit « + n eine logarithmische Ecke von § mit dem Winkel 
W,, m,,* 2, dann hat f’(¢) in der Umgebung von ¢ = x, die Entwicklung 
11. .- - »—m 1 
f (¢) i Cy m,, 1 (¢ %,) - ’ c m, :> 0. 


Fiihrt man nun einen positiven Umlauf um ¢ = x, durch, dann andert sich 


y 
f (¢) nach dem Residuensatz um 2 zic_,. Setzt man statt dessen f(f) bei 
einem derartigen Umlauf, der an einer Stelle ¢ > x, beginnen und endigen 
mdége, nach dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip fort, so sieht man, daB der 
neue Zweig von f (¢) die Strecke x, < € < x,,, auf die Seite eines gespiegelten 
Polygons abbildet, die gegenittber der urspriinglichen Polygonseite um 2 d,,i > 

are f'(¢) mit x, <¢<,., verschoben ist. Daraus und aus (4), S. 96, ergibt 
sich die Gleichung (41) fir «+2. Im Falle ~ = n ist eine Transformation 
Ce 1/€ durchzufiihren. 

Hat ein gewéhnliches Polygon n — 2 logarithmische Ecken, so iiberlegt 
man sich, daB es durch seine Winkel sowie durch die n — 2 Seitenabstiande d,, 
seiner Gestalt und Gr6éBe nach eindeutig bestimmt ist. Daraus folgt die ein- 
deutige Auflésbarkeit des Systems {(3), (41)} nach den Konstanten C, 
#3 ---%n—y, 4, .-- Ay. Von den Abstiainden d, mu8 in diesem Falle mindestens 
einer von null verschieden sein, d. h. es mu8 mindestens eine Ecke eigentlich 
logarithmisch sein. 

Besitzt ein gewohnliches Polygon n — 3 uneigentlich logarithmische Ecken, 
so sieht man, daB es durch seine Winkel der Gestalt nach eindeutig bestimmt 
ist. Das System {(3), (41)} ist daher nach x,...,-,,4,-.-4, eindeutig 
auflésbar. (Die Konstante C fallt aus (41) heraus.) — Damit ist Satz 10 be- 
wiesen. 


32) Als null-te Ableitung einer Funktion betrachten wir immer die Funktion selber. 
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Als Beispiel fiir ein gewohnliches n-Eck mit n — 3 uneigentlich logarith- 


n—3 . 
mischen Ecken betrachten wir die Rizmannsche Flache von TE TT , soweit 
sie iiber der oberen z-Halbebene gelegen ist; aus ihr denken wir uns ein be- 
schrinktes Dreieck mit der Spitze in z = i und der Grundlinie auf der reellen 
Achse ausgeschnitten. Bei diesem Polygon ist durchweg m, = 1. In ahnlicher 
Weise lassen sich Polygone mit beliebigem m, konstruieren. 

Eine besonders anschauliche Bedeutung hat (41) imSpezialfall des folgenden 

Satz 11: Ist B% ein gewdhnliches beschriinktartiges Polygon und E,, eine 
uneigentlich logarithmische Ecke mit dem Winkel w, = — 2, 80 geniigen die 
Konstanten von (2) der Gleichung 


n—1 
= *(l—«,)x, 
v=1 

i een 
= *(1—a,) 
v=1 


Denkt man sich also x, mit einer Masse belegt, die dem AuBenwinkel von E, 
gleich ist, so liegt jedes x,, im Schwerpunkt aller iibrigen x,. 
Satz 11 folgt unmittelbar aus Satz 10 unter Beriicksichtigung der Tatsache, 
n—1 
daB in dem Spezialfall >” (1 — «,) = 0 ist (Fig. 11). 
a 1 
Unter den in Satz 10 genannten Polygonen mit n — 2 logarithmischen 
Ecken bzw. mit » — 3 uneigentlich logarithmischen Ecken befinden sich nur 








Fig. 11. 


wenige schlichte Typen. Sie sollen hier noch vollstandig aufgezihlt und die 
Konstantenbestimmung durchgefihrt werden. Dabei werden nur einige 
trivialere Fille iibergangen (Dreiecke, sowie 
Schlitzpolygone, bei denen alle positiven 











Winkel = 2 z sind). Der Beweis der Voll- } fy 
stindigkeit, bei dem mehrere Fille durchzu- ha, 
probieren sind, kann dem Leser tberlassen 

bleiben. Die Abbildung normieren wir bei a Ly 
den Vierecken stets so, daB x,=0 und x,= 1 

ist (x, = x > 1). Bei den Fiinfecken setzen 

wir x,=-I1, ,=1 4=-—x <-l, °. 

%,= x > 1. Bei den Beispielen 1, 2, 5 und 6 & - 


ist C = d,/a wegen (42). 
1. Viereck mit zwei gegeniiberliegenden nullwinkligen Ecken 2, und £, 


(Fig. 12): 1 


w=1+(3)". 
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2. Viereck mit zwei aufeinanderfolgenden nullwinkligen Ecken EZ, und E, 
(Fig. 13): 


1 
a; — 
1 1 


1 a, 1—a, 
d, d, 




















Fig. 14 Fig. 14a. 


3. Viereck mit zwei gegeniiberliegenden logarithmischen Ecken Z, und E, 

mit den Winkeln w, = 0 und w, = — a (Figg. 14 und I4a). 
d,- (x — 1)?-= = d, (1+ a,x — 2x) 
C x- (x — 1)?-" = dy. 

4. Viereck mit zwei aufeinanderfolgenden logarithmischen Ecken EZ, und E, 
mit den Winkeln w, = 0 und w, = — za (Fig. 15). 
d,- x™—1 (x — 1)?- = d, (x + a, — 2) 

Ca(x+a—2)=—d. 
5. Fiinfeck mit drei aufeinanderfol- 


genden nullwinkligen Ecken 2£,, EZ, und 
&, E, (Figg. 16 und 16a). 








d, = d, (x’ — 1)**—1 (x + 1)?-**(x% + x’)-} 
d 2 


d,= 5 (% + A)ee—* (x6 — 1)? — #2 (26 + x’)-?. 




















foe | Gms _—- 
ws <_ 6, bsnl) 
Ly i Ce ids 
tae 3 be | 
£, s 4 £; ty 2 i Es 
Fig. 16. Fig. 16a. 


Das Fiinfeck ist schlicht, wenn 1 < a, < 2. In diesem Fall laBt sich fiir x 
bzw. x’ eine untere Schranke angeben, welche von d, bzw. d, unabhiingig ist: 
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1 1 
ers ss = 

1 1 
er a d2-* 


x > 





1 1 
ag—l1 a,—1 
a! 44s 
1 1 ; 
a,—1 a,—1 
a; d, 


x > 





6. Finfeck mit drei nicht aufeinanderfolgenden nullwinkligen Ecken £,, 
FE, und £, (Figg. 17 und 17a). 











Fig. 17. 


Fig. 17a. 

Im schlichten Fall 1 < a, < 2 léBt sich fiir x bzw. x’ eine obere Schranke 
angeben, welche von d, bzw. d, unabhingig ist: 

1 


. es 2d; 2— 2, 
rrr 
1 


“x <1+ (2) =, 


7. Viereck mit einer uneigentlich logarithmischen Ecke 2, mit dem Winkel 
a (Fig. 18): 
, - Ee) —— 
a fp 
ee ne 3 EN cae ts by 


a, +a,—2 








Dieser Ausdruck bleibt unver- 

andert, wenn man a, und a, 

durch 2— a, und 2 — &, er- 

setzt. Bildet man also die Komplementirmenge unseres Vierecks auf die 

untere Halbebene ab, so erhailt man dasselbe x, oder anders ausgedriickt: 
g* 


2 
Fig. 18. 
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Bilden wir das Viereck auf seine Komplementéirmenge spiegelbildlich konform 
ab, so daB die Punkte E,, E,, E, sich selbst entsprechen, dann wird notwendig 
auch der Punkt o auf sich selbst abgebildet. 
8. Viereck mit einer uneigentlich logarithmischen Ecke Z, mit dem Winkel 
2 a (Fig. 19): 





Ls 1 (a, — 1) 
- a, + a, x (1 +] (a, — 1) (a, + a, x) 


Ist insbesondere das ausgeschnittene Dreieck 
E, E, E, gleichseitig, so gilt 





Ly 





_ 14+)3 
Fig. 14 s- i 
ig. 19. “ 


Die Vierecke unter den aufgefiihrten Polygonen werden fiir x = 2 zyklisch, 
d. h. sie lassen sich konform so auf sich selbst abbilden, daB sich ihre Ecken 
dabei zyklisch vertauschen*). Beispielsweise erhalt man fiir die Vierecke 2. 
und 3. im zyklischen Fall: 


2. d, = 2'-" - d, 
3. d, = (2 a, — 3) dy. 


Aus der letzteren Formel folgt, daB das Viereck der Fig. l4a mit d, > 6 
d, <0 und «, > 3/2 jedenfalls nicht zyklisch sein kann. 

Die Fiinfecke sind zyklisch fiir x = x’= 2+ 5. Fiir die Fiinfecke 5. und 
6. heiBt das folgendes: 





- 9 d 5 1 2a,—3 
d, 2 | 
‘ d [ V5 1 3 
6. d,d,= (2+y5) G=|=1 é 
Aus den Formeln ergibt sich, daB die Fiinfecke der Figuren l6a bzw. 17a 


mit d, < d, und a, > 3/2 bzw. d, < d, und a, > 3/2 nicht zyklisch sind. 


§ 5. Kriimmungsverteilung bei konformer Abbildung. 


Wir wollen schlieBlich noch Beispiele dafiir bringen, daB es zuweilen 
méglich ist, Erkenntnisse iiber konforme Abbildung dadurch zu gewinnen, 
daB man Gebiete allgemeinerer Natur durch Polygone approximiert. Solche 
Beispiele sind bisher nur in geringer Zahl bekannt. Es zeigt sich jedoch, daB 
sich Polygone besonders gut zum Studium der Kriimmungsverteilung bei 
konformer Abbildung eignen. Wir beweisen zunichst als Folgerung aus Satz 9 
den nachstehenden 

Satz 12: Die Funktion z = f{(¢) mége das Aufere |C\>r eines Kreises & 
konform und schlicht auf das Aufere einer einfach geschlossenen analytischen 
Kurve 8 abbilden, so daB f (co) = «. Die Kriimmung von 3 im Punkte z = { (¢) 
(mit || = r) bezeichnen wir mit K (fC). Dann gilt stets 

S=/K(C)-|f'(0)|-¢\de|=0. 
x 


pe 33) Diese Vierecke lassen sich konform auf ein Quadrat abbilden, so daB die Ecken 
wieder den Ecken entsprechen. 
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Das heift folgendes: denken wir uns die Peripherie von 30 mit Masse belegt, 


daB die Dichte in jedem Punkt = K (C) -|f’ (C)| ist, so liegt der Massenschwerpunkt 
stets im Kreismittelpunkt. 


Beweis: Bekanntlich ist (vgl. [13]) 





Wir betrachten zunichst den Spezialfall, daB die Funktion z =f (f) das 


AuBere des Einheitskreises {| > 1 auf ein gewéhnliches Polygon mit p = 1 
ahbildet. Dann ist 


2=f(Q)=C-f M(r—2) 1S. 
ja : 


se” 


Wir setzen nun ¢ = r- e'? mit festem r > 1 und e, = e**. Es ergibt sich dann 














~ —_ > ie 
S f o-R(1+C- -)dg 
a) s 
n 2x - 
a» (%—1)-/ €-R-——dgq 
v=] 0 é, 
(43) n 2x r? — rcos(@ — yp.) 
* ‘ r nig . 
ve a,—I1)-f/ ev: do 
a! é 1 + r? — 2rcos(p — y,) ¥ 
Ss r? — rcos @ ~ iy 
for EF -— = dg: S(a,—l)-e » 
0 ] = = « 7T COS ¢ pani 
0, 


letzteres wegen Satz 9. Dasselbe gilt natiirlich fiir jedes r > r’, wenn f (C) 
das AuBere eines beliebigen Kreises ||>r’ auf ein Polygon abbildet. Ist nun 
f (¢) eine beliebige Funktion, welche die Voraussetzungen von Satz 12 erfillt, 
so gibt es stets einen Kreis |¢| =r’ < r, der durch f (¢) auf eine analytische 
Kurve 3’ abgebildet wird. Indem man 8’ durch gewéhnliche Polygone approxi- 
miert, erhalt man die allgemeine Aussage von Satz 12. Satz 9 laBt sich als 
Grenzfall von Satz 12 auffassen. 
Bildet man das Innere von & auf das Innere von 3 ab, so wird S dem Qua- 
drat des Radius r proportional gemai8 dem folgenden 
Satz 13: Bildet die Funktion z= f (f) das Innere \C\ < r eines Kreises § 
konform auf das Innere einer einfach geschlossenen analytischen Kurve 3 ab, 
80 ist 
- . f’” (0) 
SG=raz-__. 
f (Q) 
Beweis: Wir betrachten zunichst den Spezialfall, da8 die Funktion z = f (¢) 
das Innere des Einheitskreises |£|< 1 auf ein beschriinktes gewéhnliches 
Polygon abbildet. Dann ist 


z= f(¢) C-f I(t—«,)*' dt. 


» v= 
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Das Integral © laBt sich fiir r < 1 in analoger Weise wie beim Beweis von 
Satz 12 in den Ausdruck (43) umformen und durch elementare Integrations- 
methoden findet man 

ys 4 

j ev 

0 


r? — rcos ¢ 
: dq 
1+ r?—2rcos¢ 





2x 2 . 

: r? — rcos ¢ . : 

| cos ¢ — d g rz fiir rf « l m 
a 1+ r?—2rcos¢ 


Beriicksichtigt man noch, daB 


f” (0) ad ‘ 
—— a (a, — 1)é, 
f (0) Bas 


so folgt unmittelbar Satz 13 fiir den Spezialfall der Polygonabbildung. Die 
allgemeine Aussage von Satz 13 ergibt sich wie bei Satz 12 durch Approxi- 
mation einer analytischen Kurve durch gewohnliche Polygone. 
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Ideals of Meromorphic Functions 
of Several Complex Variables. 


By 
Sty Hrrorumaru and Osamu K6ra in Tokyo. 


Introduction. 


Recently, Messrs. H. Cartan [4], [5]') and K. Oxa [7], [8] have deve- 
loped the theory of ideals of holomorphic functions of several complex va- 
riables as a generalization of the “Cousin problems’’, and shown the solva- 
bility of these problems in a domain of regularity (Regularititsbereich). 
Their results are of the highest importance in the theory of analytic functions 
of several complex variables. 

In the present .paper, we shall consider the fractional ideals (gebrochene 
Ideale) of meromorphic functions in place of the integral ideals of holomorphic 
functions in the above theory. In most part of our theory, we may apply 
the method of multiplying the ideals with an integralizator, and reducing 
thus the problems to the known case of integral ideals. But in dealing with 
the inverse-ideals or the ‘‘first Cousin problem” (Theorem 5), we need more 
intensive considerations. After this, we shall apply the results to the “‘class- 
group of ideals’’. Our final result shows that the interest in considering the 
class-group of ideals is rather limited in case n= 2, unlike the case n = 1 
studied by O. F. G. Scuriiine [11]. But it may not be meaningless to in- 
vestigate to what extend such method is effective. 

Throughout this paper, we always consider the space of n complex va- 
riables z,,..., Z,, and write merely z instead ofz,,..., 2, for simplicity’s sake, 
and also a,b,c,... for the points of the space. Without special remarks, 
f,9,h, p,q,... mean the holomorphic functions; ¢, y, 7,... the mero- 
morphic functions; 3, 8, ... the ideals of holomorphic functions; a, b,... the 
ideals of meromorphic functions, and U, ’, W, X, Y, ... the neighbourhoods 
or open sets. The domains we consider are always assumed to be finite and 
univalent. All the functions are assumed to be one-valued. 

The authors express their hearty gratitude to Prof. H. Bennxe for his 
valuable comments. 

Contents. 
D2finitions and preliminary properties. 
Tae bundle (faisceau) of ideals. 
Main Theorems. 
4. On the class-group of ideals. 


‘ 


§ 
§ 
§ ; 
§ 


i. 
y 
3. 


§ 1. Definitions and preliminary properties. 


We denote by ©, the ring consisting of all functions holomorphic in a 
subset A, i. e., holomorphic in some neighbourhood of A of our z-space. Mainly 
after SreGEL [12], we shall use the following terminologies. 


1) Numbers in brackets refer to the bibliography at the end of this paper. 
Mathematische Annalen. 125. 9 











120 


S. Hrrorumatu and O. Kéra: 


We say that { ¢ D, divides g ¢ D, and write f |g, if there exists a function 
h € D4 such that f -h = g. A function holomorphic and never vanishing in A, 


i. e., a factor of 1 is called a unit in A. A set of functions f,, f,, ...€ 04 not 
all of which are zero, is called coprime in A, written (f,, f,, ...) = 1 or more 
exactly (/,, fe... -)4 = L, if there is no common divisors other than the units 
in A 


A function @(z) is said to be meromorphic in a domain D, if it satisfies 
the following conditions: 

M1°. @(z) is defined and holomorphic in D up to its singular variety £. 
E is closed and nowhere dense in D, and for every neighbourhood U of an 
arbitrary point a on EZ, U — E is connected. 

M2°. At every point a of D, there exist a neighbourhood U, and two 
functions p,, g, holomorphic and coprime in U, such that p,=q,- gy in U,— E. 

p, and q, are called the local numerator and denominator of — (z) at a respec- 
tively. They are determined up to the units at a. The function q, - ¢ is pro- 
longeable holomorphically all over U, including £. 

If we have two functions p,,q, and a neighbourhood U, at every point 
a of a domain D, such that p, and g, are holomorphic and coprime at every 
point in U,, and that the function p, q,/q, p is a unit in U,7\ U, unless U,1\ U, 
is empty, then such a system ©: {g, = p,/q,; U,} is called second Cousin 
distribution of meromorphic functions in D. If for such C, there exists a func- 
tion g meromorphic in D such that g/g, is a unit at a for every point a < D, 
we say that is a solution of the given Cousin distribution C. If we have 
always the solution for any given second Cousin distribution C in D, we say 
that D is of the Cousin-type?). 

It is well-known that?) 

Lemma 1.1. For a second Cousin distribution of meromorphic functions 
{Pa/lQa; Ug} in D, the systems {p,; U,} and {q,; U,} form second Cousin distri- 
butions of holomorphic functions in D. 

Hence, for a function @ meromorphic in a domain of regularity D, we 
have a second Cousin distribution € consisting of its local denominators. 
Taking an arbitrary function g + 0 from the solution-ideal of €*), we have 
h=g- p€ Dp, which implies the following: 

Lemma 1.2. The family &p consisting of all the meromorphic functions 
in a domain of regularity D form a field which may be considered as the quotient- 
field of the domain of integrity Dp. 

It is well-known that if p, g are two distinguished polynomials (ausgezeich- 
nete Pseudopolynome) of z, in ©,, ¢| pimplies the existence of a distinguished 
polynomial h of z, such that p = q -h5). From the Weierstrass’ preparation 
theorem (Vorbereitungssatz)*) and this fact, we have easily the following: 

Lemma 1.3. The ring Dp is integrally-closed (ganz abgeschlossen) for any 
domain D. 


*) As for the Cousin problems, see for example, BEHNKE-THULLEN [2], Chap. V, and 
SEHNKE-STEIN [1]. 

*) See for example, Srecet [12], p. 16. 

*) Cartan, H. [5], Theorem 3ter, p. 60. See also Theorem 1 in the present paper. 

*) Oscoon, W. F. [9], “Satz 3”, p. 101. 

*) See W. F. Oscoop [9], Chap. II, §2; Bocuner-Marrrin [3], Chap. IX, § 1; or 
Srecet [12], Chap. I. 











Ideals of Meromorphic Functions. 121 


From the theorem of unique factorization in ,’), we obtain the following 
two lemmas. 


Lemma 1.4.8) When a domain U is of Cousin type, a finite number of 


functions f,,..., fm are coprime in U, if and only if they are coprime at every 
point of U. 

Lemma 1.5.°) Jf a finite number of functions f,,..., f, are coprime at a 
point a, there exists a neighbourhood U 3 a in which f,, ..., fm are coprime. 


Next, we give some definitions concerning the ideal. For a while, we de- 
note simply by & or © instead of &p or Dp respectively. 
Let h be a subset of &. If there exists a function y ¢ &, (@ += 0) such that 


g ‘h= i¢ ply bh} Cc §), 


y is called an integralizator of §. A subset a + {0} of & is called an ideal or 
more precisely an ideal in R with respect to ©, if a is a module over © with 
an integralizator. 

The set of all the integralizators of a given ideal a forms with 0 an ideal 
which is called the inverse-ideal of a, written a~!. Two ideals a and 6 satis- 
fying a~! = 6b is called quasi-equal with each other. The quasi-equality is 
an equivalent relation, and the set of all ideals in & classified by this equi- 
valence relation gives rise to ideal-classes. The product of two ideals a and b 
in & is defined as usual, viz. 

m 
a-b={ a —; Wi | 9 | a, y;€b, m * AP 2 
; 
This multiplication of ideals induces in a well-known manner the multipli- 
cation of ideal-classes and the latter forms a group'®) called the class-group 
of ideals. 
If a subset § of & has an integralizator, the family 


m 
, 


[bl ={ Dd ¢; ple, € D, yeh, m ae ee 
} 
is an ideal in & which is called the ideal generated by h in §. If for an ideal 
a there exists a finite number of functions ¢,, . . ., g,, such that 
[Pis--+s Del =a, 
we say that the ideal a has a finite basis {q,,..., Q»}. 


Especially for a subset X of D, and an ideal a in &p, we can construct 
the ideal generated by a in Ry. We shall denote it by (a)y. If X is reduced 
to a point a, we denote it by (a), and call it the ponctual ideal generated by a 
at a, 

We shall say that an ideal is locally-principal, if it generates a principal 
ideal at every point a of D. Also, two ideals a and 6 generating the same 
ponctual ideal at every point of D, are said to be locally-equivalent with each 
other in D. 


*) Oscoon, W. F. [9], “Hauptsatz’’, p. 94. See also Bocnner-Martin [3], Chap. IX, 
Theorem 3. 

*) Srecev [12], Theorem 4, pp. 16—17. 

) For m 2, see W. F. Oscoop [9], p. 95 or Str 
For general m 3, it can be proved by induction. 

1°) VAN DER WAERDEN [13] IT, § 105, p. 94. 


EL [12], Theorem 3, pp. 9—10. 


9* 
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We obtain easily the following: 
Lemma 1.6. If a and 6 are ideals in Rp, and X C D, we have 


(a)x - (b)y = (a -b)x 


= (a) x C ((a)x)— (= inverse-ideal of (a)y in &,). 


Later we shall prove an important relation (Theorem 6) 


(a*)q = ((@)q)*- 

From a result of H. Cartan”), follows 

Lemma 1.7. If two ideals a and 6 in Rp satisfy (a), = (6), at a point ac D, 
then there exists a neighbourhood U of a in D such that (a)y = (b)p. 

From this and the ascending chain condition (Teilerkettensatz) which is 
valid in ,}*), we have 

Lemma 1.8. For an ideal a in &p and for a point a € D, there exists a neigh- 
bourhood U of a such that (a)p has a finite basis. 

Lemma 1.9. The inverse-ideal of an ideal a in &, is principal. More pre- 
cisely, let g,, . . -, Pm» be a finite basis of a at a, which may be written in the form 


9; = PIG G=1,--.-,m), 
where p;, gj € D, and (p;, gj)g = 1. We have the “greatest common divisor”’ 
p of the numerators p,,..., ~,,, and the “least common multiplier” g of the 
denominators q,, . - -, ¢m'*). Then we have a~! = [q/p]. 

Now we shall introduce the notion of closed ideals. For this purpose, we 
must first define the uniform convergence of a sequence of meromorphic func- 
tions in an ideal. To avoid the complication caused from the singularity of 
indeterminacy"), we define the uniform convergence, as that of the sequence 
of holomorphic functions obtained by multiplying an integralizator to the 
original sequence. This definition does not depend upon the special choice 
of the integralizator, because of the following: 

Lemma 1.10. Let {f,} be a sequence of holomorphic functions in a domain D 
and g = 0 be a holomorphic function in D. If the sequence {gq - f,} converges 
uniformly to a function h in every compact subset of D, the sequence {f,} itself 
converges uniformly to a function f holomorphic in D, in every compact subset 
of D and we have h = g - f. 

Proof. Let F be the point-set on which g vanishes. We may assume that F 
is not empty, for otherwise, this lemma is trivial. We can easily show by Weier- 
strass’ preparation theorem®) and the maximum-modulus principle, that the 
sequence {f/,} is uniformly bounded in a neighbourhood of any point a on F, 
and a fortiori, in every compact subset of D. Hence by a theorem on the 
removable singularities'5), the function h/g = f is holomorphic all over D and 
by Stieltjes’ theorem"), the family {f,} converges to fin every compact subset 
of D. Thus our statement is proved. 

™) Cartan, H. [4], Corollary 2 of Theorem «, p. 194. 

2) Ricxert [10]. See also Bocuner-Martin [3], Chap. X. 

*) VAN DER WAERDEN [13] I. § 19, “Aufgabe 7”, p. 66. 

‘*) I. e., ausgezeichnete Singularstelle 2. Art. We are indebted for this terminology 
to S. Bocnner; Functions of several complex variables, Princeton Lecture (Mimeo- 
graphed note, 1936). 

*) Osaoon, W. F. [9], “Satz 1”, p. 191. Another proof is given in BocHNER-Mar- 
TIN [3], Chap. VIII. 

1*) See for example, P. Monret: Lecons sur les familles normales de fonctions ana- 
lytiques et leurs applications. Paris, p. 246 (1927). 
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If we denote the uniform convergence defined above by 9,>9, we see 
easily that g,>qg and y,>y imply g, + y,>o + y and g,-y,>9 - y. 

Then, for an ideal a in &p, the collection of all the functions » which 
are represented as the uniform limits of functions g, in a viz. y,>q, forms 
also an ideal in &p, which is called the closure of a, written @!7). If a=a 
we say that the ideal a is closed. Especially, we shall say that an ideal is pseudo- 
principal if it is closed and locally-principal. 

From the definition, we have easily, 

Lemma l.ll. @- a= 9-4; a-b=4@-b and (@)-!=a-! = (a>), espe- 
cially, a~1 is always closed. 


§ 2. The bundle (faiseeau) of ideals. 


After H. Cartan [5], we introduce the notion of the bundle of ideals. 

Let there correspond an ideal fy in Ry to every open subset X in D. If f 
satisfies the following conditions B1°, B2°, f is called a bundle of ideals in D. 

B1°. XC Y implies (fy), C fx, 

B2°. For every point a ¢ D, there exist a neighbourhood U, and a function 
g, called the local integralizator at a which is holomorphic in U,, and inte- 
gralizes all the ideals fy, X being contained in U,,. 

In our present case, the condition B2° is indispensable, as easily shown 
by an example, but if f satisfies the condition: 

B3°. There exists a function g +0 holomorphic or meromorphic in D 
such that g - fy C Dy for all X, 

the condition B2° is trivially satisfied. The function g in B3° is called a 
uniform integralizator of f—. Of course there exists a bundle without uniform 
integralizator. 

For a bundle f of ideals, the family, 

fa = VU {(fxdes XS a= VU {(fx)ai Ugd> X 3 a}, 
= x 

is an ideal in &,, which is called the ponctual ideal generated by { at a. By the 
ascending chain condition in ,}%), 

Lemma 2.1. For every point a ¢ D, there exists a neighbourhood X such that 


a 


i. = (fy), for all open sets ac YC X. 

Especially, if there exists a neighbourhood U 3a which satisfies not only 
i. = (fo)e but also f, = (fr), for all points 6¢ U, we say that f is a coherent 
bundle 

Later we shall prove that a coherent bundle in a domain of regularity, 
has always a uniform integralizator (Theorem 7). 

Let a be an ideal in Kp. Putting 

fy = ((a)x)~1 (= the inverse-ideal of (a)y in Ry) 

for every open subset X of D, this f defines by Lemma 1.6, a bundle of ideals 
in D with uniform integralizator. We call it the inverse-bundle of ideal a. 

Lemma 2.2. (Fundamental Lemma). The inverse-bundle § of an ideal a 
is coherent, and satisfies the relation 


3 ((a),)~? 
at every point a. 


17) Compare with ScHILiine [11] or H. Cartan [5]. 
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Proof. (i) First we shall prove the last half. It is evident that for a neigh- 
bourhood X of a, 

fa = (Fxda= (((@).x) 4), C ((@)Q) 

by Lemma 1.6 and 2.1. On the other hand, let g and ¢,...., @,, be the local 
basis of ((a),)~! and (a), respectively, (Lemma 1.8 and 1.9), we have a neigh- 
bourhood U of a in which 

1°. P Prr-+-> P Pm are holomorphic and [9,,---; Pmlo = (a)u- 

Therefore g integralizes the ideal (a), and so we have @ € ((a);)~! = fy Cf, 
which implies that f, > ((a),)~?. 

(ii) Next we can take a neighbourhood U of a, satisfying the followings 
in addition to the above 1°, 

2°. U is chosen as a direct product of circles in order that U may be a do- 
main of regularity and of Cousin type. 


3°, @P Q,--+> P Pm are coprime at every point b¢ U (by Lemma 1.4 
and 1.5). 

4°. (fy). = ta: [@lu = Te (by Lemma 1.7 and 2.1). 

Then we have @€ (fy), Cj, for every point b¢ U. But since jf, itself is 
also principal from (i), denoting by y the base, we have ¢ h-w at b where 


h€ D». Here, h must be a unit at b, for otherwise, h divides the functions @ ¢ 
at 5 contradicting the condition 3°. Thus we obtain 


if | y lb | q lp (T, yy, 


which proves our assertion. 


§ 3. Main Theorems. 


Now we have the following Theorems which generalizes the results by 
H. Cartan and K. OxKa!*). 

Theorem 1. Let { be a coherent bundle of ideals in a domain of regularity D. 
Then there exists one and only one closed ideal a which generates the same ponctual 
ideal generated by the given bundle § at every point a of D, viz. 

(Q)q = fa: 

Theorem 2. Let a be a closed ideal in a domain of regularity D and y € Xp. 
If p € (a), for every point a ¢ D, we have  € a. 

Theorem 3. An ideal a and its closure & are locally-equivalent. Two ideals 
in a domain of regurality D are locally-equivalent if and only if their closures 
coincide with each other. 

Theorem 4. A domain of regularity D is of Cousin type if and only if every 
pseudo-principal ideal in D is principal. Especially if n = 1, all closed ideals 
are principal’), 

Theorem 5. The first Cousin problem for ideal is always solvable in a do- 
main of regularity, even in the meromorphic case. More precisely, let a be an 
ideal in Rp and suppose that there exist a function y, and a neighbourhood U, 


for every point a of D such that w, is meromorphic in U,, and yw, — wp € (a)p, 


18) The correspondence of these Theorems with the former results in the case of inte- 
gral ideals is as follows: Theorem 1 corresponds to H. Cartan [5], Theorem 3 ter and 
K. Oxa [7], [8] Problem E; Theorem 2 to H. Cartan [5], Theorem 4 ter and K. Oxa [7], 
[8] Problem C,; Theorem 3 to H. Cartan [4], Corollary 1 of Theorem « and 8. Hrro- 
rumatu [6] II, Theorem 2; Theorem 4 to 8. Hrrorumatvu [6] II, Theorem 1; Theorem 5 
to (for holomorphic ya) H. Cartan [5], Theorem 9 ter and K. Oxa [7], [8] Problem C,. 
‘*) This last statement was given by ScHILiine [11], Lemma 3. 
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unless V = U,/\ U, is empty. Then there exists a function y meromorphic in D 
which is called the solution of {w,; U,} such that y — y,€ (a), for every point a€ D. 

The Theorems 2, 3 and 4 are easily reduced to the known case of ideals 
in Dp, by multiplying an integralizator. For Theorem 1, the same holds, 
provided that f has a uniform integralizator. For the genera! case, we shall 
prove later. The uniqueness of a follows from Theorem 3. 

Proof of Theorem 5. Multiplying an integralizator of a, we can reduce 
to the case for ideal 3 in Op, but wy, may not be holomorphic. We have an 
increasing sequence of compact polyhedral domains P, converging to D*®). 
Since the ideal 3, = (3)p, generated by 3 in P, has a finite basis”) and then 
is closed *), we have functions y” meromorphic in P, such that y® — yw, € (3), 
for all points a¢ P,*%). From the fact y°+” — wy € (3), = (3,), at every 
point a of P,, we have y+!) — yw € 3, by Theorem 2. Now we construct 
by induction, a sequence of functions 7 such that 7 — wy € 3, and a for- 
tiori y+ — y €9,, and that [y+ — y|< 1/2” in P,. First put 7 

wy). Then assume that 7), ..., 7°) have already been determined. Since 
we have y* +) — y € 3, = (3,, 1)p,, and since 3, + 1 has a finite basis f,, . . 
fn €& Op,, 7), we have 


“> 


m 
x = Sc; f; where c, Dp,. 
j=1 
By the famous Weil-Oka’s approximation theorem*), we -have functions 
b; € Dp such that 


yp a = 


jc; — b;|< 1/2?-M-m in P, 
where M= Max [sup {|f; (z)|; 2 € P,}]. Then the function 7°+) = y+) 
] Ba ceap 


>») 6; f; satisfies our conditions, because it is evident that 7+) — yl?) 
; l 

3,4, and we have in P,, 

av + 1) a(¥) » de = , 
xe P— x] =| 2’ (G — &) fl 


Then the series 


gf) 1 (yo? — x) 1 (y— y) | l (7 = f) 1 


converges uniformly in every compact subset of D*5). Denoting by yw the limit 


2°) A polyhedral domain or “analytisches Polyeder” means a closed domain with the 
form {z) | pe(z)| 1, k=—1,...,m}, where pe © Op. This fact is well-known as a necessary 
and sufficient condition in order that a domain D may be a domain of regularity. The 
necessity used here follows easily from the regular-convexity of a domain of regularity. 
See BEHNKE-THULLEN [2], Chap. VI or BocHneR-Mart1n [3], Chap. V. 

*1) CarTAN, H. [5], Corollary in § 26, p. 56. 

*2) CarTAN, H. [5], Theorem 11, p. 62. 

3) One of the authors has remarked this previously (S. Hrrorumatu [6] I, Theorem la). 
To prove this, we cannot use a method analogous to H. Cartan [5], Theorem 9 bis 
p. 56, where wa are holomorphic, since we cannot extend a meromorphic function from a 
polyhedral domain to a polycylinder of higher dimensional space in general. But fortu- 
nately, the differences ya — y» are all holomorphic in our present case. Therefore we 
can prove it by using the method analogues to H. Cartan [4], Chap. XII, Lemma A, 
which is named “Heftungssatz” by K. STEIN in his paper on Cousin problem. 

**) See for example, H. Cartan [4], Chap. XII. Lemma C, p. 189. 

*) In this case, the integralizators of the partial sums depend upon the compact 
subdomain of D, but the Definition of the uniform convergence given in § 1 is also appli- 


3 
cable. 
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of this sequence, this y is the very solution of our problem! Because, for 
every point a ¢ D, there exists a number y such that a¢ P,. Since 

x 
i on v 


n=O 


+ y+ 1) 


(1 form) + (4 — yO) 
converges uniformly in P,, and since the ideal 5, is closed**), the function 
y — y belongs to 3,C (3),. Also we have already y — wy, € (3), hence 
y — wa € (3), which proves our assertion. 

Next, we shall show the following result announced above. 

Theorem 6. If D is a domain of regularity, we have 


(a—*), = ((a),)™ 


for every ideal a in & p and for every point a of D. 

Proof. Since (a~!), < ((a),)~* is evident by Lemma 1.6, we have only to 
prove the inclusion of inverse direction. By Lemma 2.2, the inverse-bundle f 
of the ideal a is coherent and has a uniform integralizator. Hence we have 
an ideal 6b in &, such that (6), =f, = ((a),)~! for every point ac D. We 
have bc a“, for if y and @ are arbitrary elements of b and of a respectively, 
we have 

pm - wp € (a), - ((a),) *C D, 


at every point a of D, which implies  - y € Dp,» and then wy ¢ a~!. Therefore 
we obtain ((a),)~! = b,c (a~'), which proves our Theorem. Also we have 
6 = a~! by Theorem 3. 

Last we shall complete the proof of Theorem 1. For this purpose, we have 
only to prove the following 

Theorem 7. Every coherent bundle § of ideals in a domain of regularity D 
has a uniform integralizator. 


Proof. At every point a of D, we have a neighbourhood U = U, such 
that (fy).=f, for every point c¢ U. Without loss of generality, we may 


assume that U is a domain of regularity and of Cousin type, by choosing it 
as the direct product of circles. We construct the inverse-bundle q of f, in U. 
By Lemma 2.2 and 1.9, g,. = ((fy).)~! = (f.)~! is principal, and denoting by 
@, = h./g, its base, where g,, h. € D, and (g,, h,), 1, the system { ¢,}. and then 
by Lemma 1.1, {g,} and {h,} are second Cousin distributions in U. Hence 


there are the solutions q, and p, of {g,} and {h,} respectively. p, and q, are 
coprime at every point of U, and putting y, = p,/q,, we have 


[Paldale = [Wale = [oe]. (j.)~! (ce € UD), 

which implies p, -{,C D,. Now for every point a ¢ D, we associate this function 
y, With the neighbourhood U,= U. Unless U,-U, is empty, we have 
[wa] (j.)~* = [wp], for every point ¢ ¢ U,- U,, which implies that y,/y, is 
a unit in U,-\U,. Therefore the system {y,; U,}, and then by Lemma !.1, 
©: {p,; U,} are also a second Cousin distributions in D. Take a function f + 0 
irom the solution-ideal*) of €. This / is a uniform integralizator of *! For 
otherwise, there must exist an open set X c D, a point a¢ X + funccion 
g Ty s such that f yp ¢ ®), contradicting to the fact 


J [Pa ls Ga Wa 1 t a (T,) 


Thus our Theorem is completely proved 
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§ 4. On the class-group of ideals. 


Throughout this last section, we always assume that the domain D is a 
domain of regularity. 

From Theorem 6, we deduce easily the following facts: 

1°. Two ideals a and b in &p are quasi-equal if and only if (a), and (6), 
are quasi-equal in §, for every point a of D. 

2°. An ideal 3 in Dp with a finite basis f,, ..., f,, is quasi-equal to Dp if 
and only if f,,..., f,, are coprime at every point of D. 

3°. a—1l is always pseudo-principal. 

4°. If a is locally-principal, we have a -a~! = Dp. 

5°. An ideal a is locally principal if and only if @ = (a~*)~!. Especially 
an ideal a is pseudo-principal if and only if a = (a~*)—!. Therefore, two pse udo- 
principal ideals are quasi-equal if and only if they coincide with each other. 

These facts will be described as follows. 

Let G be the collection of all the pseudo-principai ideals in Rp. We define 
the o-multiplication of two ideals a, 6 € Gas aob =a -b. Furthermore, let K 
be the multiplicative group consisting of all the elements of Rp except 0. We 
define two elements gy, y € K as equivalent, when the ratio g/y is a unit 
in D, and then we obtain a group H of equivalent classes of K. For every 
element ® ¢ H, we associate a principal ideal pp = [gy] with g¢@®, which 
does not depend upon the special choice of m from ®. Then we have: 

Theorem 8. The family G forms an abelian group by the above o-multi- 
plication whose neutral element is Dp and the inverse of a is a~*. This group G 
is isomorphic to the class group of ideals in Rp. The group H is embedded into G 
as a subgroup of G by above correspondence G3 po + © ¢ H. H coincides with G 
if and only if D is of Cousin type). 

Now, for the analytic variety V in a domain of regularity D with local 
dimension (n — 1), there corresponds one and only one pseudo-principal ideal 
having V as its zero-manifold?’), Therefore G corresponds in one-to-one 
manner to the collection of all the analytic varieties with complex dimension 
(n 1) 

In case n= 1, SCHILLING proved that two closed ideals are quasi-equal 
if and only if they coincide with each other®*). The corresponding fact for 
n => 2 does not hold true, unless these two ideals are pseudo-principal. This 
is easily shown by an example of two ideals a = [1] and b = [z, y] for the 
whole finite space of two complex variables x and y. Indeed, the quasi- 
equality is but a very rough classification, since it does not distinguish the 
analytic varieties whose dimensions are less than (n — 2). More decisively, 
we have: 

Theorem 9. A prime ideal % in Op is either quasi-equal to Dp or pseudo- 
principal, and §% satisfies these two conditions simultaneously if and only if 
$= Op. 

Proof. From ($~')—! - (-! -B) c BP. we have the fact that a prime ideal ¥ 
is either quasi-equal to Dp) or $ = (B-1)-1). Then, this Theorem follows 
from the above statement 5°. 





26) This last statement is nothing but another formulation of Theorem 4. 


2?) CarTAN, H. [5]: Theorem 7 ter. Another proof is given in K. Oxa [8]. 
*8) SCHILLING [11], Theorem 1 ff., p. 950. 
**) VAN DER WAERDEN [13] II, § 105, 19°, p. 96. 
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Zur Grundlegung der Wahrscheinlichkeitstheorie. 
Von 
Hans Ricnter in Freiburg i. Br. 


Teil I. Vergleichende Betrachtung bestehender Theorien. 
§ 1. Einleitung. 


Jeder Versuch eines Neuaufbaues der Wahrscheinlichkeitstheorie ist gleich- 
zeitig eine Auseinandersetzung mit den bereits vorhandenen Begriindungen 
dieser Disziplin. Wenn wir diese Auseinandersetzung im vorliegenden Teil I 
dem eigentlichen Neuaufbau vorausschicken, der erst in den weiteren Teilen 
durchgefiihrt werden soll, so mége hierin das Eingestandnis der starken Be- 
einflussung unserer Theorie von den bereits vorhandenen und der Ausdruck 
des Willens gesehen werden, die letzteren mit der unsrigen zu vereinigen. 
Wir gehen dabei davon aus, daB jede Wahrscheinlichkeitstheorie die Frucht 
langer gedanklicher Arbeit ist, und daB man daher hoffen kann, Allgemein- 
giiltiges zu finden, wenn man das Gemeinsame der verschiedenen Theorien 
sucht und sich nicht in der vorzugsweisen Aufdeckung von ,,Fehlern“ er- 
schépft. Wir méchten die Meinung vertreten, daB man durch eine griindliche 
kritische, aber nicht polemische Verfolgung der in den verschiedenen Theorien 
teils ausgesprochenen und teils als se!bstverstandlich unterstellten Gedanken 
zu allgemein anzuerkennenden Grundsitzen kommen kann, die bei jedem 
Neuaufbau zu beriicksichtigen sind. Derselbe ist dann sicher in verschiedener 
Weise, insbesondere nicht nur in der von uns vorzulegenden Form méglich. 


§ 2. Gemeinsamkeiten der bestehenden Theorien. 


Von M. G. KENDALL wurde bereits darauf hingewiesen!), daB die beiden 
heutigen durch die Namen Mises und JEFFREYS zu bezeichnenden Haupt- 
richtungen der Wahrscheinlichkeitstheorie durchaus nicht so unverséhnlich 
miteinander sind, wie dies zunichst den Anschein hat. KENDALL zeigte, daB 
jede dieser beiden Richtungen Gedanken der anderen itibernehmen muB, so- 
bald man das Gesamtgebiet der direkten und indirekten Wahrscheinlichkeits- 
theorie ins Auge faBt. Wir wollen uns nun jedoch zunichst auf das Gebiet 
der direkten Wahrscheinlichkeitstheorie beschranken, worunter wir die Ein- 
fiihrung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes (W.-Begriffes) und der beiden 
Hauptsitze — Additions- und Multiplikationssatz — verstehen. 

Hier 14Bt sich nun sofort bemerken, daB man in jeder W.-Theorie die formel- 
maBige Niederschrift dieser beiden Siaitze so deuten kann, daB die W. zu einer 
additiven Mengenfunktion in einem Mengenkérper (bzw. zu aufeinander be- 
zogenen additiven Mengenfunktionen in einer Menge von durch gewisse Re- 
lationen verbundenen Mengenkérpern) wird. Jede W.-Theorie enthalt damit 
auch einen ma&theoretischen Teil, der aber eigentlich nur als Axiomatik der 
W.-Rechnung erscheint, die aus gegebenen W.en andere abzuleiten gestattet. 


1) KenpALL, M. G.: On the reconciliation of theories of probability. Biometrika 36, 
101—116 (1949). 
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Hinzu miissen dann noch Axiome treten, die diese rein abstrakten Mengen- 
kérper mit der Erfahrungswelt in Beziehung setzen und damit die W. zu einem 
Ordnungsbegriff machen, mit dessen Hilfe ein Teil der Erfahrungswelt erfaBt 
werden soll. Diese Axiome erfiillen erst die maBtheoretische W.-Rechnung 
einerseits mit dem Inhalt, auf den sie zugunsten der formalen Strenge ver- 
zichtet hatte, und begriinden andererseits die Anwendung gerade dieses Zweiges 
der reinen Mathematik bei der W.-Setzung. Erst damit wird die W.-Rechnung 
zur Theorie der W. In der Tat pflegen durchaus die Vertreter der rein maB- 
theoretischen Fundierung nachtriglich derartige Beziehungspostulate zur Er- 
fahrungswelt hinzuzufiigen?). Damit haben wir 

These I. Jede W.-Theorie enthilt eine rein maftheoretische Azxiomatik 
(W.-Rechnung). Sie enthilt auBerdem Axiome, die die W. zum Ordnungsbegriff 
fiir die Erfahrungswelt machen (Theorie des W.-Begriffs). 

Das maBtheoretische Substrat der verschiedenen Ansitze unterscheidet 
sich im wesentlichen nur durch die verschiedene Allgemeinheit der zugrunde 
gelegten Mengenkérper. Dagegen liegen wesentliche Unterschiede in den ver- 
schiedenen Theorien des W.-Begriffs und in den hieraus flieBenden Begriin- 
dungen fiir die Einfihrung der additiven Mengenfunktionen. Zunichst ins 
Auge fallen hier die beiden folgenden Punkte: a) Verschiedenheit des mit W.en 
belegten Teiles der Erfahrungswelt; b) subjektiver oder objektiver Charakter 
der W. 

Die Unterschiede beim erstgenannten Punkte erscheinen als fast uniiber- 
briickbar, wird doch die W. in den verschiedenen Ansitzen zugeordnet : 

«) den Ergebnissen des Ablaufes von Naturgeschehen, 

B) den Ergebnissen sowie den hieraus gebildeten Ereignissen von Ex- 

perimenten, 

y) den aus einer unbegrenzt gedachten Wiederholung des Experimentes 

entstehenden Kollektiven, 

6) den Voraussagen iiber das Ergebnis von Experimenten bis zu Aussagen 

verwandt erscheinender Natur (wie ,,Casar war in GroBbritannien‘), 

e) allen Aussagen tiberhaupt. 

Sehen wir zunichst von dem in b) genannten Unterschiede ab, so ist ge- 
meinsam, daB die W. einerseits nur fiir diejenigen Ergebnisse Erkenntniswert 
hat, die als noch nicht eingetreten gelten, und andererseits fiir diejenigen Aus- 
sagen, die nicht bereits verifiziert oder falsifiziert sind. Fiir die Auffassungen «) 
und £) folgt hieraus, daB nicht nur der Naturvorgang oder das Experiment 
charakterisiert sein muB, sondern auch die Menge der Ergebnisméglichkeiten 
zu geben ist, um iiberhaupt mit W.en belegt werden zu kénnen. Die Ergebnis- 
méglichkeiten hingen aber von der Methode ab, mit der man sie feststellen 
will, die also prinzipiell mitgegeben sein muB, wenn sie auch meist als bekannt 
unterstellt und daher verschwiegen wird. Damit werden die Auffassungen «) 
und #) im folgenden Sinne identisch: Man muB8 eine Vorschrift haben, die 
den betrachteten Naturvorgang oder das Experiment charakterisiert und die 
bereits die Menge der Ergebnisméglichkeiten vorschreibt, die mit W.en be- 
legt werden sollen. Wir wollen eine solche Vorschrift eine Versuchsvorschrift H 
nennen; sie kann genereller Natur sein (Vorschriften iiber den Aufbau eines 
Experimentes und die zu erfolgenden Ablesungen), sie kann die Verwendung 
spezieller Dinge vorschreiben, sie kann aber auch nur darin bestehen, die 


*) Vgl. z. B. A. Kotmocororr: Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Erg. 
Math. Berlin 1933, S. 4. 
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Registrierung des Ergebnisses eines ablaufenden Vorganges vorzunehmen 
(z. B. die Anzahl der Gewitter in einem vorgegebenen Zeitraum zu zaéhlen). Von 
H wohl zu unterscheiden ist ihre Realisierung A in Raum und Zeit). Ai hat 
nur ein Ergebnis; eine W.-Belegung wird sinnlos, bzw. trivial. Die eigentliche 
W.-Belegung bezieht sich daher auf das Ereignisfeld von H. Mit der Unter- 
scheidung zwischen H und H verliert auch der Unterschied zwischen f) und y) 


seine Schirfe: In y) wird angenommen, daB H unendlich viele H besitzt, 
bzw. werden nur solche H betrachtet, fiir die wenigstens gedanklich die Exi- 
stenz unendlich vieler A und damit die des Kollektivs vorausgesetzt werden 
darf, mit dessen Hilfe dann der W.-Begriff eingefiihrt wird. Durchaus werden 
auch hier die W.en zu einer Belegung des Ereignisfeldes von H. Jedem Er- 
eignis H\H, das zur Versuchsvorschrift H gehért, laBt sich andererseits ein- 
eindeutig die Aussage zuordnen, daB bei einer Realisierung A gerade E\H 
eintreten wird. Damit erhalten auch diese Aussagen eine W.-Belegung. Die- 
selbe ist urspriinglich fiir die Auffassungen 6) und e); fiir die Auffassungen «), 
B), y) hat sie die Bedeutung einer W., da8 die Aussage sich als richtig erweisen 
wird. Doch ist dies auch gerade der Sinn der W.-Belegung in 6) und e)‘). 
Wir fassen zusammen zu 

These II. Jede W.-Theorie fiihrt u. a. zu einer Belegung der durch die Ver- 
suchsvorschriften H vorgegebenen Ereignisse E|H und damit zu einer Belegung 
der Aussagen, dap bei einer Realisierung Hi das E\H eintreten wird. Die W. 
ist deutbar als Grad der Richtigkeit dieser Aussage. 

Die Tatsache, daB in den verschiedenen Auffassungen auBerdem noch 
andere Elemente auBer unseren Z|H der Erfahrungs- oder der Aussagenwelt 
mit W.en belegt werden, ist nach der Erkennung dieses gemeinsamen An- 
wendungsfeldes von untergeordneter Bedeutung; denn man kann nunmehr 
jede W.-Theorie so auffassen, als ob sie zunichst nur fiir die #|H errichtet 
wird. Es ist dann eine weitere Frage, ob man den Anwendungsbereich wider- 
spruchsfrei erweitern kann, wobei Kontroversen iiber die ,,richtige Erweite- 
rung“ prinzipiell unfruchtbar sind. 


Die zweitgenannte Frage nach dem objektiven oder subjektiven Charakter 
der W. ist noch nicht eindeutig gestellt. Teilweise meint man namlich bei 
dieser Unterscheidung lediglich den Unterschied in der Anwendung auf Er- 
eignisse oder auf Aussagen, was wir bei Beschrinkung auf die #|H als un- 
wesentlich bemerkten. Wir fassen daher den gemeinten Unterschied folgender- 
maBen schirfer : 


a) Subjektivistischer Standpunkt: Objektiv (im Sinne von allgemein- 
verbindlich) an der W.-Belegung der #\H ist nur die Struktur dieser Be- 
legung und die Vorschrift zur Anderung der Belegungswerte; dagegen sind die 
numerischen Werte selbst abhingig vom Wissensstande (andere insbes. psy- 
chologische Einfliisse gelten meist von vornherein als ausgeschaltet). 


8) Objektivistischer Standpunkt: Unter den denkbaren Belegungssystemen 
mit der in der W.-Rechnung festgelegten Struktur gibt es ein ,,absolutes 


*) Auf der Vermischung der H mit den i beruhen viele unfruchtbare Kontroversen. 
*) Vgl. z. B. Jerrreys, H.: Theory of probability. Oxford 1948, S. 18; denn die 
Worte ,,g ist wahr“ fiir eine mit W. zu belegende Aussage g kann nur so verstanden werden, 


daB q sich als wahr erweisen wird, setzt also die Verifizierbarkeit oder Falsifizierbarkeit 
von g voraus. 
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System“, das von der realen Welt gefordert wird; d. h. der numerische Wert 
der W. fiir jedes Z|\H ist wie eine physikalische GréBe objektiv festgelegt. 

Die Formulierung unter f) weist bereits darauf hin, daB auch der Ob- 
jektivist die W.-Theorie zunichst subjektivistisch aufbauen kann, indem er 
die W. als urspriinglichen Ordnungsbegriff des Erkennens ansieht und nach 
der Struktur bei einer Mathematisierung des Begriffes fragt. Formal braucht 
also das Postulat von der Existenz eines ausgezeichneten Systems erst nach- 
triglich zu erscheinen. Die anderen — etwa vom Wissensstand abhangigen 
Belegungssysteme der gleichen Struktur werden dann zu subjektiven Surro- 
gaten (Systemen von ,,Schitzwerten“) des unbekannten und zu findenden 
»wahren Systems. Da nun jedes Naturgeschehen mit jeder W.-Belegung, 
die keine Unméglichkeit enthalt, vertraglich ist, muB auch der Objektivist 
in der Praxis von diesen Surrogaten Gebrauch machen. Das Postulat von 
der Existenz des absoluten Systems liefert aber eine einfache Méglichkeit, 
in der indirekten W.-Theorie sinnvoll von der ,, Verbesserung* einer Surrogat- 
belegung zu reden®). 

Die in «) ausgesprochene Auffassung, daB die numerischen Werte der W. 
allein vom Wissensstande abhingen, bedeutet gegeniiber der obigen Auf- 
fassung nur die Verlegung der absoluten W.en fiir eine reale Welt auf solche 
fiir einen idealisierten ErkenntnisprozeB, der bei Vorgabe eines jeden Wissens- 
standes ein bestimmtes Belegungssystem unter den strukturell zugelassenen 
auswahit und damit die numerischen Werte der W.en festlegt. Nun kennt 
aber der Subjektivist gar nicht diese als existent behauptete Funktion iiber 
der Menge aller Wissensstande mit Wertebereich aus der Menge aller méglichen 
Belegungssysteme. Er muB also ebenso wie der Objektivist die voll subjek- 
tiven Surrogate benutzen. Von dem hypothetischen, idealisierten Erkenntnis- 
prozeB wird nur die als allgemeinverbindlich angesehene Methode iibernommen, 
bei einer Wissensvermehrung infolge Beobachtung realen Geschehens die Be- 
legung zu verbessern. Diese Verbesserung kann aber, ohne den subjektivisti- 
schen Rahmen zu sprengen, schlechterdings nur als Konvergenz gegen ein 
W.-System verstanden werden, das einem gedachten unendlichen Wissens- 
stand entspricht. Dies ist aber offenbar nur eine andere Formulierung des 
absoluten Systems der Objektivisten, von dem es sich nur durch das Fehlen 
des formalen Prozesses der Projektion auf eine gesetzte reale Welt unter- 
scheidet*). Wir fassen zusammen zu 

These II]. Bei Beschriinkung des Anwendungsgebietes des W.-Begriffes auf 
die E\H enthilt jede W.-Theorie einen subjektivistischen Teil, der nur die Struktur 
der zugelassenen W.-Belegungen festlegt. Jedes Belegungssystem mit dieser 
Struktur ist ein Schitzsystem eines unbekannten wahren Systems, dessen nume- 
rische Festlegung mittels laufender Verbesserung des Schitzsystems Aufgabe der 
indirekten W.-Theorie ist. 


°) Oft (insbesondere nach Ableitung des Bayesschen Theorems) sprechen Objekti- 
visten auch von einer ,,Verbesserung“ fiir W.en des absoluten Systems. Dies ist aber ein 
Widerspruch in sich. 

*) So spricht H. Jerrreys mehrfach (z. B. S. 147) bedenkenlos von dem ,,wahren 
Wert* des eine vorgegebene Gesamtheit von méglichen hypothetischen W.-Verteilungen 
charakterisierenden Parameters. Im einfachsten Falle des Miinzenwurfes, wo die Hypo- 
thesen durch verschiedene W.-Werte p fiir das Werfen von Kopf charakterisiert werden, 
bedeutet dies offenbar die Annahme eines realen Wertes fiir p. Damit in Ubereinstimmung 
ist seine Auffassung, daB von den konkurrierenden Aussagen iiber den Wert von p eine 
die wahre sei; eine Auffassung, die 8. 24/25 zur Verstandlichmachung des Multiplikations- 
satzes herangezogen wird. 
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§ 3. Unterschiede der Wahrscheinlichkeitstheorien. 


Wir wollen nunmehr auf einige Unterschiede der bestehenden Begriin- 
dungen eingehen. Dabei bleiben wir aber durchaus auf dem Boden der im 
vorigen Paragraphen gefundenen gemeinsamen Plattform: Wir interessieren 
uns nur fiir die direkte W.-Theorie; wir begniigen uns nicht mit der ma8- 
theoretischen Axiomatisierung, sondern verlangen auch eine Theorie des W.- 
Begriffes; wir engen den Anwendungsbereich auf die Z H ein und sehen den 
strukturfestlegenden Teil der Theorie als den zunachst wesentlichen an. Um 
uns nicht in Einzelheiten zu verlieren, wollen wir wieder einige charakteristi- 
sche Ziige herausgreifen, wobei wir uns ebenfalls an M. G. KENDALL anschlieBen 
kénnen, der empfahl’), das Augenmerk auf die beiden folgenden Punkte zu 
richten : 

a) Wird der W.-Begriff aus anderen bekannten Begriffen explizit definiert, 
oder wird er, bzw. ein dquivalenter Begriff, axiomatisch eingefiihrt ? 

b) Welche Uberlegungen fiihren zum Multiplikationssatz ? 

Demgegeniiber erscheint die zu b) analoge Frage 

c) Welche Uberlegungen fiihren zum Additionssatz ? 
von untergeordneter Bedeutung zu sein, da der Additionssatz als unmittelbar 
evident erscheint. Es erhebt sich aber der Verdacht, daB diese Evidenz nur 
durch die Gewéhnung infolge laufender Anwendung der W.-Rechnung ohne 
den Versuch einer Klarlegung des W.-Begriffes entstanden ist, ebenso wie 
dem Nichtalgebraiker die Gleichung 3 - 7 = 7 - 3 evident geworden ist, wihrend 
der Algebraiker sie aus einfacheren Priimissen zu deduzieren fiir notwendig 
halt. Soll naimlich die W. eine Zahl sein, die den Grad der Sicherheit des Ein- 
tretens eines E\H in A charakterisiert (bzw. den Grad der Richtigkeit der 
entsprechenden Aussage), so scheint zunachst nur als einleuchtend, daB die W. 
fiir (Z,+ Z,)|H bei disjunktiven Z#,|H gréBer ist als die der Z,|H. Soll die 
Theorie weiter zu einem Kalkiil fiihren, so wird man noch fordern miissen, 
daB sich die W. von (Z,+ E,)|H in eindeutiger Weise aus denen der E,|H 
berechnet. Aber es ist zunichst gar nicht klar, daB diese Rechenvorschrift 
gerade die Addition ist oder auf die Addition transformiert werden kann’). 
Wir kommen damit zu 

These IV. Die Einfiihrung des Additionssatzes als Axiom ist ein logischer 
Sprung, der durch die Gewéhnung nahegelegt wird, aber méglichst vermieden 
werden sollte. 

These V. Jede W.-Theorie enthilt Axiome, die die Berechenbarkeit der W. 
(bzw. der korrespondierenden GriBe) der Summe von zwei disjunktiven Ereig- 
nissen aus denen der Einzelereignisse fordert. 

Dabei kann eine solche Forderung wie bei G. A. Bannarp und H. JEFFREYS 
axiomatisch eingefiihrt werden; sie kann wie bei der Laptaceschen oder der 
MiseEsschen Definition eine unmittelbare mathematische Folge sein; sie kann 
aber auch sehr verdeckt erscheinen, wie bei L. Vreroris®), wo sie fiir Laplace- 

*) l.c., 8. 109 und ausdriicklicher in einer Diskussionsbemerkung zu einer Theorie 
von G. A. BARNARD: Statistical inference. J. of Stat. Soc. B, Bd. XI, 2, 145 (1949). 

*) Die diesbeziiglichen Ausfiihrungen bei Jerrreys, S. 30, gehen bereits von einer 
additiven W.-Belegung aus und betrachten nur die eineindeutigen Transformierten. Es 
fehlt der umgekehrte Nachweis, daB bei Verwendung einer anderen Vorschrift als der 
Addition mit einer ebenso anderen Formulierung des Multiplikationssatzes eine W..- 


Theorie entsteht, die auf eine solche mit der Additionsregel transformiert werden kann. 


*) Vieroris, L.: Uber den Begriff der Wahrscheinlichkeit. Mh. Math. 52, H. 1, S. 05 
bis 85 (1948). 
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Spiele wie bei der klassischen Definition unmittelbare mathematische Folge 
ist und daher im wesentlichen im Axiom der existierenden Anordnung aller 
Ereignisse aller Spiele und dem nicht ausgesprochenen Axiom der Existenz 
von Laplace-Spielen liegt. 

Die Frage b) wird uns zu einer noch wesentlich tiefer liegenden Erkenntnis 
fiihren. Wir wollen hierbei von der rein mafStheoretischen Begriindung als 
derjenigen ausgehen, bei der die Einfiihrung des Multiplikationssatzes als be- 
sonders einfach erscheint. Andererseits legen die Verfechter der maBtheoreti- 
schen Begriindung nur nebensachlichen Wert auf die Verkniipfung ihres mathe- 
matischen Modells mit der Erfahrungswelt, so daB hier die Auffindung eines 
notwendigen Verkniipfungselementes am leichfesten ist. 

Wir erinnern zunichst an die hier iibliche Definition der ,,bedingten W.‘ 
in einem besonders einfachen Falle?®): 

Wird das Ereignisfeld aufgebaut aus der volistandigen Ereignisdisjunktion 
(x,, y,), » und yu gleich 1 oder 2, so wird definiert: 

(3.1) P (%) = L' p(z y,) und p(y,) = Y p(x» yy) 


_ 


sind bzw. die W.en von z, und y,,. 
(3.2) Pz, (Yu) = P (%,> Yu)/P (%.) 
ist die ,,bedingte W.“ von y, unter der Bedingung z,. 
Aus (3.2) folgt unmittelbar 
(3.3) p(x», Y¥.) = Pp (x,) - Pz, (y,) (Multiplikationssatz). 


Gestellt sei nun die folgende Aufgabe: Es seien zwei Urnen U, und U, 
vorgelegt mit weiBen (w) und schwarzen (s) Kugeln. Bei Ziehung einer Kugel 
aus U, mége die W. py, (w) existieren, daB man eine w Kugel erhalt. Die 
Wahl der Urne geschehe durch Miinzenwurf mit den komplementiren W.en 
p (U,) und p(U,). Welches ist die W. p (U,, w), daB.man eine w Kugel von U, 
erhalt ? Unter Berufung auf (3.3) antwortet man 


p (Uy, w) = p (Uj) Pu, (w) . 


Nun ist diese Antwort zwar unter Bedingungen zahlenmaBig richtig, die 
im allgemeinen als erfillt angesehen werden kénnen. Aber der zu dieser 
Antwort fiihrende SchluB ist fehlerhaft. Wir haben ihn allerdings mit durch 
die im Beispiel benutzte Bezeichnungsweise nahegelegt. Um den Fehler zu 
erkennen, ist es zweckmaBig, W.en genauer zu bezeichnen, indem man mit 
angibt, auf welches Ereignisfeld sie sich beziehen. Nennen wir im Beispiel 
den Gesamtversuch G, den Miinzenwurf W und das Ziehen aus der »-ten 
Urne V,, ferner die entsprechenden Ereignisfelder G, % und ¥B,, so sind in der 
Aufgabe die W.en p (U,|%) und p (w|%,) vorgegeben und p (U,, w|G) gesucht. 
Die Gleichungen (3.1—3) heiBen in unserem Falle in exakter Schreibweise: 


(3.1a) p (U,|\G) = p(U,, w|G) + p (U,, 8|G) 
(3.2a) Po, (w|G) = p(U,, w|G)/p (U,|G), 

und daher 

(3.3a) p (U,, w|G) = Pu, (w|G) - p (U,|G). 


1°) Vgl. A. Kotmocoror?, 8. 6. 
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Die gegebene Antwort hei®t dagegen: 
(3.4) p (U,, w|G) = p (w|®,) - p (U,|B). 


Man hat also in der obigen Antwort noch stillschweigend vorausgesetzt, 
daB gilt: 








(3.5a) p (U,\B) = p (U,|@) 
und 
(3.5b) P (w|B,) = pr, (w|). 


Die Gleichung (3.5a) in Verbindung mit der Definitionsgleichung (3.1a) 
bedeutet, daB p (U,|%®) nicht geindert wird, wenn man nach erfolgter Re- 
gistrierung von W noch einen weiteren durch W beeinfluBten Versuch durch- 
fiihrt und dessen Ergebnis nicht beachtet. Dies ist zwar eine neue axiomatisch 
zu fassende Eigenschaft der W.-Belegungen, kann aber als unmittelbar ein- 
leuchtend akzeptiert werden. Unangenehmer ist dagegen (3.5b). Wenn man 
nimlich voraussetzt, daB (3.5b) richtig ist, so bedeutet dies nach (3.2a), daB 
man voraussetzt, daB gilt: 

p (w|B,) = p (U,, w|G)/p (U,|) 
oder, da man (3.54) als richtig unterstellte: 
p (w|B,) = p (U,, w|G)/p (U,|B). 

Man muB also bereits voraussetzen, daB die Antwort (3.4) richtig ist. Man 
miiBte also (3.4) als Axiom einfiihren"™). Dies ist aber im Rahmen des maB- 
theoretischen Aufbaus fiir Beispiele wie das unsrige unméglich: Eine solche 
Theorie spricht ja nur von Ereignisfeldern als abstrakten Mengenkérpern und 
ihrer W.-Belegung. (3.4) ist eine Relation zwischen den W.-Belegungen von 
Mengenkérpern mit bestimmtem abstrakten Zusammenhang; es ist namlich 
der Mengenkérper @ isomorph zu einem leicht definierbaren Unterkérper 
des direkten Produktes der Mengenkérper % und &%,, und mehr ist im 
Rahmen der MaBtheorie auch nicht formulierbar. Die Einfiihrung von (3.4) 
kénnte also in diesem Rahmen nur so erfolgen, daB bei Bestehen dieses Iso- 
morphismus die Relation (3.4) verlangt wird. Nun kann man aber leicht 
Beispiele von zu Versuchsvorschriften gehérigen Mengenkérpern &’, B’, B; 
bilden, die demselben Isomorphismus wie in unserem Falle geniigen, fiir deren 
W.-Belegungen aber (3.4) verletzt ist. Hieraus folgt, da8 die Begriindung von 
(3.4) auBerhalb des maBtheoretischen Ansatzes zu suchen ist. Sie ist Ausdruck 
einer Eigenschaft nicht der Mengenkérper, sondern der Versuche W und V, 
im Gesamtversuch G: Wir fordern naimlich die Relation (3.4) genau in den 
Fallen, wo W und VJ, in G@ eine Verbindung eingehen, die bei physikalischen 
Versuchen der Vorstellung der physikalischen Abgeschlossenheit der Einzel- 
versuche entspricht. Wir wollen daher diese Eigenschaft ebenfalls physikali- 
sche Abgeschloseenheit'*) nennen auch dann, wenn die Versuche keine physi- 
kalischen sind, und stellen dazu fest: Die physikalische Abgeschlossenheit ist 
ein zunichst undefinierter, irreduzibler Begriff, der der jeder experimentellen 
Wissenschaft immanenten, jedoch stark vorwissenschaftliche Ziige zeigenden 
Vorstellung entspricht, einen Versuch als von seiner Umwelt isoliert betrachten 


11) (3.5a, b) lassen sich dann daraus ableiten. 

12) Abgeschlossenheit ohne Adjektiv ist bereits in der Mathematik als Terminus ver- 
braucht; die naheliegende Bezeichnung «ls reale Abgeschlossenheit ruft unndétige reali 
stische Assoziationen hervor. 

Mathematische Annalen. 125. 10 
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zu kénnen, was beispielsweise in der Relativitatstheorie durch die Konstruktion 

der Zukunftskegel naher prazisiert und gestiitzt wird. Diese Vorstellung (bzw. 

eine dazu aquivalente) muB in einer Theorie der W. mit axiomatisiert werden, 
wobei diese Axiomatisierung notwendig implizit sein muB; d. h. von unserer 
vagen Vorstellung iiber das Wesen der physikalischen Abgeschlossenheit aus- 
gehend werden gewisse Relationen gefordert, die ihr entsprechen und die sich 

nicht zu einer expliziten Definition auflésen lassen. Ohne Einfiihrung der 
physikalischen Abgeschlossenheit wird (3.4) falsch (man kénnte dann nicht | 
einmal mehr die Newtonsche Formel fiir die Binomialverteilung ableiten). 
Wir erhalten somit die besonders wichtige 

These VI. Der W.-Begriff lapt sich nur axiomatisieren, wenn simultan der 
Begriff der physikalischen Abgeschlossenheit axiomatisiert wird. 

In diesem Satze haben wir nun ein auBerordentlich scharfes Kriterium im 
Sinne von M. G. KENDALL vor uns: Eine W.-Theorie, in der der Begriff der 
physikalischen Abgeschlossenheit oder ein aquivalenter fehlt, kann weder 
eine ausreichende Begriindung des Multiplikationssatzes liefern, noch den 
axiomatisch eingeftihrten Multiplikationssatz anwenden, ohne irgendwo eine 
Erklirung schuldig zu bleiben. So wird z. B. bei H. Jerrreys der Multipli- 
kationssatz durch eine Analogiebetrachtung eingefiihrt. Die obige Miinzen- 
Urnen-Aufgabe ist damit aber ebensowenig lésbar wie im maBtheoretischen 
Fall. Unsere Gleichung (3.4) wiirde namlich in der Schreibweise der JEFr- 
rEYsschen Theorie lauten 

P (qr Pp) P (q Pp) P(r q Pp). 

Dabei bedeuten p unser Wissen von der Durchfiihrung des Gesamtversuches G, 
q das Erscheinen der Urne | und r das Erscheinen der Farbe weiB; q p ist das 
Wissen iiber G zusitzlich dem Wissen, daB Urne | erscheint. V6llig offen 
dabei bleibt aber, warum P (gq p) numerisch gleich sein soll zur W. fiir das Er- 
scheinen von Urne | beim Wissen vom Miinzenwurf allein, und erst recht offen 
ist die Gleichsetzung von P (r qp) mit der W., da8B wei8 erscheint bei alleiniger 
Kenntnis iiber das Ziehen aus Urne 1. Diese Gleichsetzungen kénnen nur 
akzeptiert werden unter der stillschweigenden Voraussetzung der Erfiilltheit 
dessen, was wir physikalische Abgeschlossenheit nannten, und erfahren nur 
durch diese ihre Begriindung. 

Interessant erscheint es, in diesem Zusammenhang die bereits zitierte | 
Theorie von L. VieTorts zu betrachten, die ohne einen solchen Begriff wie 
den der physikalischen Abgeschlossenheit auszukommen scheint. Im Gegenteil 
wird der Begriff der Verbindung A 2 B zweier Spiele A und B aus dem Be- 
stehen von Homomorphismen der zugehérigen Mengenkérper erklart. Da 
nun aber aus diesen Homomorphismen gar nichts iiber die W.-Belegung fiir 


f B sich ergeben darf, kann die fiir die Theorie wesentliche Gleichung (0,13) 
a,=(ac2 B)4gop in Anbetracht von Axiom III gar nicht eine Folge des 

Verbindungsbegriffes sein; dies ist um so unmdglicher, als die Erklarung des ( 
Zeichens ,,=“ in (0,12) voraussetzt, daB zwei in der Beziehung ,,=** stehende ‘ 
Ereignisse einem gemeinsamen Spiel angehéren. In der Tat wird bei der . 
Ableitung von (0,13) stillschweigend das Spiel A mit einem aus A 3 durch ; 


Unterkérperbildung von Mengenkérpern definierbaren abgeleiteten Spiel iden- 
tifiziert. Die Zulissigkeit dieser Identifizierung ist ein neues Axiom") tiber 
die Struktur der in der Theorie zugelassenen Spielverbindungen; d. h. es gilt 

13) Wegen (0,12) darf aber dieses Axiom nicht in der Gestalt (0,13) geschrieben werden, 
sondern bendétigt die Einfiihrung eines weiteren Aquivalenzzeichens. 
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nicht fiir alle Verbindungen, sondern nur fiir bestimmte, insbesondere fiir 
diejenigen, die fiir die Ausgangsspiele A und B die physikalische Abgeschlossen- 
heit wahren. Desgleichen treffen die Axiome IV und V nochmals eine Auswahl 
unter den bis dahin zugelassenen Spielverbindungen in Richtung auf den 
Typ der Verbindung mit Wahrung der physikalischen Abgeschlossenheit, fiir 
die sie also eine weitere implizite Definition darstellen. 

Dagegen darf bemerkt werden, daB unser Begriff der physikalischen Ab- 
geschlossenheit in der Misesschen Theorie sehr wohl als ,,unabhangige Ver- 
bindbarkeit nicht nur enthalten"‘) ist, sondern ausdriicklich ein wesentliches 
Element der Theorie darstellt. 

Es erscheint als niitzlich, in diesem Zusammenhang auf den Unterschied 
einiger Begriffe hinzuweisen, die gern verwechselt und mit dem gemeinsamen 
Namen der Unabhiangigkeit belegt werden. Hat man eine bestimmte Versuchs- 
vorschrift H und den zugehérigen Mengenkérper § mit W.-Belegung, so kann 
man innerhalb von § bedingte W.en und hieraus die Unabhingigkeit von zwei 
Ereignissen Z, und 2, aus einem § rein formal definieren. Man kann dann zu 
jedem £, die durch EF, und sein Komplement definierte Unterkérperbildung 
in § durchfiihren und die so entstehenden §, als Mengenk6érper zu Versuchs- 
vorschriften H, auffassen, die aus H durch einen VergréberungsprozeB*>) hervor- 
gehen. Diese H, sind dann aber nicht als physikalisch abgeschlossen gegen- 
einander anzusehen, selbst dann, wenn die EZ, im definierten Sinne in § un- 
abhaingig waren. Man muB also wohl unterscheiden zwischen der Unabhangig- 
keit von Ereignissen aus einem § und der Vorstellung der Unabhiangigkeit 
von Versuchen, die wir eben physikalische Abgeschlossenheit nannten, um 
die Méglichkeit einer solechen Konfusion zu vermeiden. Sie ist jedoch durchaus 
identisch mit dem, was G. A. BARNaRD!"*) die ,,absolute Unabhangigkeit“ 
nennt. Sobald unsere Vorstellung im Rahmen der Axiomatik durch mathe- 
matische Formeln umschrieben wird, ist sie durch einen wissenschaftlichen 
segriff ersetzt, der durch das Bestehen gewisser Relationen implizit definiert 
ist. Eine Relation der genannten Art ist unsere Gleichung (3.4). Dabei er- 
scheint als das Wesentliche an dieser Gleichung vor allem die folgende Aus- 
sage tiber das Wesen der physikalischen Abgeschlossenheit : 

These VII. Werden zwei Versuchsvorschriften unter Wahrung der indivi- 
duellen physikalischen Abgeschlossenheit zu einer neuen vereinigt, bei der die 
Summen der Ereignispaare als Ereignisse gelten, so ist die W. eines Ereignis- 
paares in der neuen Vorschrift eindeutig berechenbar aus den W.en seiner Kom- 
ponenten in den Ausgangsvorschriften. 

Dieser einen Zusammenhang zwischen den Begriffen der W. und der physi- 
kalischen Abgeschlossenheit stiftende Satz scheint bereits unserer vorwissen- 
schaftlichen Vorstellung von diesen Begriffen zu entsprechen und ware inso- 
weit elementar genug, um als Axiom formuliert zu werden. Er kann jedoch 
durchaus durch andere Aussagen ersetzt werden, die ebenso elementar er- 
scheinen, so daB die Axiomenauswahl zum Teil willkiirlich ist. Insbesondere 


‘*) v, Mises, R.: Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre Anwendung in der Statistik 
und theoretischen Physik. Neudruck New York 1945, S. 94. 

*) Naheres siehe Teil IT. 

16) Siehe S. 119. Leider spricht Baxnarp nicht aus, daB nicht zwei beliebige Experi- 
mente unter Wahrung der ,,absoluten Unabhangigkeit“ zu einem Doppelexperiment 
verbunden werden kénnen, sondern daB dies eine Eigenschaft ist, von der wir nur eine 
in der Axiomatik zu prazisierende Vorstellung haben, und deren Bestehen im konkreten 
Falle stets eine zusitzliche Hypothese ist. 
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kann man die in unserem Satze enthaltene Gleichheitsforderung ersetzen 
durch die Forderung der Erfiilltheit eines unendlichen Systems von Ungleich- 
heiten und von zusitzlichen Gleichheiten nur fiir besonders einfache Fille. 
Das letztere Verfahren wird in denjenigen Theorien angewendet, die auf den 
rein logisch gemeinten ,,Eher-Begriff* zuriickgehen (z. B. G. A. BARNARD und 
L. Vreroris); es hat jedoch den Nachteil, entweder die Existenz einer dichten 
W.-Skala (die Laplace-Spiele bei L. Vreroris!’) oder die unendliche Wieder- 
holbarkeit eines jeden Versuches (Folge von Axiom 7 bei G. A. BARNARD!*) 
voraussetzen zu mussen. 

So interessant es wire, die Beziehungen der bestehenden Theorien zum 
Begriff der physikalischen Abgeschlossenheit noch weiter zu verfolgen, so 
lige dies doch nicht mehr im Rahmen dieser Arbeit, die den Wert auf die 
Feststellung der grundsitzlichen Gemeinsamkeiten der bestehenden Ansitze 
und nicht auf ihre Kritik legt. Wir wenden uns daher nunmehr zur Frage a). 
Ohne die in der Literatur in geniigender Ausfiihrlichkeit vorhandenen Be- 
griindungen zu wiederholen, kénnen wir hier feststellen, daB die modernen 
W.-Theoretiker ziemlich einhellig die Meinung vertreten, daB die W. selbst 
oder ein aquivalenter Begriff als grundlegend neu anzusehen ist, daB man 
ihn also nicht explizit, sondern nur implizit definieren kann. In der Tat 
hat ein Geschehen nach W. in einer rein deterministischen Welt keinen Platz: 
es ist daher prinzipiell unméglich, den W.-Begriff allein aus Begriffen abzu- 
leiten, die auch in einer streng deterministischen Welt Giiltigkeit hatten'’). 
Sobald man dies akzeptiert, fallt aber auch der naheliegende Verdacht zu- 
sammen, daB bereits die Einfiihrung des Begriffs der physikalischen Ab- 
geschlossenheit als neuen Begriffes geniigen wiirde?®); denn der Begriff der 
physikalischen Abgeschlossenheit ist bereits in der klassischen Physik ent- 
halten und in einer streng deterministischen Relativitatstheorie tiberdies in 
Spezialfillen definierbar. Unsere These VI haben wir also priziser so zu ver- 
stehen, daB in einer W.-Axiomatik die beiden Begriffe der W. und der physi- 
kalischen Abgeschlossenheit simultan implizit zu definieren sind. 

Die Axiome derjenigen W.-Theorien, die eine explizite Definition der W. 
geben wollen, brauchen deshalb nicht unbedingt als falsch angesehen zu 
werden, sondern man muB sie als implizite Definitionen umdeuten. So ist 
die klassische LapLacesche \V.-Definition deutbar als eine spezielle Struktur- 
aussage der W.-Belegung und als solche richtig. Allerdings ist sie im Sinne 
von L. Vrerorts”') bereits ein ,,zu schweres Ratsel*. Will man die LAPLACcE- 
sche Definition etwa als eine explizite auffassen, ohne einen partiellen Zirkel 
zu begehen, so muB man die Gleichméglichkeit z. B. durch physikalische 
'?) Fiir die Verbindungen von Laplace-Spielen fordert Vietoris folgerichtig axio- 
matisch diejenigen Gleichheiten, die in der klassischen W.-Theorie als selbstverstandlich 
angesehen und nicht ausgesprochen werden. 

'*) Die unvermeidbaren Gleichheiten werden bei BARNARD verdeckt durch die De- 
finition der Addition von Aquivalenzklassen eingefiihrt. 

%) Strenge Deterministen miissen daher wie H. Porncaré folgerichtig die W. als 
Ausdruck unseres Nichtwissens ansehen. Die darin liegende Emanzipation des erkennenden 
Geistes und des fiir diesen giiltigen W.-Begriffes von der deterministischen Welt bedeutet 
aber bereits die behauptete Begriffsneusetzung und fiihrt zwangsliufig zu einer sub- 
jektivistischen W.-Theorie. 

*°) Diese Meinung kénnte man aus der in FuBnote ’) zitierten Diskussionsbemerkung 
von M. G. KenpaLy entnehmen. 


*1) Siehe 8S. 55. 
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Gleichheit ersetzen. Dieselbe darf aber keine Ununterscheidbarkeit sein), 
sondern ist als Quasi-Gleichheit im Rahmen vorgegebener und verifizierbarer 
Toleranzen aufzufassen. Jede Verifikation setzt aber selbst die Durchfihrung 
einer Versuchsvorschrift voraus, so daB man prinzipiell die Quasi-Gleichheit 
nur nach W. behaupten und daher auch nour eine solche einfiihren darf. Damit 
fiihrt notwendig auch dieser Ausweg auf eine implizite Definition der W., 
und zwar zu einem ,,sehr schweren Ratsel‘‘. Entsprechendes gilt fiir die 
Haufigkeitsdefinition, bei der die Prazisierung eines Limesbegriffes auBerhalb 
des rein-mathematischen (der aber mit der unbeschrankten Regellosigkeits- 
forderung unvertraglich ist), sowie die Prazisierung des Begriffs der unver- 
ainderten Wiederholbarkeit notwendig zu einer auBerordentlich komplizierten 
impliziten Definition der W. fiihren, was niaher auszufiihren wir uns im 
Rahmen dieser Arbeit versagen diirfen. 


§ 4. Grundsitze eines Neuaufbaues. 
Aus dem Vergleich der bestehenden Theorien haben wir gewisse Grundsiatze 
gefunden, die wir bei einem Neuaufbau der W.-Theorie zu beriicksichtigen 
haben. Unsere Theorie wird die Aufgabe haben, zwei vorwissenschaftliche 
Ordnungs-Begriffe simultan durch Mathematisierung zu wissenschaftlichen 
Begriffen zu erheben. Der eine dieser Begriffe ist die physikalische Abge- 
schlossenheit, die als elementare bereits in der deterministischen Wissenschaft 
vorhandene Vorstellung betrachtet werden darf. Der andere Begriff soll zur 
W. als einer Belegung des endlichen Ereignisfeldes § einer Versuchsvorschrift H 
mit reellen Zahlen fiihren; ihr entspricht vorwissenschaftlich das graduell ge- 
stufte ,,Erwartungsgefiihl‘‘, das wir beziiglich des Eintretens eines Ereignisses 
bei einer in der Zukunft liegenden oder bekannt werdenden Realisierung A der 
Versuchsvorschrift haben?*). Die zur Mathematisierung fiihrende Axiomatik 
betrifft zunachst nur die Struktur der W.-Belegung und ist insoweit sub- 
jektivistisch. In ihr ist insbesondere zu setzen, dab 
a) der Struktur jedes einzelnen Ereignisfeldes durch die Forderung der 
Existenz einer Rechenregel geniigt wird, die die Belegung der Summe dis- 
junkter Ereignisse innerhalb eines § aus denen der Ejinzelerei 


iW se Zu be- 
rechnen gestattet (vorliufiger ,,Additionssatz‘‘) ; 


b) eine entsprechende Rechenregel beziiglich der Verbindm nweier H 
unter Wahrung der physikalischen Abgeschlossenheit existiert laufiger 
..Multiplikationssatz**). 

Hieraus ergibt sich dann die weitere Frage nach der Aqu enz einer 
solchen W.-Belegung mit einer Belegung der gewohnlichen Art, wo Additions- 
und Multiplikationssatz im eigentlichen Sinne gelten fiir eine Menge von als 
W.en auftretenden Zahlen, die dicht im Intervall von Null bis EK liegen 
Weiter tritt auf die Frage nach einem absoluten Belegunyssystem und die 
Frage nach der Ausdehnung des Anwendungsfek insb re a lingte 
W.en und auf RiickschluB-W.en der indirekten W.-TI ieses Programm 


soll in den weiteren Teilen dieser Arbeit g 


Ein derartiges Vorgehen fiihrt in der Tat in der Qu n is 

Die Mathematisieruny des Erwartungsgefiihls z W.-Begriff unté re ng 
lividueller FEinfliisse ist d t ' m Sinne rung 
wrmegefuhles zum Temperaturbegriff 


(E ngegangen an Januar 1952.) 
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Zum Metrisierbarkeitsbegriff von K. Wagener. 


Von 
F. A. Benrenp in Melbourne. 


K. WaGner!') fiihrte den folgenden Metrisierbarkeitsbegriff ein: M 
{), a, b,c, ...} sei eine geordnete Menge mit erstem Element 0, geniige also 
den Gesetzen 


(1) a=>0, 

(2) fiir je zwei a, 6 gilt genau eine der Relationen 
a<ba=b,a>b, 

(3) ausa<b, b<c folgt a<c. 


M heiBt in sich metrisierbar, wenn es eine eindeutige Funktion c = « (ab) gibt, 
welche fiir jedes feste a die 6 => a ahnlich auf die c > 0 abbildet, also 


(4) « (ab) eindeutig, definiert fiir b > a, 
(5) a(aa)=0, 
6) aus « (ab) < «(ab’) folgt b< b’, 


fiir beliebige a, b hat die Gleichung a = « (bx) eine Lésung. 
W mit « (ab) heiBt eine Metrik. Eine Menge X hei®Bt durch M metrisiert, 
wenn jeder Strecke x, x, von X ein Abstand 0 (x, x.) = « (ab) zugeordnet 
ist. Fiir die Giiltigkeit der Dreiecksungleichung leitet K. WAGNER zwei Be- 
dingungen her: 
(8) Additivitat der Metrik: aus « (ab) a (a’b’), 

a (bc) a (b’c’) folgt « (ac) a (a’c’), 
(9) Kommutativitat der Metrik: aus « (ab) = « (b’c’), 

x (bc) x (ab’) folgt c gs 


Eine Metrik mit (8) und (9) heiBt einfach. 

Im folgenden wird kurz gezeigt, daB der obige Metrisierbarkeitsbegriff 
besser auf eine in naheliegender Weise in M definierte Addition zu griinden 
ist; in dieser Form werden die Untersuchungen von K. WAGNER wesentlich 
vereinfacht und seine Resultate zum Teil verscharft, zum Teil auf bekannte 
Ergebnisse zuriickgefiihrt. Z.B. ergibt sich leicht, daB (8) eine Folge von 
(9) ist. Der Satz, daB jede einfache archimedische Metrik eine Teilmetrik der 
reellen Zahlen ist, erweist sich als gleichwertig mit dem bekannten Satz, 
daB eine archimedisch geordnete Apetsche Gruppe eine Untergruppe der 
additiven Gruppe der reellen Zahlen ist*). Es wird sich aber zeigen, daB im 





') Charakterisierung wohlgeordneter Mengen und der Zahlengeraden mit Hilfe eines 
allgemeinen Metrisierbarkeitsbegriffes. Math. Ann. 120, 502—513 (1949). 

*) HOtper: Ber. sachs. Akad. Wiss., Leipzig. Math.-phys. KI. 58, 13—14 (1901); 
R. Baer: J. reine u. angew. Math. 160, 212-218 (1929); H. Carran: Bull. Sci. Math. (2), 
63, 201-205 (1939). 
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archimedischen Fall die Kommutativitaét (9) nicht vorausgesetzt werden 
muB, da sie aus der Additivitat (8) folgt. Dieses Resultat ist auch unabhangig 
von der obigen Fragestellung interessant; es stellt eine Verallgemeinerung 
des Satzes dar, daB eine archimedisch geordnete Gruppe kommutativ ist?): 
die rechtsseitige Subtraktion und das rechtsseitige Monotonitatsgesetz brauchen 
nicht vorausgesetzt zu werden (Siatze 1 und 2). 

1. Ist A (c) eine ahnliche Abbildung von M auf sich selbst, so ist mit « (ab) 
auch £ (ab) = A (« (ab)) eine Metrik, die in jeder Hinsicht mit « (ab) gleich- 
wertig ist: jede der Eigenschaften (4)—(9) gilt dann und nur dann fiir « (ab), 
wenn sie fiir 6 (ab) gilt. Definiert man d= 4 (c) als die durch « (Od) =c 
vermittelte Abbildung der c > 0 auf die d => 0, so hat f (ab) = A (a (ab)) noch 
die Eigenschaft 


(5*) B (Oa)=a. 


9 


2. B (ab) geniige den Bedingungen (4), (5), (5*), (6), (7). Die wegen (6) 
eindeutige Lésung von (7) a = B (bx) heiBe a + b. 

(4’) a + 6 ist eindeutig, definiert fiir alle a, b. 

Aus (5), (5*), (6) folgt 


(5’) O+a a, 
(5*’) a+O=a, 
(6°) ausa< a’ folgta+b<a’'+b. 


Aus (4) folgt 
(7’) die Gleichung x + a = b hat eine Lésung fiir b > a, nimlich 2 = f (ab). 

Ist umgekehrt in M eine (4’), (5’), (5*’), (6’), (7’) geniigende Addition er- 
klirt, so liefert die wegen (6’) eindeutige Lésung 6 — a von (7’) eine Metrik 
8 (ab) im obigen Sinne. 

3. Die Additivitaét von f (ab) ist gleichbedeutend mit der Assoziativitat 
der zugehérigen Addition; d.h. (8) ist gleichwertig mit 
(8’) a+(b+c)=(a+b)+c. 

Ist nimlich f (ab) additiv, so gilt fiir beliebige a, b, c: 
B (c, 6 + ce) b = Bp (0, 5), 
B(b+c,a+(b+c))=a=f(b,a+)), 
also nach (8) 
B(c,a+ (b+ c))= 68 (0,a+ 5), 
(a+ (b+ c))—c=a+b, 


d.h. (8’). Umgekehrt folgt aus (8’): ¢ — a= (c— b)+ (b—a), unter den 


Bedingungen von (8) also c—a=c’— a’, d.h. die Additivitat von / (ab) 
b a. 
4a. Die Kommutativitat (9) von f (ab) ist gleichwertig mit 

(9’) a+(b+c)=b+(a+0c). 


Ist naimlich (9) erfillt, so gilt fiir beliebige a, b, c 
B (c, 6 + ¢) =b=f(a+c,b+(a+c}), 
B(b+c,a+(b+c))=a=f(c,a+e), 


s. HOLDER, a. a. O.?). 
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also (9’). Gilt umgekehrt (9’), so lauten die Voraussetzungen von (9) 
b—a=c'’—)b’,c—b=0b'-a, 
also folgt 
c= (b’ — a) + b= (b’ — a) +_ ((6— a) + 2) 


= (b— a) + ((b’ — a) +a)=(b- a) +b =e’. 


4b. Aus der Kommutativitaét (9) von # (ab) folgen das kommutative und 
das assoziative Gesetz der Addition (also die Additivitaét von # (ab)). Denn 
setzt man in (9’) c = 0, so wird wegen (5*’) 


(10’) a+b=b+a 
und daher 
a+ (b+c)=a+ (c+ bd) =c+ (a+ b)=(a+ b)+ec. 


Umgekehrt folgt (9’), d. h. (9) aus (8’) und (10’). 

Die einfachen Metriken sind also bereits durch (9) ohne (8) charakterisiert ; 
sie bestehen aus den nicht-negativen Elementen einer geordneten ABELschen 
Gruppe. Die von K. WAGNER gegebene Darstellung als direktes Produkt von 
Metriken ist eine Folge bekannter Resultate*). 

5. Wohlgeordnete Metriken. 

Der Fall eines wohlgeordneten M laBt sich jetzt genauer charakterisieren 
als bei K. Wagner‘). M kann als die Menge der Ordnungszahlen kleiner als u 
angenommen werden; die Existenz einer Metrisierungsfunktion « (ab) fiir 
M besagt dann die Existenz einer Addition, welche (4’)—(7’) erfiillt. Da es 
héchstens eine ahnliche Abbildung jedes oberen Abschnittes von M auf M 
selbst gibt, gibt es héchstens eine solche Addition, die dann mit der iiblichen 
Addition der Ordnungszahlen iibereinstimmen muB (wobei die Anordnung der 
Summanden in der hier benutzten Schreibweise umzukehren ist). Die metri- 
sierbaren M sind also dadurch charakterisiert, daB sie beziiglich der Addition 
der Ordnungszahlen abgeschlossen sind. Dies trifft genau fiir die ~ von der 
Form @” zu, wo »y eine beliebige Ordnungszahl ist. Denn ist » die kleinste 
Ordnungszahl, fiir die wm” alle Elemente von M iibertrifft, und ist y < wm”, so ist 


/ 
“ay orn + oy"? H <5 & @ an w* n y »y >» “wr. _»y 
? 1 2 ke 1 2 k 
(m1, My, ..., M, natiirliche Zahlen), und da w”, w”,...,@"* zu M gehéren, 
gehért wegen der Abgeschlossenheit der Addition auch y zu M. Umgekehrt 
ist die Menge aller y < w” fiir jedes » beziiglich der Addition abgeschlossen, 
da mit y und y’ auch y+ »’ kleiner als w” ist. Die Menge der natiirlichen 


Zahlen (einschlieBlich 0) liefert offenbar die einzige einfache Metrik dieser 
Art. 

6. Der archimedische Fall. 

Man definiere fiir jedes natiirliche n na durch: 0.a = 6, (1+ n)a=a-+ na. 
Die Ordnung von M ist archimedisch, wenn 
(11) aus na < b fiir jedes n folgta=0. 
Wir zeigen nun, daB jede additive archimedische Metrik einfach ist. Zum 
Beweis unterscheide man zwei Fille. 


*) Brexuorr, G.: Lattice-ordered groups. Ann. of Math. 43, 298—331 (1942). 
*)a.a. O., § 1. 
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6a. M besitzt kein kleinstes positives Element : 
(12a) Zu jedem a > 0 gibt es ein b mit 0 <b <a. 


Satz 1. Geniigt M den Gesetzen (1), (2), (3), (4’), (5’), (6), (7’), (8’), (11), 
(12a), so ist M kommutativ und besteht daher aus den nicht-negativen Elementen 
einer archimedisch (und dicht) geordneten Ane schen Gruppe. 

Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten; die benutzten Gesetze werden 
jeweils rechts angegeben. 

(1) Ausa<b,x+a=bfolgtzx>0O. 

Beweis: 0+ a=a<b=2+4a, also 0+ 72. (5’), (1). 
(Il) Aus p>0 folgta<a+p. 

Beweis: Ausa>a-+ p folgt 
aja+plj(a4+p)+p2a((4+ p)+p)+p2a--:-Lpa+np (6, @ ), At 

-O0+ np= np fir alle n, also p= 0. (1), (6’), (5’), (11) 
Also gilt (IT) wegen (2). 

(III) Aus b< db’ folgta+b<a-+ bd’ (rechtsseitige Monotonitat). 
Beweis: x+b6=6', x>0O, (7’), (I) 
a+b’=a-+(x+ 6) =(a+27)+b>a+5B. (8’), (II), (6’) 
(IV) Ausg+ax<b<a+ pfir alle p>0 
folgt g+b<a+ p fiir alle p>O. 
Beweis: Fiir jedes p > 0 gibt es p, mit 


<I P< P; (12a) 
Pot+ P= P, Pe >; (7’), (I) 
q+bsq+(a+p,)=(q+a)+p, (IIT), (8’) 
b+ p, S (a+ p.) + p, (6’) 
a+ (po t+ p,) = a+ Pp. (8’) 


(V) Ausq+asb<a+4 pfir alle p > 0 folgt q = 0. 

Beweis: Wendet man (IV) » mal an, indem man 6 nacheinander durch 
q+6,.2q+5b,...,(n—1)q + 5 ersetzt, so erhalt man 

nq+b<a+ p fir alle p>O und alle n. 

Wenn b> 0, so ist ng<nq+b<a+¢ p fiir alle n wegen (II), also q=0 
wegen (11); fiir b= 0 ist g ++ a = 0, also q = 0. 
(VI) Wenn a<b, so gibt es p>0O mit a+ p< b. (Dies Gesetz dient als 
Ersatz fiir die rechtsseitige Subtraktion.) 

Beweis: Wire b < a + p fir alle p > 0, so ware 


q+a=b<a+e p fir alle p>0, (7’) 
also q= 9, (V) 
d.h. a : (5’) 


Definition’): Ist f(x) eine fiir x > 0 definierte Funktion mit Werten in M, 
sO sei 
a = lim f(z) 
z—0 
wenn es zu jedem g > a@ ein p (g) gibt, so dab 
a<f(x)< q fir 0< r< p(q). 
Es ist klar, daB f(x) héchstens einen Limes haben kann. 
(VII) Aus lim f(z) =a, lim g(x) = 6 folgt lim (f(z) + g(z)) =a+ 6. 
z—0 z— z—0 
Beweis: Sei g>a-+ 6; dann gibt es 
p>0O mit (a+ b)+ p<q; (VI) 


5) Der Beweis folgt hier dem Vorbild von H. Cartay, a. a. O.*). 








F. A. Benrenp: Zum Metrisierbarkeitsbegriff. 


b< b+ p; (II) 
rnt+b=b+p, r,>0; (7), (1) 
q> (a+ 6)+ p=a+ (6+ p)=a+ (r, +d); (8’) 
also gibt es 
r,>0 mit (a + (r, + 6))+r7,< ¢. (VI) 
Nach Voraussetzung ist 
a<jf(z)<a+r,=4q, fir 0< 2< p(q,), (IT) 
b< g(x) <b6+7r,=q, fir 0< r< p(q,), (IT) 
also 
a+b< f(z) + g(x) < (a@+7,) + (6+ 7,) (6’), (IIT) 
(a+ (7,+ 5))+rn<¢ (8’) 
fiir 0 < x< min (p (q,), P (q2)). 


(VIII). Fiir jedes a und jedes x > 0 gibt es eine natiirliche Zahl k = k (a, 2), 
so daB (k— l)asa< kz. 
Beweis: klar wegen (11). 


(IX) lim k (a, x) x= a. 
zr—0 
Beweis: Sei q > a, 
pt+a=q.p>0, (7’), (D) 


dann ist fir 0 < «<< p= p(q) 


a<k(a,x)x=2+ (k(a, xz)—1)2 


Sr+a<cp+a=q. (III), (6’) 
(X)a+6b=b6+a. 
Beweis: a+ b= limk (a, x) z+ limk (6, x) x (IX) 
z-—>0 zr—0 
lim (k (a, x) + k (b, x)) x (VII), (8’) 
z—-0 
lim (k (6, x) + k (a, x))x=b+a. (VII), (TX) 
z—0 


6b. M besitzt ein kleinstes positives Element e: 
(12b) Aus a > 0 folgt a>e > 0. 
In:diesem Fall braucht auch das assoziative Gesetz nicht vorausgesetzt zu 
werden: 
Satz 2. Geniigt M den Gesetzen (1), (2), (3), (4’), (5’), (6’), (7’), (11), (12b), 
so ist M dem additiven System der nicht-negativen ganzen Zahlen isomorph. 
Beweis: e + a ist der unmittelbare Nachfolger von a; denn ist a< b<e+a, 
x+a=b, x>O (7’), (I), ze (12b), so ist b= 2x+a>DSe+a, d. h. 
b=e+4-a. M beginnt also 
O< e< 2e<c:-+-+< ne< ’ 
Durch Induktion folgt nun ne + me = (n+ m)e; fiir n = 0 folgt dies aus 
(5’); ist die Relation fiir n < k bewiesen, so wird ke + me > (k lhe + me 
(k—1+mb)e, also ke+me=>(k+m)e. Nach (7’) hat die Gleichung 
x+me=(k+m)e eine Lésung; x >ke ist unméglich wegen x + me > ke + me 
-(k+m)e; ebenso ist x< ke unméglich, da dann x=ne,n<k sein 
muBte und x«+me=ne+me=(n+m)e<(k+m)e. Also ist x= ke, 
d.h. ke + me=(k+m)e. Die Abbildung ne-n ist also isomorph. Wegen 
(11) kann M auBer den ne keine weiteren Elemente enthalten. 


( Bingegangen am 13. September 1951.) 
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Uber ausgeartete meromorphe Abbildungen. I. 


Uber die Anderung der Monodromiegruppe parameterabhiingiger analytischer 
Mannigfaltigkeiten. 
Von 
Wacrer Tamm in Bonn. 


Abbildungen durch meromorphe Funktionen von mehreren komplexen 
Variablen sind bisher wenig untersucht worden. Es treten hier besondere 
Schwierigkeiten auf, die durch den Begriff des Unbestimmtheitspunktes be- 
zeichnet werden. Obgleich die Verhaltnisse ahnlich liegen wie bei rationalen 
Abbildungen, gibt es doch bei meromorphen Abbildungen Fragestellungen 
und Ergebnisse besonderer Art. In dieser Arbeit soll gezeigt werden, dab 
unter gewissen Voraussetzungen aus der funktionalen Abhangigkeit mero- 
morpher Funktionen ihre algebraische Abhangigkeit folgt. Es wird gezeigt: 
Wenn die k funktional unabhingigen meromorphen Funktionen ¢,, tg, . . ., ty 
gewisse Voraussetzungen erfiillen, mu8B jede von ihnen funktional abhangige 
meromorphe Funktion von ihnen sogar algebraisch abhingen. Dieses Er- 
gebnis ist im Hauptsatz II (Nr. 7.5, Teil II dieser Arbeit) formuliert. Der 
Beweis beruht auf der Untersuchung der durch ¢,, t,, . . .,  bestimmten aus- 
gearteten meromorphen Abbildung A,. Eine solche Abbildung bildet analyti- 
sche Mannigfaltigkeiten sog. Fasern auf Punkte ab. Da diese analyti- 
schen Mannigfaltigkeiten von Parametern, nimlich den Koordinaten des Bild- 
punktes, abhiingen, ist die Untersuchung der folgenden Frage zur Begriindung 
des Faserbegriffes wichtig: Unter welchen Bedingungen bleibt die Irreduzi- 
bilitaét einer analytischen Mannigfaltigkeit in einem Punkte erhalten, wenn 
Parameter, von denen diese Mannigfaltigkeit abhaingt, verindert werden ‘ 
Wie man leicht sieht, ist diese Aufgabe mit dem folgenden Problem verkniipft : 
Wie andert sich die Monodromiegruppe einer algebroiden Funktion in einem 
Punkte bei Parameterspezialisierung? Diesem Problem ist der I. Teil der 
Arbeit gewidmet. Im Mittelpunkt steht der Begriff der Schar von analyti- 
schen Mannigfaltigkeiten. Es handelt sich hier um analytische Mannigfaltig- 
keiten, die von Parametern abhaingen und bestimmte, rekursiv erklirte Be- 
dingungen erfiillen. Eine solche Schar M (t) besitzt in einem zugeordneten 
Bereich X topologische Eigenschaften, die sich auf die Deformation von Kurven 
in der Komplementirmenge X — M (t) beziehen. Eine von dem Parameter- 
system ¢ abhangige analytische Mannigfaltigkeit M (t) ist im allgemeinen nicht 
fiir alle t eine Schar. Diejenigen Parameterpunkte, in denen M (t) keine Schar 
ist, werden ,,Ausnahmepunkte“ genannt. Es werden Sitze iiber die Verteilung 
der Ausnahmepunkte bewiesen. Mittels des Begriffes der Schar gelangen wir 
zu Ergebnissen tiber die Konstanz der Monodromiegruppe einer algebroiden 
Funktion in einem Punkte bei Parameterspezialisierungen. Diese Satze bilden 
die Grundlage zur Definition der Fasermannigfaltigkeiten der ausgearteten 
meromorphen Abbildung A,, die zunichst fiir allgemeine Punkte des Bild- 
raumes und dann fiir die Punkte einer analytischen Ebene des Bildraumes 
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vorgenommen wird. Wir fassen die Fasermannigfaltigkeiten der Punkte 
analytischer Ebenen, die ein Biischel durch einen ,,reguliren‘‘ Punkt bilden, 
zu einer Fasergesamtheit zusammen. Diese Fasergesamtheit ist abgeschlossen 
in dem folgenden Sinne: Jede meromorphe Funktion, die auf den Faser- 
mannigfaltigkeiten der Fasergesamtheit ,,endlich mehrdeutig“ ist (vgl. Teil IT, 
Definition II, Nr. 2.3), hangt algebraisch von t,, t,,...,t, ab (Hauptsatz I, 
Teil II, Nr. 6.2). Aus diesem Satze folgt der anfangs erwihnte Hauptsatz II. 
Ein Beispiel zeigt, daB die Voraussetzungen dieses Satzes tiber die Abbildung A; 
im allgemeinen nicht entbehrlich sind. Offen bleibt die Frage nach der Be- 
ziehung zwischen den funktional abhingigen meromorphen Funktionen in 
dem Falle, in dem diese Voraussetzungen nicht erfiillt sind. 


§ 1. Die Schar von analytischen Mannigfaltigkeiten. 
1.1. Bezeichnungen. 


a) Eine offene und zusammenhingende Punktmenge eines topologischen 
Raumes heiBe ,,Gebiet’‘. Ein ,,Bereich‘‘ sei die abgeschlossene Hiille eines 
Gebietes. Das topologische Produkt eines Gebietes und eines Bereiches 
heiBe auch Bereich. 

b) Das topologische Produkt der Mengen A und B werde mit {A, B} be- 
zeichnet. 

c) R, sei der Raum mit n (endlichen) komplexen Koordinaten. Fiir das 
System (x,, 2, ..., %,) werde die Abkiirzung (2), eingefiihrt. 0 sei der Ko- 
ordinatenursprung des R,,. 

d) (y), = A (x), sei eine nicht ausgeartete lineare Koordinatentransfor- 
mation im R,. Der Punkt P des R,, besitze die (y)-Koordinaten: (y,, Yo, .. .; Yn)- 
Unter der Projektion des Punktes P in den (y),—, -Raum verstehen wir den 
Punkt mit den Koordinaten y,, y,..., Yx—,. Ist M eine Punktmenge des 
R,,, 80 sei die Projektion von M in den (y),—, -Raum die Vereinigungsmenge 
der Projektionen der Punkte von M. 

e) Unter einem Zylinderbereich im R,, verstehen wir den durch die Un- 
gleichungen: 

z |= X,(X, >90), » = 1,2, ..., 2, 


bestimmten Bereich. 

(y), = A (x), sei eine nicht ausgeartete lineare Koordinatentransformation des 
R,,.. Y sei ein Zylinderbereich im (y),, -Raum. Fihrt die inverse Transformation 
A~'! Y in den Bereich X iiber, so heiBe X ein Z-Bereich. Jeder Zylinder- und 
jeder Z-Bereich enthalt den Punkt 0. 

f) AuBer dem Raum R, wird ein Parameterraum 7' eingefiihrt, dessen 
Punkte mit ¢ bezeichnet werden. Wenn ¢ ein System von k komplexen Para- 
metern ist und der Hinweis auf die Dimension wesentlich ist, werde das Symbol 
(t), gebraucht. 

Definition I. T sei ein Gebiet des Parameterraumes. M (t) sei die Ver- 
einigungsmenge der Lésungen des Systems von Gleichungen: 


(1) F; ((z)q t) = 0,7 =1,2,...,h. 


Beziiglich der Eigenschaften der Funktionen F; unterscheiden wir zwei Fille : 
Fall A. Es gebe eine Umgebung U des Punktes 0, derart, daB die Funk- 
tionen F;, 7 = 1, 2,..., h, in {U, T} stetig in (x), und ¢ sind. Bei jeder Spe- 
zialisierung ¢ = t’ aus T' seien die F; ((x),, t’), j = 1, 2, ..., A, analytisch in U. 
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Dann werde M (t) ,,stetige Gesamtheit von analytischen Mannigfaltigkeiten 
in {U, T}* genannt. 

Fall B. Der Buchstabe ¢ stehe fiir ein System von k komplexen Para- 
metern. U sei eine Umgebung des Punktes 0. Die Funktionen F;, 7 = 1, 2, . ., h, 
seien analytisch in den n + k Variablen (z),, (t), im Gebiet {U, 7}. Dann 
werde WM (t) ,,regulire Gesamtheit von analytischen Mannigfaltigkeiten in 
{U, T}* genannt. 

1.2. 

Im Vordergrund des Interesses stehen spezielle Gesamtheiten, die als 
Scharen bezeichnet werden. Ihre Definition geschehe rekursiv nach der Di- 
mension » des Raumes. Wir betrachten die in Definition I angegebenen 
Fille A und B gleichzeitig: 

Definition II. T sei ein Gebiet oder Bereich des Parameterraumes; U sei 
eine Umgebung des Punktes 0 im R,. M (t) sei im Fall A eine stetige, im 
Fall B eine regulire Gesamtheit von analytischen Mannigfaltigkeiten in {U, T}. 

a) n l. 

Es gebe einen Kreisbereich X c U, derart, daB fiir t ¢ T' die zu X gehérenden 
Punkte von M (t) der Gleichung: 

p (x,/t) = 0 
geniigen. Im Fall A sei p ein Polynom in z,, dessen Koeffizienten stetig in t 
sind, wenn ¢ in 7' variiert. Im Fall B seien die Koeffizienten von p analytisch 
in T. Fiirt ¢ T besitze pin X lauter verschiedene Wurzeln, jedoch keine Wurzel 
auf dem Rande von X. Die Anzahl der Wurzeln von p in X ist konstant und 
kann auch 0 sein. Dann werde M (t) im Fall A stetige, im Fall B regulire 
Schar von analytischen Mannigfaltigkeiten fiir {X, 7’} genannt. 

b) Scharen von analytischen Mannigfaltigkeiten fiir Dimensionen < n — 1 
seien definiert. Es gebe einen Z-Bereich X Cc U mit den folgenden Eigen- 
schaften: (y), = A (x), sei die nicht ausgeartete lineare Transformation, die 
den Z-Bereich X in den Zylinderbereich Y iiberfiihrt, vgl. 1.le). Y sei topo- 
logisches Produkt des Kreises K : 

| Yn| < Y, (Y, >9) 
und des Zylinderbereiches Y’, der die Projektion von X in den (y),—,-Raum 
bildet. 

Es gebe im (y),—,-Raum im Fall A eine stetige, im Fall B eine regulire 
Schar analytischer Mannigfaltigkeiten m (t) fiir {Y’, 7}, welche die folgende 
Bedingung erfiillt: 

Fiir Parameter ¢t¢ 7 geniige jeder Punkt von M (t), der in X liegt und 
dessen Projektion in den (y),—1-Raum nicht zu m (t) gehért, der Gleichung: 
Pp (Yn/ Yr» -+ +> Yn—1s t) 0. 

Dabei sei p ein Polynom von y, mit der folgenden Koeffizienteneigenschaft : 

Im Fall A:E£,. Der héchste Koeffizient sei 1; die iibrigen Koeffizienten 
seien stetig in { Y’ ,7'}. Bei jeder Spezialisierung t = ¢’ seien sie analytisch in Y’. 

Im Fall B:E,. Der héchste Koeffizient sei 1; die iibrigen Koeffizienten 
seien analytisch in { Y’, 7}. 

Wenn ¢ aus 7’ ist und der Punkt (y),—1 in Y’ — m (t) liegt, besitze p im 
Innern des Kreises K lauter verschiedene Wurzeln, deren Anzahl konstant 


ist, und keine Wurzel auf dem Rande von K. Die erwaihnte Wurzelanzahl 
kann auch 0 sein. 
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Geniigt M (t) den angegebenen Voraussetzungen, so hei®e M (t) im Fall A 
,.stetige“, im Fall B ,,regulire Schar von analytischen Mannigfaltigkeiten 
fiir {X, T}*‘. 

§ 2. Topologische Sitze iiber Scharen von analytischen Mannigfaltigkeiten. 

2.1. 

Satz 1. X sei ein Z-Bereich im R,, (vgl. 1.1l.e). 7 sei das Einheitsintervall 
Ostsl. 

M (t) sei eine stetige Schar von analytischen Mannigfaltigkeiten fiir {X, 7°} 
(vgl. Definition II). 

P (t) und Q(t), Ost 1, seien Punkte, die im Innern von X liegen, ihre 
Lage stetig mit ¢ andern und nicht zu M (t) geh6ren. 

C, sei eine Kurve, die im Innern von X verlauft und die analytische 
Mannigfaltigkeit M (0) nicht schneidet. P (0) sei Anfangspunkt von (,, und 
Q (0) sei Endpunkt von C4. 

Dann gibt es fiir jeden Wert von ¢,0 <t< 1, eine Kurve C (t) mit dem 
Anfangspunkt P(t) und dem Endpunkt Q(t), die im Innern von X liegt 
und die punktfremd zu M (t) ist. Ferner ist ( (0) = Cy. Die Kurve C (0) 
laBt sich tiber die Zwischenmengen C (t), Os t 1, auf ( (1) deformieren. 

Beweis. Im Sinne des Induktionsbeweises nehmen wir an, der Satz sei 
fiir Raumdimensionen < n — 1 bewiesen (n = 2), woraus wir seine Richtigkeit 
fiir n folgern werden. Der Fall n = 1 werde zum SchluB untersucht. Um die 
Induktionsvoraussetzung anwenden zu k6énnen, wird eine Projektion des 
taumes R, in den (y),—;-Raum vorgenommen. Vorher sind C, P (t), Q (t) 
so abzuandern, daB ihre Projektionen und die Schar m (t) (vgl. Definition IT), 


die Voraussetzungen des Satzes im Falle der Dimension n l erfiillen. 
a 
Aufgabe 1. Cy ist in X — M (0) auf eine Kurve Cy zu deformieren, deren 


Projektion co [in den (y),—1-Raum]') punktfremd zur analytischen Mannig- 
faltigkeit m (0) und zum Rande von Y’ ist. 


Lésung. Da C, punktfremd zu M (0) und zum Rande von X ist, kann Cy 
in X — M (0) auf einen geradlinigen Streckenzug C, deformiert werden, der 
wie C, in P (0) beginnt und in Q (0) endet. Die Projektion von C, ist ein 
Streckenzug ¢,. der mit der analytischen Mannigfaltigkeit m (0) nur endlich 
viele Punkte und eventuell auch noch ganze Teilstrecken gemeinsam hat. 

Teilergebnis 1. Es gibt in beliebiger Umgebung des Streckenzuges ¢, einen 
Streckenzug co. der m (0) nicht schneidet und auf den sich ¢, so deformieren 
laBt, daB auch die Zwischenmengen in beliebiger Umgebung von ¢, liegen. 

Der Beweis benutzt folgenden Hilfssatz: 

Hilfssatz. Es sei m eine héchstens 2 k — 2 dimensionale reelle analytische 
Mannigfaltigkeit in dem Teilbereich B des reellen 2 k-dimensionalen Raumes 
R,,. g sei eine Gerade, die durch B hindurchgeht, und P sei ein beliebiger 
Punkt von g*\ B. Dann gibt es eine (2-dimensionale) Ebene, die g enthalt, 
und eine Umgebung U von P, derart, dab E und min U auBerhalb g nur end- 
lich viele Schnittpunkte haben. 





1) Den eingeklammerten Zusatz lassen wir in der Folge weg. 
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Beweis des Hilfssatzes. Wenn P nicht auf m liegt, gibt es eine Umgebung 
von P, die punktfremd zu m ist. Dann ist der Hilfssatz richtig. Es liege also 
P auf m. Die analytische Mannigfaltigkeit m geniige in der Umgebung von P 
den reellen analytischen Gleichungen 


(1) fy (Sq - + + Zqp) = 0, fy (2, .. - Zqy) = 0. 
Wir fiihren im R,, solche Koordinaten ein, daB g die Gerade 
xy Le was Lok —1 0 
und P der Nullpunkt ist. 2#,,—, sei die lineare Mannigfaltigkeit mit den 


Gleichungen: 2,= 1, 2,,; = 1; sie schneidet g nicht. Durch den Punkt 1, 
Ay, Aa, - - +» Agu—g, 1 der E,,~, und die Gerade g werde die Ebene gelegt; ihre 


Punkte haben folgende Koordinaten : 


ry A, Xe AAyy + +> Lop—y A 4ok—2 Vek At -. 
Setzen wir diese Ausdriicke in /, und f, ein, so erhalten wir die Gleichungen 
von m in den Koordinaten A, , A,, . . ., Ask —2: 
(2) 1 (A, $63 Ags Ags. - ro Agu—s)=0, Gg (A, 0; Ag Ag. - +> Agp—a) = 0. 


Da die Hyperebene x, = x,, nicht auf m liegt, diirfen wir voraussetzen, daB 
fir «= 0 gq, und ~, +0 sind. Dann gibt es eine Spezialisierung mit reellen 


Zahlen: 2{, A, . . ., A, —», derart, daB die Funktionen: 
o (A, O; Zi, < «10 Ady, —») und g, (A, 0; Ai,..., Ades) 
nicht identisch in A verschwinden. Im Punkte A= nu = 0, J§, A5, ..., Ad, —» wird 


auf @, und ~, der WererstTRasssche Vorbereitungssatz bei Auszeichnung der 
Variablen 4 angewandt. Die Lésungen von (2) geniigen Gleichungen: 


(3) Dy Al, ay Bas: 0: 01 Asz—a) = 0, Da lAle, Ags Ap ..- rdegee) = 9, 


wobei ®, und @®, ausgezeichnete Pseudopolynome von A mit reellen Koeffi- 
zienten sind (vgl. Oscoop, Lb., 8. 91). Der gréBte gemeinsame Teiler von ®, 
und @,: 6 (A/u, Ay, Ae, . . +s Ae~—g) hat reelle Koeffizienten, die rationale Funk- 
tionen der Koeffizienten von ®, und ®, sind. Aus 6 werde durch rationale 
Rechenoperationen das Polynom 6* gewonnen, dessen Koeffizienten auch 
zum Korper der Koeffizienten von ®, und ®, gehéren, dessen Diskriminante 
jedoch nicht identisch verschwindet. 6* hat dann und nur dann den Faktor A, 
wenn gy, und @, fiir A = 0 identisch null sind, d. h. wenn g zu m gehért. Kiirzen 
wir, falls méglich, durch A, so bleibe ein Polynom 96’ iibrig. Bei allgemeinen 
reellen s:, Ay, Ag, .. -; Ag~—g besitzt 6’ keine reellen Wurzeln, da andernfalls 
eine reelle (2 k — 1)-dimensionale analytische Mannigfaltigkeit in m liegen 
wiirde, was den Voraussetzungen widerspricht. Nur zu solchen reellen 


u, Ay, Ag, . . -» Age —2 GehGren reelle Wurzeln von 4’, fiir welche die (reelle) Dis- 
kriminante A (, A,, A», . - -» Agx— 2) Verschwindet. Setzen wir ®, = ®,/6 und 
@5 = @,/6, so ist die (reelle) Resultante p(y, A,, A», . . ., Apx— 2) Von DO und Ds 
nicht identisch null. Wir wahlen reelle Aap v2 +) Ag. 90; G08 @( py des. o:0 4 
Aop—o) =O und A (u, A, As, -- -» Ase —2) =O sind. Durch diese Koordinaten 


wird eine Ebene bestimmt, deren Schnittpunkte mit m in einer Umgebung 
von P, die auBerhalb g liegen, einem der Gleichungspaare: 

®, (A BM; Ay Aes 2 89 Aok 2) (), 0 (M4, y Ae yey Ask ») 0 
bzw. D, (Alp; Ags Agr + + +1 Agu—g) = 0, A (pt, Ags Age - - +> Age 


geniigen. Daraus folgt der Hilfssatz. 
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Es sei s eine Teilstrecke des Streckenzuges ¢,. Wegen des Hilfssatzes diirfen 
wir fiir s die folgende Eigenschaft voraussetzen: Es gibt eine Ebene E durch s 
und eine Umgebung U (s) von s in dieser Ebene, derart, daB U (s) nur endlich 
viele Punkte von m (0) enthalt, die auBerhalb s liegen. Man kann jetzt leicht 
in der Ebene Z einen Streckenzug s’ finden, der in beliebiger Umgebung 
von ¢ liegt, der m (0) nicht schneidet und auf den s so deformiert werden kann, 
daB auch die Zwischenmengen in beliebiger Umgebung von s liegen. Daraus 
folgt das Teilergebnis 1. 

Zur Lésung der Aufgabe 1 werde die Deformation der Kurve C, nach der 
folgenden Vorschrift bestimmt: P sei ein beliebiger Punkt von C,. 

1. Die y, -Koordinate von P bleibe ungeindert. 

2. Die Koordinaten (y),_, von P sind entsprechend der Deformation von 
¢, auf co abzuadndern. 

Durch diese Deformation werde C, in die Kurve C4 iiberfiihrt. Cy und die 
Zwischenmengen der Deformation von C, auf (% liegen in beliebiger Nahe 
von Co, wenn co hinreichend nahe an ¢, gewahit wird. Insbesondere kénnen 
wir so erreichen, daB sie alle zu M (0) und zum Rande von X punktfremd sind. 
Damit ist Aufgabe 1 gelést. 

2.3. 

Teilergebnis 2. Das Minimum der Abstinde der Punkte P(t) und Q (t) 
von M (t) und vom Rande des Bereiches X ist fiir 0 < ¢t < 1 eine Zahl a > 0. 

Fir 0 <t< 1 werde dem Punkt P (t) der Punkt P’ (t) und dem Punkte 
Q (t) der Punkt Q’ (t) so zugeordnet, daB die Abstinde von P (t) und P’ (t) 
bzw. von Q (t) und Q’ (t) kleiner als a sind. Die Punkte P’ (¢) und Q’ (t) seien 
fir 0 <t< 1 stetig in ¢t. Ist Satz 1 bei Vorgabe von P’ (t) und Q’ (¢) richtig, 
so gilt er auch mit P (t) und Q (t). 

Beweis. Nach der Voraussetzung gibt es eine Kurve C’ (t), die P’ (¢) und 
Q’ (t) verbindet, die punktfremd zu WM (¢) ist und aus Co durch Deformation 
entsteht. Verlingern wir die Kurve C’ (t) um die geradlinigen Verbindungs- 
strecken von P’ (t) und P (t) und von Q’ (t) und Q(t), so erhalten wir eine 
Kurve C (t), die allen Anforderungen geniigt. 

Aufgabe 2. Die in der Formulierung des Teilergebnisses 2 erklirten Punkte 
P’ (t) und Q’ (t) sind so zu wihlen, daB ihre Projektionen nicht auf m (t) und 
dem Rande des Bereiches Y’ liegen. 

Lésung. Die durch die Aufgabe 2 geforderte Konstruktion werde nur fiir 
die Punkte P’ (t) durchgefiihrt, da sie fiir die Punkte Q’ (t) analog verliuft. 

Es sei t, eine beliebige Stelle des Einheitsintervalles. Wir wahlen einen 
Punkt P’ (t,) aus, der die folgenden Bedingungen erfiillt: 1. Der Abstand von 
P’ (t,) und P (t,) sei kleiner als a/4. 2. Die Projektion von P’ (t,) gehére nicht 
zu m (t,) und zum Rande von Y’. Weil P (t) stetig ist und weil die Menge m (t) 
in {Y’, 7} abgeschlossen ist, gibt es eine Zahl 6 (t,) > 0, derart, daB die Be- 
dingungen 1. und 2. auch noch gelten, wenn P (t,) durch P (t) und m (t) 
durch m (t) ersetzt werden, solange |t — t,| < 6 (t,) ist. Der Stelle ¢, des Ein- 
heitsintervalles werde das Intervall |t — t,| < 1/2 6 (t,) zugeordnet. Das Einheits- 
intervall wird nach dem Uberdeckungssatz von HEINE-BorEL von endlich vielen 
dieser Intervalle iiberdeckt. Die iiberdeckenden Intervalle A, (k = 1, 2,..., K) 
werden so bestimmt, daB sie bis auf die Endpunkte fremd sind. ¢, sei der 
Mittelpunkt von A,, und 7 sei der Teilpunkt, der 4, von A,,, trennt. Der 
Abstand von P’ (t,) und P’ (t,,) ist kleiner als a/2. Die Verbindungsstrecke 
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von P’ (t,) und P’ (t,,) sei S,. Wenn die Projektion s, von S, die Mannig- 
faltigkeit m (7',) schneidet, werde wie beim Beweise des Teilergebnisses 1 ver- 
fahren. Es gibt einen Streckenzug S;, der P’ (t,) und P’ (t,..,) verbindet, der 
in beliebiger Umgebung von S, verliuft und dessen Projektion s; m(7',) ver- 
meidet. Ist t eine beliebige Stelle aus einem der Intervalle A; oder 4;.,, so 
ist der Abstand des Punktes P(t) von P’ (t,) und von P’ (t;,,) kleiner als a. 
Also ist auch die Entfernung des ganzen Streckenzuges S; vom Punkte P (t) 
kleiner als a, wenn nur S; hinreichend nahe an S,; gewahlt wird. Da s; punkt- 
fremd zu m (7) ist, gibt es eine Zahl o, > 0, derart, daB s; auch fiir |t — T,| 
< 0, mit den Mannigfaltigkeiten m (t) leere Durchschnitte hat. Wir grenzen 
um 7', ein Intervall 2,:\t— T,| < og < oy ab, das die Punkte t und t,, 
nicht enthalt, und bilden 2, stetig auf den Streckenzug 8S; ab. Der Bildpunkt 
eines Punktes ¢t aus 2, werde als Punkt P’ (t) definiert. Diese Konstruktion 
werde fiir jeden Teilpunkt 7’, durchgefiihrt. In den Punkten von A; auBerhalb 
der Intervalle 2,—, und 2; werde P’ (t) = P’ (t,) gesetzt. Die Funktion P’ (t) 
lést die Aufgabe 2. 
2.4. 


Nach der Lésung der Aufgaben 1 und 2 geniigt es, Satz 1 fiir die Ausgangs- 
kurve (, (t), die Anfangspunkte P’ (t) und die Endpunkte Q’ (t) zu beweisen, 
was einen Induktionsschlu8 erméglicht. Die Induktionsvoraussetzung liefert 
das Ergebnis: 

Die Kurve co wird iiber die Zwischenkurven c’ (t) auf die Kurve c’ (1) 
deformiert. c’ (t) liegt in Y’ — m (t) und verbindet die Punkte p’ (t) und q’ (), 
welche die Projektionen von P’ (t) bzw. Q’ (t) sind. Diese Deformation werde 
durch die folgenden Formeln beschrieben: 


(1) ¥i= 9; (t,t), *+=1,2,...n—1. 


Dabei sind rt der Kurvenparameter, 0 < 1t < 1, und ¢ der Parameter der De- 
formation 0<t<1. Die Kurve C’ (t) werde so bestimmt, daB ihre Pro- 
jektion c’ (t) ist. Diese Bedingung bedeutet, daB die Deformation fiir die 
n — 1 ersten Koordinaten von C’ (t) durch die Formeln (1) bereits bestimmt 
ist. Es bleibt die folgende Aufgabe iibrig: 

Aufgabe 3. Es ist eine in t und 1 fir 0 <t< 1,0<1< 1, stetige Funktion 
Yn = ®,, (t, t) zu bestimmen, welche folgende Eigenschaften hat: 

1. ®, (0, r) sei gleich der y,-Koordinate der Punkte der Kurve (Co, deren 
Parameter T ist. 

2. @,, (t, 0) sei gleich der y,-Koordinate des Punktes P’ (t). 

3. ®,, (t, 1) sei gleich der y,-Koordinate des Punktes Q’ (¢). 

4. Fiir alle ¢t und 7 sei ®,, (t, t) von den in K liegenden Nullstellen des Poly- 
noms: p (y,/®, (t, tT), . . .. Dy—, (t, t), t) verschieden. 

5. Es bestehe die Ungleichung: |®, (t, t)|} < Y,. Zur Erklirung der ver- 
wendeten Bezeichnungen vgl. Definition IT. 

Lésung. Die folgenden Betrachtungen beziehen sich auf den reellen 3- 
dimensionalen Raum R, mit den Koordinaten &, 4, ¢, und zwar seien: & = 1, 
n+%40= yp. Im R, bestehe die Punktmenge A (t): a) aus dem Mantel des 
Zylinders Z:0< <1, 7? +0? < Yj. b) aus den Nullstellen des Polynoms 
P (Yn/®, (t, tT), .... ®,—, (t, 7), t) fir OS t= ES 1. Da die Kurve c’ (t) ganz 
in Y’ — m (t) liegt, besitzt das Polynom p fiir jeden Wert von 1 = & gleich- 
viele, etwa r, verschiedene Wurzeln, die stetig von § abhingen und im Innern 
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des Kreises K liegen. Der zweite Bestandteil von A (t) setzt sich daher aus r 
vollkommen getrennt verlaufenden Kurven zusammen. Die Gleichung y,, 

n+il = @, (0, rt) ®,, (0, £) bestimmt eine Kurve y (0), die im Zy- 
linder Z liegt und einen Punkt p (0) des Randkreises § = 0 von Z mit einem 
Punkte q (0) des Randkreises § = 1 von Z verbindet. Ferner ist y (0) punkt- 
fremd zu A (0). @,, (t, 0) ergibt fiir jeden Wert von ¢ einen Punkt p (¢) auf 
dem Randkreise § = 0 und @, (t, 1) einen Punkt gq (t) auf dem Randkreise 
£—1. Die Aufgabe 3 kann daher auch folgendermaBen geometrisch formu- 
liert werden: 

Aufgabe 3a. Gegeben stien der Zylinder Z und in diesem Zylinder die 
oben beschriebene Punktmenge A (t). Ferner sei y (0) eine Kurve, die zu Z 
gehért und A (0) nicht schneidet. AuBerdem seien die Punkte p (t) und gq (t) 
gegeben, die auf den Randkreisen £ = 0 bzw. & 1 des Zylinders liegen und 
ihre Lage stetig mit ¢ andern. Die Kurve y (0) verbinde p (0) mit q (0). Es 
sind Kurven y (t), 0 <t< 1, mit folgenden Eigenschaften zu finden: 

l. y (t) verbinde p (t) mit q (t). 

. y (t) ist punktfremd zu A (ft). 
. y (t) liegt im Zylinder Z. 
. y (0) ist tiber die Zwischenmengen 
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y (t) auf y (1) deformierbar. 

Die Lésung der Aufgabe 3a 1é8t sich mit den Methoden van KaMPENs 
angeben [vgl. E. R. van Kampen: On the fundamental group of an alge- 
braic curve. Amer. J. Math. 55 (1933)|. Vgl. hierzu die Arbeit des Verf.: 
Untersuchungen iiber Deformationen, Math. Ann. 125, 19 (1952), Nr. 3.8., 
ferner Nr. 2.1. und Satz 1. 


2.5. 


Es fehlt noch die Untersuchung des Induktionsanfanges n= 1. In geo- 
metrischer Formulierung lautet jetzt die Aufgabe: Im Kreise K bestehe die 
Punktmenge A (t): 1. aus dem Kreisumfang, 2. aus r verschiedenen Punkten, 
die im Innern von K liegen und ihre Lage stetig mit ¢ andern. c (0) sei eine 
Kurve im Innern von K, die punktfremd zu A (0) ist. P(t) und Q(t) seien 
Punkte in K, die nicht zu A (t) gehéren und stetig in ¢ sind. c (0) verbinde P (0) 
mit Q(0). Es ist eine Kurve c(t) zu finden, die 1. P (t) und Q(t) verbindet, 
2. punktfremd zu A (¢) ist, 3. in K liegt. 4. Es gebe eine Deformation von c (0) 
mit den Zwischenmengen c (t). Die Lésung dieser Aufgabe laBt sich in der- 
selben Weise wie bei der allgemeineren Aufgabe 3a finden. 

2.6. | 

Satz 2. t bezeichne ein System von k komplexen Parametern. 7' sei das 
Zylindergebiet : 

lt;| << T;(T; >0),i=1,2,...,k. 


X sei ein Z-Bereich (vgl. 1.1. e). M (t) sei eine regulire Schar von analytischen 
Mannigfaltigkeiten fiir {X, 7} (vgl. Definition IT). C sei eine Kurve, die im 
Innern von {X, 7} liegt, die punktfremd zu M (t) ist und deren Endpunkte 
zu {X, t)} gehdren. Hierbei sei ¢, ein beliebiger Punkt aus 7. Dann gibt es 
eine Kurve /’, die im Innern von {X, t,} liegt, mit folgender Eigenschaft: C 
kann im Innern von {X, 7'} unter Festhaltung der Endpunkte so auf J de- 
formiert werden, daB die Zwischenmengen dieser Deformation zu M (t) 
punktfremd sind. 

Beweis. Der Beweis dieses Satzes wird mit denselben Methoden wie der 
des Satzes 1 gefiihrt. An die Stelle der beim Beweise von Satz 1 zur Vorbe- 
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reitung des Induktionsschlusses verwendeten Projektion des Bereiches X in 
den Bereich Y’ tritt jetzt die Projektion von {X, 7} in {Y’, T}. Der In- 
duktionsanfang werde mit n = 0 gemacht. Fiir n = 0 lautet die Behauptung: 
C' sei eine Kurve in 7’, deren Endpunkte in den Punkt ¢, fallen. C kann in 7 
unter Festhaltung der Endpunkte auf den Punkt ¢, deformiert werden. Diese 
Behauptung ist richtig, weil 7 als Zylindergebiet einfach zusammenhingend ist. 


§ 3. Funktionentheoretische Sitze tiber reguliire Scharen 
von analytischen Mannigfaltigkeiten. 
3.1. 


Definition III. t bezeichne ein System von k komplexen Parametern. 
T sei ein Gebiet des Parameterraumes. U sei eine Umgebung des Punktes 0. 
M (t) sei eine regulare Gesamtheit von analytischen Mannigfaltigkeiten in 
{U, T} (vgl. Definition I). t = t, sei ein Punkt von 7. 

a) Wenn es einen Z-Bereich X c U und eine Umgebung von ¢,: 7’, T gibt, 
derart, da8 M (t) eine regulére Schar von analytischen Mannigfaltigkeiten 
fiir {X, 75} ist, heiBe M (t) eine regulare Schar von analytischen Mannig- 
faltigkeiten im Punkte ¢). 

b) Diejenigen Punkte des Gebietes 7’, in denen M (t) keine regulire Schar 
von analytischen Mannigfaltigkeiten ist, nennen wir ,,Ausnahmepunkte fiir 
M (ty. 

3.2. 

Hilfssatz 1. M (t) sei eine regulire Schar von analytischen Mannigfaltig- 
keiten im Punkte t,. U, sei eine beliebig vorgegebene Umgebung des Punktes 0. 
Dann gibt es einen Z-Bereich X,, der zu U, gehért, und eine Umgebung 7, 
von ty, derart, daB M (t) eine regulare Schar von analytischen Mannigfaltig- 
keiten fiir {X 9, 7'} ist. 

Beweis. Wir verwenden vollstandige Induktion nach n. Fiir Raum- 
dimensionen < n — | sei der Hilfssatz richtig. Nach Definition III gibt es 
einen Z-Bereich X’ und eine Umgebung 7” von ¢,, derart, daB M (t} eine regu- 
lire Schar fiir {X’, 7’} ist. Sie bestimme nach Definition II die regulire 
Schar m (t) im (y),—,-Raum und die Gleichung p(y,/(y),—,, t)=0. Dann 
gibt es eine Umgebung des Punktes y, = 0, in der das Polynom p fiir {(y),—, 

(0), —1, tp} keine andere Wurzel als eventuell y, = 0 hat. Wir bestimmen 
einen Zylinderbereich Y, und eine Umgebung 7, von ft, mit folgenden Eigen- 
schaften : 

1. T; liege in T”’. 

2. Die zu A (vgl. Definition II) inverse lineare Transformation A —' bilde Y, 
auf den Z-Bereich X, ab. X, sei Teilbereich von U, und gehére auch zu X’. 

3. Ist Y, topologisches Produkt des Kreises K der y,-Ebene und des im 
(y)n—,-Raum gelegenen Zylinderbereiches Yj: Y¥, = { Yi, K}, so sei p fur 
{(Y)n—y, t} aus { Y;, 7,} auf dem Rande des Kreises K + 0. 

Wir wenden die Induktionsvoraussetzung auf die im Punkte ¢, regulire 
Schar m (t) des (y),—,-Raumes an und geben den Bereich Yj vor. Darach 
gibt es einen Zylinderbereich Yo in Yj und eine Umgebung 7’, in 7), derart, 
<dlaB m (t) eine regulire Schar fiir { Yo, 7} ist. Das topologische Produkt von 
Yo und K sei der Zylinderbereich Y,, der durch die lineare Transformation 
A~! auf den Z-Bereich X, abgebildet werde. VM (t) ist regulire Schar fiir 

11* 
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{X,, T,}. Da X, in U, liegt, ist der Induktionsbeweis fertig. Im Falle n = 1 
bleiben die obigen Uberlegungen giiltig und ergeben die Bestimmung von on 

3.3. 

Satz 3. Es bezeichne ¢ einen einzigen komplexen Parameter und 7' einen 
beschrinkten Bereich der t-Ebene. U sei eine Umgebung des Punktes 0. 
M (t) sei eine regulire Gesamtheit analytischer Mannigfaltigkeiten in {U, 7} 
(vgl. Definition I). Der Bereich 7 enthalt héchstens endlich viele Ausnahme- 
purikte (vgl. Definition ITT). 

Beweis. Aus dem folgenden Ergebnis folgt Satz 3: Es sei t, ein beliebiger 
Punkt aus 7’. Dann gibt es eine Umgebung von ty, in der — eventuell auBer ¢, 
kein Ausnahmepunkt liegt. Fiir den folgenden Beweis nehmen wir t, = 0 an. 

a) Der Beweis geschieht durch vollstindige Induktion nach der Raum- 
dimension n. Gema8 Definition | werde M (t) durch das System von analyti- 
schen Gleichungen: 


(1) F; ((x),, t) =9, 7=1,2,...,h, 


bestimmt. Die Funktionen F; seien analytisch in {U, 7}. Wenn eine Funktion 
F; fiir t = 0 identisch verschwindet, so ist sie durch eine Potenz von ¢ teilbar. 
Dann gehen wir von den Funktionen F; zu Linearkombinationen : 
Fj= > a, Fj =1,2,...,h, Det. |a;,| +9, 
p= 

iiber, die so bestimmt werden, daB die Funktionen F; durch die gleiche (gréBte) 
Potenz t* (« => 0) teilbar sind. Falls « > 0 ist, ist t= 0 Ausnahmepunkt fiir 
M (t). 


, . " 3 l a . : 
b) Auf die Funktionen G; = — F;j wenden wir im Punkte {0,¢ = 0} 
iis 


eventuell nach einer linearen Transformation der Variablen (x),, durch die 


also ¢ nicht beriihrt wird den Wererstrassschen Vorbereitungssatz an 
(2) (y)_ = A (2)q, G; = Pj (Yn/ (Y)n—1> ) - Ej ((y)n» 9 = 1,2, -. 4. 
Das System (1) besitzt auBer t = 0 in einer hinreichend kleinen Um- 


gebung des Punktes {0,¢=— 0} dieselbe Lésungsmannigfaltigkeit wie das 
System von algebroiden Gleichungen: 


(3) £: (g/g), —s, #) = 0, f= 1,2,...,4. 
Der gréBte gemeinsame Teiler der Polynome P;,j = 1, 2, ..., 4, sei das Po- 
lynom d(y,/(y),—,,t). ¢@=1 tritt ein, wenn die Polynome P; teilerfremd 
sind. Es seien: P;=dH,;. Wir diirfen annehmen, daB die Diskriminante von d 
nicht identisch verschwindet, andernfalls werde aus d mit algebraischen 
Mitteln zunichst ein Polynom mit dieser Eigenschaft berechnet. Die Dis- 
kriminante von d sei D ((y), —,, ¢). 

c) Alle Punkte von M (t) — auBer eventuell Punkten mit t = 0 in einer 
hinreichend kleinen Umgebung des Punktes {0, ¢ = 0} erfiillen entweder die 
Gleichung d = 0 oder das System: 


(4) H; (yn/(y)n—y 2) = 9,7 =1,2,...,h. 


Die erwahnte Umgebung enthalte das topologische Produkt des Z-Bereiches X’ 
und der Umgebung 7” vont = 0. X’ werde durch die lineare Transformation A, 
[vgl. (2)], auf den Zylinderbereich Y abgebildet, der topologisches Produkt 
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des in der y, -Ebene gelegenen Kreises K und des im (y),,—,-Raum gelegenen 
Zylinderbereiches Y’ sei. Y’ und 7” werden so klein gewahlt, daB fiir {(y),, —,, t} 
aus {Y’ 7T’} die Wurzeln des Polynoms d im Innern des Kreises K liegen. 
Im Falle d = 1 entfallt diese Bedingung. 

d) Bilden wir das Resultantensystem der Polynome H, beziiglich y,, so 
gewinnen wir ein System von Funktionen K; ((y),—,, t), j= 1, 2,..., hy, die 
nicht alle identisch verschwinden. Aus ihnen bilden wir das Gleichungs- 
system: 

(5) Q; ((w¥)n—1» #) = K; ((y), —3, #) -D ((y),—;, #) = 0, f = 1,2, .... a. 
Die Gleichungen (5) bestimmen eine regulére Gesamtheit von analytischen 
Mannigfaltigkeiten in { Y’, 7}, die m (t) heiBe. 

e) Auf m (t) werde die Induktionsvoraussetzung angewandt. Es gibt um 
den Punkt t = 0 eine Umgebung 7',, in der — eventuell auBer t = 0 — kein 
Ausnahmepunkt fiir m (¢) liegt. Wir zeigen: Ist t’ kein Ausnahmepunkt fiir 
m (t) und liegt t’ in 7’, so ist auch M (t) regulare Schar in ?’. 

Auf Grund von Hilfssatz 1 gibt es im (y), —,-Raum einen Zylinderbereich 
Yo, der in Y’ liegt, und eine Umgebung 7’) von t’, derart, daB m (t) reguliare 
Schar fiir { Yo, 7} ist. Wir setzen Y, = { Yo, K}. Die lineare Transformation 
A~} bilde Y, auf den Z-Bereich X, ab. 7', sei der Durchschnitt von 7 und T”. 
Dann ist M (t) regulire Schar fiir {X,, 7',}. 

Es geniigt, die Definition II durchzulesen, um die Richtigkeit dieser Fest- 
stellung einzusehen. Lediglich auf den folgenden Punkt werde besonders hin- 
gewiesen: Fiir {(y),,—,, t} aus {Yo — m (t), 79} besitzt das Polynom d lauter 
verschiedene Wurzeln, weil die analytische Mannigfaltigkeit D = 0 zu mi (t) 
gehért, wie Formel (5) zeigt. Diese Wurzeln liegen im Kreise K, weil { Yo, 7'5} 
Teilbereich von { Y’, 7} ist. 

f) Zur Vollendung des Induktionsbeweises muB Satz 3 noch im Falle 
n= 1 erhartet werden. Jetzt ist M (t) die Lésungsgesamtheit des Systems: 
F; (x,t) = 0, 7=1,2,...,4. Wenn fiir t= 0 alle Funktionen F; identisch 
verschwinden, ist ¢ = 0 Ausnahmepunkt fiir M (¢). Durch das beschriebene 
Eliminationsverfahren gelangen wir zu einer algebroiden Gleichung d (z,/t) 

0 und zu einem System Q;(t)= 0. Ausnahmepunkte sind — eventuell auBer 


t = 0 — die Lésungen dieses Systems, die eine Menge von diskreten Punkten 
bilden. 
3.4. 


~ 


Als nachstes Problem ist zu untersuchen, welche Eigenschaften die Menge 
der Ausnahmepunkte der reguliren Gesamtheiten von analytischen Mannig- 
faltigkeiten, die von mehreren komplexen Parametern abhiingen, besitzt. 
Dazu wird die folgende Definition gebraucht: 

Definition IV. Der Buchstabe ¢t bezeichne den Punkt des topologischen 
Raumes 7'. 7’, sei eis Gebiet von 7. 

Ein Satz enthalte eine Aussage, die sich auf die Punkte von 7’, bezieht, 
d. h. die Aussage treffe fiir bestimmte Punkte aus 7’, zu und fiir andere nicht. 
Wir fiihren die folgenden Ausdrucksweisen ein: 

a) Die Aussage gilt fiir den allgemeinen Punkt von 7, wenn folgende 
Feststellung richtig ist: t=’ sei ein beliebiger Punkt von 7'y, und U (¢’) eine 
beliebige Umgebung von t’. Dann gebe es in U (t’) einen Punkt f, und zu ft, 
eine Umgebung U (¢,), die zu 7, gehért, derart, daB die Aussage fiir alle ¢ 
aus U (t,) richtig ist. 
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b) Die Aussage gelte fiir den allgemeinen Punkt von 7, vgl. a). Der 
Punkt ¢, sei beziiglich der Aussage ein allgemeiner Punkt von 74, wenn es 
eine Umgebung von ¢, U (t,) gibt, derart, daB die Aussage fiir alle t aus U (t)) 
richtig ist. 

3.5. 

Satz 4. Es bezeichne t ein System von k komplexen Parametern und 7 
ein Gebiet des Parameterraumes. U sei eine Umgebung von 0.  (t) sei 
eine regulire Gesamtheit analytischer Mannigfaltigkeiten in {U, 7} (vgl. De- 
finition I). Der allgemeine*Punkt von 7' ist kein Ausnahmepunkt fiir M (t). 


Beweis. Der Beweis des Satzes geschieht mit der Methode des Beweises 
von Satz 3. Die regulire Gesamtheit M (t) werde durch das Gleichungs- 
system: F; ((x),,t)=0, j= 1,2,...,4, gegeben. t=?’ sei ein beliebiger 
Punkt aus 7’, und U (t’) sei eine vorgegebene Umgebung von ¢’. Wenn eine 
Funktion F; fiir t= ¢’ identisch verschwindet, wahlen wir in U (¢’) einen 
Punkt ¢ aus, in dem keine Funktion F; identisch 0 ist. Dann werde auf die 
Funktionen F; im Punkte {0,#} — eventuell nach einer linearen Transfor- 
mation der Variablen (x), welche die Parameter ¢ nicht beriihrt — der WrErER- 
strasssche Vorbereitungssatz angewandt. Wir erhalten die Formeln (2) (vgl. 
Nr. 3.4.) und aus ihnen wie dort die Formeln (3), (4), (5), Die Induktions- 
voraussetzung liefert jetzt das folgende Ergebnis: In beliebiger Umgebung 
von t, also auch in U (t’) gibt es einen Punkt t, und eine Umgebung U (t,) von ty, 
derart, daB die reguliire Gesamtheit m (t) [vgl. Formel (5)], keine Ausnahme- 
punkte in U (t,) hat. Der weitere Beweis ist wie im Abschnitt e) des Be- 
weises von Satz 3. Lediglich iiber den Induktionsanfang ist noch folgendes 
zu bemerken: Hier bleibt das analytische Gleichungssystem Q; (t) = 0,7 = 1, 
2,..., ,, zuriick. Die Richtigkeit von Satz 4 ist nun eine Folge davon, daB 
der allgemeine Punkt einer Umgebung von ¢’ keine Lésung dieses Gleichungs- 
systems ist. 


§ 4. Die Diskriminantenfolge. 

4.1. 

Wir untersuchen einen Spezialfall der im vorigen Paragraphen eingefiihrten 
Begriffe genauer. 

t bezeichne ein System von k komplexen Parametern. Die Funktion 
D ((z),; t) sei analytisch im Punkte {0, t,}. Unter gewissen Voraussetzungen 
kann, ausgehend von D, eine Folge von Funktionen konstruiert werden, die 
Diskriminantenfolge genannt werde. 

Wir setzen D, = D ((x),, t), nehmen an, daB D, (vy > 0) bereits konstruiert 
sei, und geben die Vorschrift fiir D,,, an. Nach einer linearen Transformation 
der Variablen (x), (y), = A (x),, hange D, nur von den Variablen y,, yo, . . ., 
y, —» und t ab und sei analytisch im Punkte {(y), —, = (0), —,, to}. 

a) Falls D, ((y),—,, t) fiir t= t, identisch verschwindet, gebe es eine Funk- 
tion g, (t) mit folgenden Eigenschaften : 


1. g, (t) sei analytisch im Punkte ¢,. 2. @pr (te) = 0. 

3. Di ((y).—» &) = aa D, ((y)n—», #) sei analytisch im Punkte {(y), —, = 
= (0)n—v tg}. 

D; ((y)n—» t) sei nicht identisch null fiir t = ¢,. 
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b) Falls D, ((y),—», to) = 0 ist, werde gy, (t)= 1 gesetzt. 

Auf die Funktion D,, wenden wir im Punkte {(y),, —,= (0), —,, tg} den WEIER- 
strassschen Vorbereitungssatz an. Die eventuell erforderliche Koordinaten- 
transformation kann so gewahlt werden, daB sie nur die Variablen (y),,—, und 
nicht die Parameter ¢ beriihrt; sie sei schon eingeschlossen in die Transforma- 
tion (y¥), = A (x),, so daB sich die Einfiihrung neuer Bezeichnungen fiir die 
Variablen eriibrigt. Die Nullstellen von D; in einer hinreichend kleinen Um- 
gebung des Punktes {(y),,—, = (0), —,, to} geniigen der algebroiden Gleichung 


G, (Yn —» (Y)n —v—y t) = 0. 


Nachdem das Polynom G, von mehrfachen Faktoren befreit wurde, werde 
seine Diskriminante D,,, ((y¥),—,»—, 4) berechnet. D,,, ist sodann die 
Ausgangsfunktion fiir den nachsten Schritt. Die Folge der Pseudopolynome: 


Ps (t) - G, (Yn—»/ (Y)n—>» LD t) 1, (Yn —» (Y)n y—} t) 
werde Diskriminantenfolge genannt. 

4.2. 

Die Diskriminantenfolge bricht spitestens mit y= nm ab. A, ist eine im 
Punkte ¢, analytische Funktion von ¢t. Die Diskriminantenfolge kann schon 
fiir 1 < n zu Ende sein, und zwar aus zwei Griinden: 

1. D, verschwindet identisch fiir t= t). Es gibt jedoch keine Funktion 
g, (t) mit den Eigenschaften 1. bis 4. 

2. D, ist + O fiir {(y),—1 = (O)n —1, to}- 

Wenn der erste Fall nicht eintritt, werde die Ausdrucksweise gebraucht: 
Die Diskriminantenfolge von D ((z),,, t) liBt sich im Punkte ¢, herstellen. 

4.3. 

Die Beweismethode der Satze 3 und 4 fiihrt in dem Spezialfall der durch 
D = 0 bestimmten reguliren Gesamtheit von analytischen Mannigfaltigkeiten 
zur Diskriminantenfolge. Hieraus ergibt sich: 

Hiljssatz 2. Es bezeichne t ein System von k komplexen Parametern und 7’ 
ein Gebiet des Parameterraumes. U sei eine Umgebung von 0. Die Funktion 
Do, = D ((%)q, t) sei analytisch in {U, T}. Die durch die Gleichung D = 0 
bestimmte Gesamtheit analytischer Mannigfaltigkeiten werde mit M (t) be- 
zeichnet. 

a) Die Diskriminantenfolge von D, laBt sich im allgemeinen Punkte von 7 
herstellen. 

b) Falls die Anzahl der Parameter k = 1 ist, laBt sich die Diskriminanten- 
folge in jedem Punkte von 7’ herstellen. 

c) Die Diskriminantenfolge lasse sich im Punkte t, herstellen. Dann gibt 
es eine Umgebung U (t,) ‘von ¢, derart, daB in jedem Ausnahmepunkte von 
M (t) in U (t,) eine Funktion der Diskriminantenfolge identisch verschwindet. 
Es sei {X*, 7'*} eine solche kleine Umgebung von {0, f,}, in der 1. alle 
Funktionen der Diskriminantenfolge analytisch sind, 2. die bei der Anwen- 
dung des WxreRsTRAssschen Vorbereitungssatzes zur Berechnung der Dis- 
kriminantenfolge auftretenden Einheitsfunktionen analytisch sind und nicht 
verschwinden. Dann hat U (t,) = T* die verlangte Eigenschaft. 

4.4. 

Satz 5. t bezeichne ein System von k komplexen Parametern. Die Funktion 
Dy = D ((x)q, t) sei analytisch im Punkte {0, t,}. Die durch die Gleichung 








158 WaLTER THIMM: 
D = 0 bestimmte regulire Gesamtheit von analytischen Mannigfaltigkeiten 
werde mit M (t) bezeichnet. Es lasse sich im Punkte ¢, die Diskriminanten- 
folge der Funktion D, herstellen (vgl. 4.1. und 4.2.), deren Funktionen 


(1) A, (¥n—»/(¥)a—»—p #), ¥ = 0, 1, 2,...41, (yp = A (zp, 


seien. Im Punkte ¢ = ¢’ einer hinreichend kleinen Umgebung von ¢, (namlich 
aus U (¢,), vgl. Hilfssatz 2c)) verschwinde keine Funktion der Folge A, iden- 
tisch. Durch Einsetzen von (y),—,—, = (0),—,-—, in das Polynom A, entstehe 
das Polynom: 

A, (Yn—»/ (On —»—y #) = At (Yn—»/ 1). 
Es seien: 
(2) A, (¥n—+/t) = y,"_, 4,’ (ya—» t), » = 0,1, 2,...,8. 
Dabei bedeute 4; ein Polynom von y,—,, das im Punkte {y,, 
verschwindet. 

Unter diesen Voraussetzungen gibt es eine Umgebung 7’ von t’ mit fol- 
gender Eigenschaft: Ist U eine beliebig vorgegebene Umgebung des Punktes 0, 
so gibt es einen Z-Bereich X, der zu U gehért, derart, daB M (t) eine regulire 
Schar fiir {X, 7} ist. 

Bemerkung. Die iiber das Ergebnis von Hilfssatz 1 hinausgehende Aussage 
liegt darin, daB 7 unabhingig von der vorgeschriebenen Umgebung U ist. 

Beweis. Der Beweis verwendet vollstindige Induktion nach der Raum- 
dimension n. 

a) Der Induktionsanfang werde mit »=0 gemacht. Dann besteht die 
Diskriminantenfolge aus einer in t, analytischen Funktion A (t), die nach den 
Voraussetzungen des Satzes in t’ + 0 ist. Die Aussage des Satzes reduziert 
sich auf die Feststellung, daB es eine Umgebung von ?¢’ gibt, in der A (t) nicht 
verschwindet. 

b) Der Satz sei fiir Dimensionen < n — 1 bewiesen. Es sei {X*, 7'*} die 
im Hilfssatz 2c) erwaihnte Umgebung des Punktes {0, t,}. Es sei: 


» = 0, t’} nicht 


I 
2 ((y)n» t) = IT AY (y,—,/t). 
v=0 


Wie vorausgesetzt wird, ist die Funktion 2((y),, t) im Punkte {(y),, = (0),, t’ 
von © verschieden. Wir bestimmen eine Umgebung dieses Punktes: {X,, 7',}, 
die in {X*, 7'*} liegt, und in deren abgeschlossener Hiille a nirgends ver- 
schwindet. Wir zeigen, daB die Umgebung 7’, von ¢’ die in Satz 5 verlangten 
Eigenschaften hat. 

c) Im Durchschnitt von X, mit der vorgegebenen Umgebung U von 0 liege 
ein Z-Bereich, der durch die lineare Transformation A auf den Zylinderbereich 
Y, abgebildet werde. Y, sei topologisches Produkt des in der y,-Ebene 
liegenden Kreises K und des im (y),,—,-Raum gelegenen Zylinderbereiches Y}. 
Aus (2) folgt: 


Ao (Yn/ t) y,," ; Ag (Yn/t)- 


Es werde zunichst «, > 0 vorausgesetzt. Weil Ag (y,/t) im Bereich {K, T;} 
nicht verschwindet (vgl. b), besitzt A, fiir (y), —, = (0), —, und beliebiges ¢ aus 
T, in K die einzige Nullstelle y, = 0. A, ist also fiir {(y),—, = (0), —,. 7} auf 
dem Rande von K +0. Daher gibt es eine Umgebung des Punktes (y),—, 

(0),—,, Yoo Yi, derart, daB A, auch fiir {(y),—,, t} aus {Yo, 7} auf dem 
Rande von K nicht verschwindet. 
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Uber ausgeartete meromorphe Abbildungen. I. 159 


d) Die Gleichung A, (y,—,/(¥),— 2 t) = 0 bestimmt die reguliére Gesamt- 
heit m (t), auf welche die Induktionsvoraussetzung angewandt werde. Man 
beachte, daB das in b) angegebene Verfahren zur Bestimmung von 7' im Falle 
von m (t) ein Gebiet ergibt, das jedenfalls 7’, enthalt. Wir geben die Um- 
gebung Yo des Punktes (y), —, = (0), —, vor. Nach der Induktionsvoraussetzung 
gibt es einen Zylinderbereich Y’, der in Yo liegt, derart, daB m (t) eine regulire 
Schar fiir { Y’, 7',} ist. 

e) Das topologische Produkt von Y’ und K sei der Zylinderbereich Y, 
der durch die lineare Transformation A~! auf den Z-Bereich X abgebildet 
werde. Dann ist M (t) regulire Schar fiir {X, 7}. Da X Teilbereich der vor- 
geschriebenen Umgebung JU ist, ist der Induktionsbeweis bis auf den vorhin 
ausgeschlossenen Fall «, = 0 vollstandig. Im Falle a, = 0 ist 4,+0 auf 
{0, 7}. Es gibt dann einen Bereich X, der zum Durchschnitt von X, mit der 
vorgegebenen Umgebung U von 0 gehért, derart, daB A, +0 ist fiir alle 
{(2x),, t} aus {X, 7',}. Dann ist M (t) regulire Schar fiir {X, 7}. 


§ 5. Monodromiegruppen algebroider Funktionen. 

5.1. 

Definition V. X sei ein Gebiet oder Bereich im Raum R,,. p (z/(x),) sei 
ein Polynom von z mit Koeffizienten, die in X analytisch sind; der héchste 
Koeffizient sei 1. Die Diskriminante D ((x),,) von p verschwinde nicht identisch. 

Es sei (x°) ein innerer Punkt von X, in dem D (x®) +0 gilt. Ist der Grad von p 
gleich h, so existieren in (x®°) h analytische Funktionen z, (x), die der Glei- 
chung p = 0 geniigen. Diese h-Funktionen nennen wir Zweige der algebroiden 
Funktion z (x) im Punkte (x®). Ist C eine geschlossene Kurve, die von (x°) 
ausgeht, im Innern von X verlauft und die Nullstellen von D(x) vermeidet, 
so kénnen wir jeden Zweig z, (x) auf C analytisch fortsetzen und kommen 
nach einem Umlauf um C in (z°) eventuell mit einem anderen Zweige z,, (x) 
an. Die Zweige z, (x) erfahren also bei analytischer Fortsetzung um C' herum 
eine Permutation. Ziehen wir alle méglichen von (x®) ausgehenden, im Innern 
von X liegenden und die analytische Mannigfaltigkeit D (2) = 0 nicht schnei- 
denden Wege heran, so erhalten wir weitere Permutationen, die zusammen 
eine Gruppe bilden. Diese Permutationsgruppe ist vom Punkt (x°) ¢ X un- 
abhiangig; sie heiBe ,,Gruppe der algebroiden Funktion z (x) beziiglich X*‘ und 
werde mit G (X) bezeichnet. 

5.2. 

Definition VI. Es sei p (z/(x),) ein Polynom von z mit Koeffizienten, die 
im Punkte 0 analytisch sind; der héchste Koeffizient sei 1. 

Es gibt eine Umgebung X, von 0 mit folgender Eigenschaft: Ist X eine 
beliebige Umgebung von 0, die in X, liegt, so stimmt @ (X) mit @ (XQ) iiberein. 
Alle hinreichend kleinen Umgebungen von 0 besitzen dieselbe Gruppe @ (X). 
G (X,) = @ heiBe Monodromiegruppe der algebroiden Funktion z(x) im 
Punkte 0. 

Bemerkung. Es gibt eine Umgebung U von 0, die sich so triangulieren 
laBt, daB die Mannigfaltigkeit D (x) = 0 (D(x) = Diskriminante von p) aus 
Simplizes der Triangulierung besteht [vgl. z. B. LerscHetTz-WHITEHEAD: On 
analytical complexes, Trans. Amer. Math. Soc. 35 (1933)]. Die Gruppe @ (X) 
wird unabhingig von X, wenn X zur simplizialen Umgebung von 0 im 
Komplex U gehért (vgl. Serrert-THRELFALL, Topologie, 8.120 u. 177). 








160 WaLtTer THImM: 


5.3. 

Definition VII. Es bezeichne t ein System von k komplexen Parametern 
und 7' ein Gebiet des Parameterraumes. 

p (z/(x),, t) = p (z/ x, t) 
sei ein Polynom von z mit den folgenden Koeffizienteneigenschaften : 

U sei eine Umgebung von 0. Die Koeffizienten von p seien analytisch fiir 
{x,t} aus {U, T}. Der héchste Koeffizient sei 1. Die Gleichung p = 0 be- 
stimmt die ganz algebroide Funktion z (x, t), die von dem Parametersystem f¢ 
abhangt. Die Diskriminante von p sei D (2, t); sie verschwinde nicht identisch 
Durch die Gleichung D (x, t) = 0 wird eine regulire Gesamtheit von analyti- 
schen Mannigfaltigkeiten (Definition I) in {U, 7} bestimmt, die als Ver- 
zweigungsmannigfaltigkeit M (t) bezeichnet werde. 

5.4. 

Satz 6. Durch die algebroide Gleichung p (z/x,t)=0 werde die ganz 
algebroide Funktion z (2, t) definiert, die von dem Parametersystem t abhinge 
(Definition VII). Thre Verzweigungsmannigfaltigkeit sei M (t). Der Punkt ¢, 
sei kein Ausnahmepunkt fiir M (t) (Definition III). Nach Definition III gibt 
es einen Z-Bereich X und ein Zylindergebiet 7, das t, enthalt, derart, daB 
M (t) eine regulire Schar fiir {X, 7} ist. t sei ein beliebiger Punkt aus 7’. 
Die Gleichung p (z/z, t’) = 0 bestimme die ganz algebroide Funktion z (z, t’). 
Die Gruppe G (X) der algebroiden Funktion z (z, t’) ist unabhingig von ¢’, 
solange t’ zu 7 gehért, und isomorph der Gruppe G (X, 7') der algebroiden 
Funktion z (xz, t) von n + k Variablen beziiglich des topologischen Produktes 
{X, T}. 

Beweis. a) Die Diskriminante D (x,t) von p ist fiir t = t’ = 0, da ¢#’ kein 
Ausnahmepunkt fiir M (t) ist. Ist (2°) ein Punkt aus X mit D (x°, t’) + 0, 
so existieren im Punkte (2°, t’) Zweige der ganz algebroiden Funktion von 
n+ k Variablen z (x,t). Durch die Spezialisierung t = t’ gehen sie in Zweige 
der ganz algebroiden Funktion von n Variablen z (2, t’) iiber, und zwar wird 
so eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den Zweigen dieser beicden 
algebroiden Funktionen hergestellt. 

b) C sei eine geschlossene Kurve, die von x° ausgeht, in dem Inneren von 
X verlauft und die Nullstellen der Funktion D (z, t’) vermeidet. Der Kurve C 
entspricht im topologischen Produkt {X, 7'} eine Kurve C’, die zu dem Inneren 
von {X, t’} gehdrt. Setzen wir einen Zweig von z (z, t’) lings C und den zu- 
geordneten Zweig von z (z, t) lings C’ analytisch fort, so kommen wir nach 
einem Umlauf im Punkte {x°, t’} wieder mit Zweigen von z (2, t’) baw. z (2, t) 
an, die einander zugeordnet sind. Jede Permutation der Gruppe @ (X) der 
algebroiden Funktion z(z,t’) ist daher in der Gruppe @(X, 7’) der algebroiden 
Funktion z (x, t) enthalten. 

c) Auch die Umkehrung dieses Ergebnisses gilt. Nach Satz 2 kann jede 
geschlossene Kurve C, die in dem Inneren von {X, 7} verliuft und M (t) 
nicht schneidet, so auf eine Kurve /’ in dem Inneren von {X, t’} deformiert 
werden, daB die Zwischenmengen der Deformation zu M (t) punktfremd sind 
und in dem Inneren von {X, 7} liegen. Geht bei analytischer Fortsetzung 
lings C der Zweig z, (x,t) in den Zweig z, (x, t) iiber, so bewirkt nach einem 
Satz iiber analytische Fortsetzung ein Umlauf um /” dieselbe Vertauschung 
(vgl. Oscoop: Lb., 8.77). Jede Permutation von @(X, 7) gehért daher 
auch zu @ (X). 
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5.5. 

Satz 7. Durch die algebroide Gleichung p (z/x, t) = 0 werde die ganz alge- 
broide Funktion z (2, t) definiert, die von dem Parametersystem ¢ abhinge 
(vgl. Definition VII). Ihre Verzweigungsmannigfaltigkeit sei J (t). Der 
Punkt ¢, ¢ 7 sei kein Ausnahmepunkt fiir M (t). Die Monodromiegruppe der 
algebroiden Funktion von n + k Variablen z(z, t) im Punkte {0, ¢,} stimmt 
iiberein mit der Monodromiegruppe der algebroiden Funktion von n Va- 
riablen z (x, t,), die der Gleichung p (z/z, t,) = 0 geniigt, im Punkte 0. 

Beweis. Die Umgebungen X, von 0 und 7’, von t, werden so klein gewahit, 
daB die Gruppe von z (z, t) beziiglich { X,, 7',} gleich der Monodromiegruppe von 
z (x, t) im Punkte {0, t,} ist. X, sei eine Umgebung von 0, die in X, liege und 
so klein sei, daB die Gruppe von z (x, t,) beziiglich X, die Monodromiegruppe 
von z(z,t,) im Punkte 0 ist. Nach Hilfssatz 1 gibt es einen Z-Bereich X’, 
der zu X, gehért, und eine Umgebung 7” von ft, die in 7’, liegt, derart, daB 
M (t) eine regulire Schar fiir {X’, 7’} ist. Dann folgt aus Satz 6 G(X’) 

G(X’ T’). Da X’'CX,C X,_ und 7’ CT, gelten, stimmen G(X’) bzw. 
G(X’, T’) mit den Monodromiegruppen iiberein, deren Gleichheit zu beweisen ist. 

5.6. 

Wir heben die folgende Anwendung dieses Satzes hervor: Transitivitat 
der Monodromiegruppe der algebroiden Funktion z(z,t) im Punkte {0, t)} 
bedeutet, daB die algebroide Funktion z (x, t) in der Umgebung dieses Punktes 
monogen ist, oder daB das Pseudopolynom p (z/z, t) in diesem Punkte irre- 
duzibel ist. Satz 7 zeigt: Wenn das Polynom p (z/z, t) in {0, t,} irreduzibel ist 
und ¢, kein Ausnahmepunkt der Verzweigungsmannigfaltigkeit M (t) ist, so 
entsteht durch die Spezialisierung t = ¢, aus p ein im Punkte 0 irreduzibles 
Pseudopolynom p (z/z, ty). 

5.7. 

Hilfssatz 3. Durch die algebroide Gleichung p (z/x, t) = 0 werde die ganz 
algebroide Funktion z(z,t) bestimmt, die von dem Parametersystem ¢ ab- 
hinge. [hre Verzweigungsmannigfaltigkeit sei M (t). t = t, sei kein Ausnahme- 
punkt fiir M (t). Es gebe eine Umgebung T' von ¢, mit folgender Eigenschaft : 
Ist U eine beliebig vorgegebene Umgebung des Punktes 0, so gebe es einen 
Z-Bereich X, der zu U gehért, derart, daB M (t) eine regulire Schar fiir {X, 7} 
ist. (Wie in Satz 5 ist 7’ unabhingig von U.) Dann sind die Monodromie- 
gruppen der algebroiden Funktionen von m Variablen z (z, t’) im Punkte 0 
isomorph, solange ¢’ in 7’ variiert. Isomorph zu diesen und untereinander 
sind auch die Monodromiegruppen der algebroiden Funktion z (zx, t) in den 
Punkten {0, ¢’} fiir t’ aus 7’. 

Beweis. a) t, und ¢, seien beliebige Punkte aus 7. Zu t, gehére die Um- 
gebung X, des Punktes 0, derart, daB G (X,) die Monodromiegruppe der alge- 
broiden Funktion z (zx, t,) in 0 ist. Entsprechend sei X, dem Punkt ¢, zuge- 
ordnet. Der Z-Bereich X’ werde als Teilbereich von X, und X, so bestimmt, 
daB M (t) regulire Schar fiir {X’, 7} ist. Auf Grund von Satz 6 gilt: G (X’, 7) 

G@ (X’) fiir alle Parameterspezialisierungen von ¢ aus 7’, insbesondere also 
t, und ¢,. Fir ¢, und ¢, ist G(X’) jedoch die Monodromiegruppe im Punkte 0, 
da X’ Teilbereich von X, und X, ist. Die letzte Behauptung des Satzes ist 
eine Folge von Satz 7. 

b) Im AnschluB an den obigen Beweis werde das letzte Ergebnis des Hilfs- 
satzes 3 erlautert. Die Punkte (z') und (2?) aus X’ seien so gewahlt, daB die 
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Diskriminante des Polynoms p (z/z,¢) in den Punkten P, = {(z'), t,} und 
P, = {(x*), t,} nicht verschwindet. Es sei z,, y= 1, 2,..., 4, ein System von 
Zweigen im Punkte P,. I sei eine Kurve zwischen P, und P,, die im Innern 
von {X’, T} verlauft und die Verzweigungsmannigfaltigkeit M (¢) nicht 
schneidet. Durch analytische Fortsetzung von z, langs /" gehe z in den Zweig 
z, des Punktes P, iiber, vy = 1, 2,..., 4. Ist nun C eine geschlossene Kurve, 
die von P, ausgeht, in {X’, 7} verliuft und M (t) nicht schneidet, so entspricht 
ihr eine Permutation der Zweige z,, die ein Element der Monodromie- 
gruppe G, von z (zx, ?t) im Punkte {0, ¢,} ist. Dieser Kurve C ordnen wir die 
geschlossene Kurve C’ = /**!C TI zu, die in P, beginnt. Zu C’ gehért dieselbe 
Permutation % der Zweige z,, so daB also $ auch Element der Monodromie- 
gruppe @, von z (zx, t) im Punkte {0, t,} ist. Die beiden Monodromiegruppen 
G, und G, stimmen also genau tiberein. Nun kann die Numerierung der Zweige 
im Punkte P, von der Kurve /’ abhangen. Wahlen wir eine andere Kurve /’, 
so erhalten wir als Monodromiegruppe von z(z,?¢) im Punkte {0, f,} eine 
Gruppe @, die zu G, konjugiert ist. In diesem Sinne ist das Wort ,,isomorph“ 
in der Formulierung von Hilfssatz 3 zu verstehen. 

5.8. 

Satz 8. Durch die algebroide Gleichung p (z/x, t) = 0 werde die ganz alge- 
broide Funktion z (xz, t) definiert, die von dem Parametersystem ¢ abhinge. 
Die Diskriminante von p sei D((x),,¢). Ausgehend von der Funktion D, 

D ((x),, t) lasse sich im Punkte ft, die Diskriminantenfolge bilden (vgl. § 4, 
Nr. 1 und 2). 

(y),, = A (z),, 4, (y,~o/ (9). —:-y f), 9 = 0,1,2,..., 8. 
Dann gibt es eine Umgebung 7’ von ¢, mit der folgenden Eigenschaft : 

1. B, sei die analytische Mannigfaltigkeit derjenigen Punkte von 7’, in 
denen eine Funktion A, der Diskriminantenfolge identisch verschwindet. 

2. Setzen wir (y), —,—, = (0),—,—, in die Funktion A, (y, —,/(y)a—,—,, t) 
der Diskriminantenfolge ein, so entstehe das Polynom: J} (y,—, t). Das 
Monom y’* , werde so bestimmt, daB der Quotient: 

1, (Yn —»/t) - Lye”, = A’ (yn —2/t) 
ein Polynom von y,—, ist, das + 0 ist fiir y, _, = 0. Setzen wir in A; auch 
noch y, —_,= 90, so erhalten wir eine nicht identisch verschwindende Funktion 
von t: y, (t). B, sei die analytische Mannigfaltigkeit derjenigen Punkte von 7’, 


in denen eine Funktion y, (t) verschwindet, vy = 0, 1, 2, . . ., l. 
Durch Herausnahme von B, und B, entstehe aus 7’ das Restgebiet 7" T 
(B, vu B,). 


Die Monodromiegruppen der aus z (2x, t) durch Spezialisierungen ¢ = t’ 
aus 7” gewonnenen algebroiden Funktionen z (zx, ¢’) im Punkte 0 sind isomorph. 
Die Monodromiegruppe von z (z, t’) (t’ aus 7”) stimmt iiberein mit der Mono- 
dromiegruppe der algebroiden Funktion von n + k Variablen z (x, t) im Punkte 
{0, ’}. Isomorph sind also auch die Monodromiegruppen von z (2, t) in den 
Punkten {0, ¢’} fiir ’ aus 7”. 

Jeweis. a) Es sei {X*, 7'*} die im Hilfssatz 2c), Nr.4.3., erwahnte Um- 
gebung des Punktes {0, t,}. Mit T = 7T* gilt Satz 8. 

b) Nach Hilfssatz 2 ist 7” frei von Ausnahmepunkten der Verzweigungs- 
mannigfaltigkeit D(x, t)= 0, denn B, ist punktfremd zu 7”. ¢’ sei ein be- 
liebiger Punkt von 7”. Da t’ nicht auf B, liegt, ist die Funktion A{’ (y,,—,/t) +0 
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im Punkte {y,_,= 0, t’}, und zwar gilt das fiir y= 0,1, 2,...,1. Aus dem 
Satz 5 und Hilfssatz 3 folgt, daB t’ eine Umgebung T' (t’) besitzt, derart, daB 
die Monodtomiegruppe der Funktion z (x, ¢*) in 0 unabhiangig von ¢* ist, 
wenn ¢* in 7’ (t’) variiert. Da 7” offen und zusammenhingend ist, folgt hieraus 
Satz 8. 

5.9. 

Aus dem Hilfssatz 2 und Satz 8 ergeben sich: 

Folgerung 1. Es bezeichne ¢ einen einzigen komplexen Parameter und 7 
einen beschrinkten Bereich in der t-Ebene. U sei eine Umgebung von 0. 
p (z/x, t) sei ein Polynom von z, dessen Koeffizienten analytisch in {U, T} 
sind; der héchste Koeffizient sei 1. Durch p= 0 werde die ganz algebroide 
Funktion z (x, t) bestimmt. Es gibt endlich viele Punkte in 7 mit folgender 
Eigenschaft: Entfernen wir sie aus dem Bereich 7, so entstehe die Punkt- 
menge 7”. Die Monodromiegruppen von z (2, t) in den Punkten {0, ¢’} sind 
isomorph fiir ¢’ aus 7”. Die Monodromiegruppe von z (x,t) im Punkte {0, t’} 
stimmt iiberein mit der Monodromiegruppe von z (2, t’) im Punkte 0. 

Folgerung 2. Es bezeichne t ein System von k komplexen Parametern 
und 7' ein Gebiet des Parameterraumes. U sei eine Umgebung von 0. p (z/z, t) 
sei ein Polynom von z, dessen Koeffizienten analytisch in {U, T} sind; der 
héchste Koeffizient sei 1. Durch p = 0 werde die ganz algebroide Funktion 
z (x,t) bestimmt. Fiir den allgemeinen Punkt ¢’ von 7' (Definition IV) ist 
die Monodromiegruppe von z (x, ¢t) im Punkte {0, t’} unabhangig von ?’. Sie 
stimmt iiberein mit der Monodromiegruppe der Funktion z (z, t’) im Punkte 0. 


§ 6. Monodromiegruppen analytischer Mannigfaltigkeiten. 
6.1. 
Die Resultate des $5 kénnen auf analytische Mannigfaltigkeiten ausge- 
dehnt werden. 
Definition VIII. X sei ein Gebiet oder Bereich im Raume R,. Gegeben 
seien m algebroide Gleichungen: 


p; (z/(z),.) = 0, ¢ = 1, 2, ..., m. 


p; sei ein Polynom von 2;, dessen Koeffizienten in X analytisch in den Va- 
riablen (x), sind; der héchste Koeffizient sei 1. Die Diskriminanten dieser 
Polynome seien nicht identisch 0. Es sei (x®) ein innerer Punkt aus X, in dem 
keine Diskriminante verschwindet. In (x°) existieren die Zweige der algebroiden 
Funktionen z; (x), die mit 2” (x), A= 1, 2,..., Aj, bezeichnet werden. Ge- 
geben sei ferner eine Zuordnung der Zweige, d. h. eine endliche Anzahl von 
Xeihen: Z,, Z,, .. ., Zy mit folgenden Eigenschaften : 

1. Die Reihe Z, enthalte von jeder algebroiden Funktion z; (x) genau einen 
Zweig : 


g : fs) (2) (vm) 
4y > 1 9 BQ gee ey & . 


2. Bei simultaner analytischer Fortsetzung der m zu Z, gehdrenden Zweige 
auf einem beliebigen, von (x®) ausgehenden geschlossenen Wege, der im 
Inneren von X verlauft und die Nullstellen der Diskriminanten der Polynome p; 
vermeidet, sollen diese in Zweige iibergehen, die eine Reihe Z,- zusammensetzen. 

3. Jeder Zweig 2”) (x) der algebroiden Funktion 2; (2) soll wenigstens einer 


tcihe Z, angehéren, i = 1, 2,..., m. 











164 Water Turow: Uber ausgeartete meromorphe Abbildungen. I. 


Die Reihen Z, erfahren bei analytischer Fortsetzung auf geschlossenen 
Wegen, die im Innern von X verlaufen und die Nullstellen der Diskriminan- 
ten der Polynome p; vermeiden, Permutationen, die zusammen eine Gruppe 
bilden, die Gruppe @ (X) der analytischen Mannigfaltigkeit (z),, beziiglich X. 
Wenn X eine hinreichend kleine Umgebung des Punktes 0 ist, wird die 
Gruppe G(X) unabhaingig von X. Sie heiBe dann Monodromiegruppe der 
analytischen Mannigfaltigkeit (z),, in 0. 

6.2. 

Definition IX. Es bezeichne t ein System von k komplexen Parametern 
und 7 ein Gebiet im Parameterraum. U sei eine Umgebung von 0. Fiir 
i=1,2,....m sei p; (z;/(x),,t) ein Polynom von z; mit Koeffizienten, die 
analytisch in {U, T} sind; der héchste Koeffizient sei 1. Die Diskriminante 
von p; sei D; (x, t). Keine Funktion D;, i = 1, 2, . . ., m, verschwinde identisch. 
Durch die Gleichungen: p; (z;/(z),, t) = 0, ¢ = 1, 2, ..., m, werden algebroide 
Funktionen z; (x,t) bestimmt. Ferner sei eine Zuordnung ihrer Zweige (De- 
finition VIII) gegeben. Dadurch wird eine analytische Mannigfaltigkeit (z),,, (t) 
definiert, die von dem Parametersystem ¢ abhingt. D (x, t) sei das Produkt 
der m Diskriminanten D; (zx, t), i= 1, 2,...,m. Durch die Gleichung D (z, t) 

0 wird eine regulire Gesamtheit von analytischen Mannigfaltigkeiten M (t) 
in {U, T} bestimmt. M (t) heiBe Verzweigungsmannigfaltigkeit der analyti- 
schen Mannigfaltigkeit (z),, (t). 

6.3. 

Satz 9. Die Satze 6, 7, 8 und die Folgerungen 1 und 2 (Nr. 5.9.) behalten 
ihre Giiltigkeit, wenn der Begriff ,,algebroide Funktion z (2, t)‘‘ durch den 
Begriff ,,analytische Mannigfaltigkeit (z),, (¢) ersetzt wird. 

Beweis. Die Beweise jener Satze gelten mit nur unwesentlichen Anderungen. 


( Bingegangen am 22. Oktober 1951.) 
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+c)? * 
(Bemerkung zu einer Arbeit von Herrn K. ScHRODER.) 
Von 
Orro EMERSLEBEN in Berlin. 


Einleitung. 


In einer Arbeit iiber das Problem der eingespannten rechteckigen Platte’) 
beweist und benutzt Herr K. Scur6peErR den Hilfssatz?) 
Fiir jedes reelle nicht verschwindende c gilt 


5A) 8 s a) Fee eae) 0 
x (3? + c*)? 3c? 
me : 41 1 , ae <——o 
latsaichlich wird sogar s — > bewiesen. Herr ScHRODER fiigt hinzu: 
, c 


.NB. Die Abschatzung (54) kénnte natiirlich noch etwas verbessert werden. 





a +t 1 : . : 

Verf. kann aber nicht sehen, daB sogar 5,7 eine obere Schranke der linken 
= 

Seite von (54) ist, wie es von Marutev, allerdings ohne Beweis, behauptet 

wird.** 

Wir werden hierzu zeigen, daB fiir 


y _ 


8ic ——_- - 
( ) Fa , (k? + c*)? 
in der Tat tiber die Abschatzung (54) von Herrn ScHRODER hinaus 


(2) s(c)<<4 


«Cc 
gilt, die Behauptung von Marurev also bewiesen werden kann). 


1) Erster Teil: Math. Ann. 121, 247—326 (1949). 

*) a. a. O."), 258—260. 

3) Marutev, E.: Traité de physique mathématique. VI—VII: Théorie de l’élasticité 
des corps solides, Paris 1890; sec. partie. Chap. X. 

Zusatz 23. 10. 1951: 

Der Verfasser dieses Werkes, das mir erst jetzt zuganglich geworden ist, bemiiht sich, 
Kap. X, Ziff. 10, S. 155—156, durch geometrischen Vergleich des Flacheninhalts einer 


Treppenkurve mit der von einer analytischen Funktion begrenzten Flache zu beweisen, 
daB 





A k “ x 1 
‘ C > = 
—, (ke? c?)? < J (a? + c*)? Lx 2-2 ° 


= 





Hinsichtlich der kleinen Flachenstiicke, die zu der von der analytischen Kurve begrenzten 
Flache, aber nicht zu der von der Treppenkurve begrenzten Flache gehéren, begniigt er 
sich mit der Bemerkung, es sei leicht einzusehen, daB ihr Flacheninhalt gréBer sei als der 
Flacheninhalt jener kleinen Flachenstiicke, die umgekehrt innerhalb der Treppenkurve 
aber auBerhalb der analytischen Kurve liegen. Man ersieht hieraus nicht, ob MaTatru 
bei diesem nicht mitgeteilten Teil seines Beweises beriicksichtigt hat, daB die erwaihnte 


analytische Kurve (d. h. der Integrand) zwar zunachst konvex von oben, dann jedoch 
konvex von unten ist. 
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Zugleich zeigt sich aber, daB 
£ 
(3) s(c)=O (=) 


die wahre GréBenordnung fiir iiber alle Grenzen wachsendes c? ist und daf8 
auch die Konstante 1/2 in (2) nicht verbessert werden kann, da 





I eis 
*) *()=35 + Ox)" 
namlich 

‘. 1 1 _ 6 

(5) 0<>- = —8()<a5-—- 


Es liegt nahe, sich zum Beweis der EuULER-MacLaurIn-Summenformel zu 
bedienen *) — eventuell unter Benutzung bekannter Eigenschaften der Ab- 
leitung der ¥Y’-Funktion, auf die man hierbei leicht gelangt*). 

Wir werden uns einer einfachen Abschitzung bedienen, die den ersten 
Gliedern der genannten Summenformel nahekommt und deren Voraussetzungen 
sich leicht erfiillen lassen durch spezielle Wahl einer iiber alle Grenzen wach- 
sende Wertefolge der c>0, namlich durch ganzzahlige c. Fiir alle anderen 
c > 0 werden wir mittels einer Monotonieiiberlegung das Resultat ergiainzen 
und das etwa Gleichung (4) entsprechende Ergebnis auf Gleichung (5) ver- 
schiarfen. 

Abschatzung fiir ganzzahlige c. 


Um die endliche Summe s(c) mit Fehlerabschaétzung durch ein Integral 
zu ersetzen, gehe ich von dem leicht beweisbaren Hilfssatz aus, der etwa 
(nimlich Ersetzung des Faktors 1/12 durch nur 1/8) die ersten Glieder der 
EuLeR-Mac.taurinschen Summenformel umfaBt: 

Sei a, (m= k <n, k,m und n ganz) eine unter AusschluB der Gleichheit 
konvexe Folge reeller Zahlen. Ferner sei zu diesen Werten a, eine Funktion 
a(x) so gewahlt, daB 

l.in m<x2<n a(zx) definiert, reell und stetig ist (an den Enden des 
Intervalls geniigt einseitige Stetigkeit nach innen zu), 

2. fiir ganzzahlige x = k a (k) = a,, 





*) Unmittelbar nach Kenntnisnahme der Arbeit a. a. O.') machte ich Herrn Scuor6pER 
mit Schreiben vom 2. 5. 1950 u. a. auf den im folgenden Abschnitt durchgefiihrten Beweis 
der Gleichung (4) zunachst fiir ganzzahlige c aufmerksam und setzte ihn daraufhin miind- 
lich von dem weiteren Ergebnis in Kenntnis. 

‘a) Zusatz bei der Korrektur: Diesen Weg ist inzwischen L. Bera: Uber eine Ab- 
schitzung von Marutev, Math. Nachr. 7, 257—259 (1952) gegangen. 

5) Nach JAHNKE-Empeg, Tafeln héherer Funktionen, 4. Aufl., Leipzig 1948, S. 20, soll 
fiir 'z > 1, falls nicht z< 0, 


> 1 1 1 l 
YP" (z) im 





22 ° 62 302 — 


wobei als Koeffizienten offenbar die BERNOULLIschen Zahlen auftreten. Dabei ist VY (x) 





+++ sein, 


als logarithmische Ableitung der J7-Funktion (Fakultat) definiert, YW’ (z) = £ 


v=1 
Die Darstellung bei JAHNKE-EmbeE konvergiert aber fiir keinen noch so groBen Wert von z, 
da die Glieder nicht gegen 0 streben. Fiir rein imaginires Argument z = -+ ic haben die 
Glieder vom dritten an konstantes Vorzeichen und ergeben daher zusammen eine diver- 
gente Reihe, deren Imaginirteil iiber alle Grenzen wichst, wahrend die Summe kon- 


vergieren miBte. Fiir 2c* s(c) = - c(¥’ (ic) — ¥’ (—ic)] diirfen daher aus dieser 


Darstellung die an sich méglichen Schliisse des hier interessierenden Inhaltes nicht ohne 
weiteres gezogen werden. 
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Uber die Reihe z ere 


3. im ganzen Intervall m < x < n auch a(x) konvex ist und 
4. an den Enden des Intervalls a (x), mindestens einseitig zum Intervall- 
innern zu, differenzierbar ist. 
(nm) 
Bei >’ a, bedeuten die Klammern um die beiden Integrationsgrenzen, 
(m) 
daB das betreffende (erste bzw. letzte) Glied der Summe nur mit dem Gewicht 
1/2 zu nehmen ist. 


Unter diesen Voraussetzungen ~~ der Wert der Summe 


(m) 
(6) >’ a, zwischen den Werten von fa (x) dx und 
(m) 
‘n 
f a(x) dx + } [a’(n) — a’(m)], 
m 
namlich : 
falls a (x) und daher die a, konvex von oben sind: 
n (nm) n 
(6a) { a(x) dx — } [a’ (m) — a’ (n))< 3 uy < f[ a(x) dz, 
m (m) m 
falls a (x) und daher die a, konvex von unten sind: 
n (mn) " 
(6b) fa(x)dx< Sa < f a(x) dx + } [a’ (n) — a’ (m)}*) 
m (m) m 
~ k , 
Um hiermit s (c) = 3’ ———,5 abschitzen zu kénnen, setze ich 
Ppl (kK? + c*) 
~ , zx 
(7) a (x) jw+oy? . 
: , : l l ‘ , — 
Daher ist { a(x) dz a oe die Ableitungen nach der Variablen x 
; @ wie 
‘ c?— 32° - 12 x2(2? — c?) 
a’ (x) = ——_ und a” (x) = ——_—— 


(a? + c2)8 (a? + c2)4 
Die Funktion a(x) hat also keine Wendepunkte auBer (allenfalls) in 2 = 0 
und ~=+c. a(x) ist konvex von oben in 0< 2< jel, konvex von unten 
in x > jel. 


*) Zum Beweis des Hilfssatzes vgl. Ziff. 2 des Anhangs (S. 177—180) von O. EmMErs- 
LEBEN: Das Selbstpotential einer Kugel aus gleichschweren Massenpunkten, die sich in 
den Gitterpunkten eines kubischen Raumgitters befinden, GERLANDs Beitrage zur Geo- 
physik 61, 163—180 (1950). Dort ist, 8. 177, auf der rechten Seite von Gl. (5) die eckige 
Klammer durch den absoluten Betrag zu ersetzen. Mit den geringen oben ausge- 
sprochenen Voraussetzungen lassen sich die Schranken von (6a) bzw. (6b) nicht verscharfen. 

a) Sei az irgendeine konvexe Folge, so daB gem&B Voraussetzung 2 fiir ganz- 
zahlige k a(k) = ay. Wenn a(x) so gewahit wird, daB diese Funktion dazwischen 
(ks x= k + 1) geradlinig verlauft, so gilt fiir diesen Polygonzug das Gleichheitszeichen 
bei der allein durch das Integral gegebenen Schranke von (6) also bei der oberen 
Schranke von (6a) und der unteren Schranke von (6b) je nachdem, ob die ay, konvex 
von oben oder von unten sind. 

b) Auch der Faktor } bei dem die Differenz der Ableitungen enthaltenden Glied 
laBt sich nicht ohne weitere Voraussetzungen durch den Faktor ,'5 der EvLer-Mac- 
LAURINschen Summenformel ersetzen. Man gehe aus von einer konvexen Wertefolge, 


gegeben durch die Werte in den Intervallmitten a (k + 4), mit ganzzahligem k zwischen 
m und n 1, und die Endwerte a(m) und a(n). Dazwischen (mS x < m+ 4,k—}: 
xik+} mit m+1lokcn 1 und n } << 2<n) lasse man a (z) gerad- 


linig verlaufen. Mit dem durch diesen Polygonzug bestimmten Verlauf von a(x) und den 
daraus folgenden Werten von az = a (k) gilt bei der unteren Schranke von (6a) bzw. der 
oberen von (6b) mit dem Faktor } des Gliedes der Ableitungsdifferenzen das Gleichheits- 
zeichen. 
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(lel) 0 
Um auf diese beiden Intervalle, also auf >’ a, bzw. >’ a, die Abschatzungen 
(0) (jel) 
(6a) bzw. (6b) ohne weiteres anwenden zu kénnen, setze ich zunichst voraus, 
daB ¢ +0 ganzzahlig sei, ohne Beschrinkung der Allgemeinheit, daB c eine 
natiirliche Zahl sei. 
Daher erhalt man nach (6a) 








1 1 5 1 @ l 
‘ gt mitbitim_miu—=_ = x 
(Sa) a- BT eS AUS Za 
und nach (6b) 
l = l ] l 
—_ a ‘ . a 
(8b) te == %=Fa' Ss Te 


zusammen ergibt sich also, daB 








. l ee es 1 1 
(8) ta 3a oe Sous Tat RS 


zunichst wenn ¢ irgendeine natiirliche Zahl ist. Von dieser Beschrinkung auf 
ganzzahlige c ausgehend, kénnte man durch eine zusitzliche Fehlerabschatzung 
eine Abschitzung von s (c) fiir beliebige c => 0 erhalten. Statt dessen werden 
wir jedoch eine Monotonieeigenschaft anwenden, naimlich daB 
(9) fiir alle c>0 c®-s(c) eine monoton wachsende Funktion von c ist 
(,,starke‘‘ Monotonie: unter AusschluB der Gleichheit). 

Aus (8) folgt fiir ganzzahlige c > 0: 


2 — ] l 
?.8()<>+a5-—- 


Da aber diese obere Schranke auf der rechten Seite wegen des letzten Gliedes 

mit wachsendem c monoton fallt, asymptotisch gegen 1/2, wiirde aus dem 

monotonen Wachstum von c? - s (c) 

(9a) c?-s(c); i folgen, 
~ 2 

bei starker Monotonie sogar 


(9b) sl) <r, 





neben der fiir geniigend kleine c => 0 noch die triviale aus der Reihendarstel- 
lung (1) folgende Abschitzung mit Hilfe der Rrzemannschen Zetafunktion £ (s) 


0< ¢c?-8 (c) < c2 - C (3) 
zweckmaBig sein kann. Dabei gelten die Gleichheitszeichen nur fiir c = 0. 


*) Es wird keine Miihe machen, zugleich die ,,starke“‘ Monotonie von c? s (c) zu beweisen. 
Sonst wiirde aus (9a), auch wenn nur schwache Monotonie angenommen wiirde, bereits 
direkt (9b) folgen; denn wenn c? s (c) 1/2 ware fiir irgendein c = c, > 0, also wegen 
der Monotonie auch fiir alle ¢ > co, wiirde die analytische Funktion c? s(c) im Innern 
ihres Regularitatsgebiet streckenweise konstant, also ‘tiberhaupt konstant sein, was offen- 
bar nicht der Fall ist. 

















k 


Uber die Reihe = 169 
k=1 


Beweis der Monotonie von c? - s (c). 


Zum Beweis der Monotonieeigenschaft (9) wird eine Integraldarstellung 
von s (c) verwandt. Zu diesem Zweck zerlege ich: 
k i | l 1 

10 oe eee at eel - 
(20) 1 (Kk? +c)? 4c | (k+ icp? (k — tc)* 





(k>0). 


Bei dem Evterschen Integral 2. Gattung in der zweiparametrischen Form 


I’ (8) fx-le-“tdx 
0 


(11) 





us 


beschriinken wir uns auf ganzzahlige s > 0, so daB u* eindeutig ist. Gleichung 
(11) gilt auch, wenn nur R u > 08). Mit w= k+i-c erhalt man: 


I (8) y 
aa ee f etl em kt ier dy, 
(k+tcy 
auch giiltig, wenn c durch —c ersetzt wird, also 
1 ] 5 
8 l kz iez ie . 

: - : { a é f — € d x 

(k + ic) (k — ic)" | ( ) 


l’ (s) 














- 2: { at—1e—*2 sin cxadz, 
daher 0 
. = | l ] ray P l € ns 
I (s) S : : — 2% f 2*-1e-2 sin cz ———_—-dz 
eT 1 L(A + te) (k — tc) . J—e-z 
_. eo , 
24 / ——(l—e-"?) sin czdz. 
5 e=! 
Speziell fiir » + co und s = 2 erhalt man wegen (10) 
») \" ] - r . 
(12) 8 (c) a, — | sin cadzx. 
"se 2c S ¢t— l 


Zum Beweis der Eigenschaft (9) schreiben wir nach (12) 


; t Y x : 
es (c) => /{ —— c sin crdz, 
2; e—l 
also 
; d [c* 8 (c) - x . q 
(13) ! h esas { —— (sin cx+ c? cos cz) dz 
dc $4. ¢—3 
. os x : c* x : 
— { ——— sin cxrdz + — { ——- cos czdz. 
24 #-! 26 e-!1 


Das erste Integral ist positiv, da der Integrand aus dem Produkt einer positiven, 
monoton abnehmenden Funktion —a (starke Monotonie!) mit einer Funk- 
- 


tion (sinc 2) besteht, deren Verlauf im Integrationsweg derart in Inter- 
valle zerlegt werden kann (naimlich die Periodizitatsintervalle), daB in jedem 
dieser Intervalle die Funktion in der ersten Hialfte des Intervalls (mit 
Ausnahme der, Endpunkte) nur positive Werte annimmt, in der zweiten 
Halfte nur negative Werte mit dem Betrage nach gleichem Funktionsverlauf 


8) ARENDT G.: G. LeseuNE-DrricuLet: Vorlesungen iiber die Lehre von den ein- 
fachen und mehrfachen bestimmten Integralen. Braunschweig 1904, S. 148—152 u. 218 
bis 219. 


]?* 
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wie im positiven Halbintervall. (Ubrigens ist der erste Summand der rechten 
Seite der letzten Gleichung wegen (12) gleich c - s (c), also wegen der Reihen- 
darstellung (1) positiv.) 


=z 





Auch das zweite Integral { pos cx dx und daher der zweite Summand 
0 


ez — 


der letzten Gleichung ist positiv, da der Integrand das Produkt eines posi- 
tiven, monoton abnehmenden von unten konvezen (,,stark“‘ konvexen) Gliedes 
9(z)=+— 
Verlauf im Integrationsweg in einzelne Intervalle 0 < x <1 zerlegt werden 
kann (die Periodizitatsintervalle), in denen je die Funktion im Innern des 
ersten und vierten Viertels dieses Intervalles nur positive Werte annimmt 


und im Innern des zweiten und dritten Viertels nur negative mit derartiger 


, " l 
Symmetrie, daB fiir alle 0 << §< r 


mit der Funktion cos cz ist, also einer Funktion f(z), deren 





wT 


a4) f(G—8)=-#(F48)--1(Zt-4)=#(Zi+ a) >0. 


Unter diesen Voraussetzungen ist nachzuweisen, dab 





l 
Sg(z)f(z)dz>0 ist. 
0 


Weil g(x) konvex von unten ist, ist | 


j 


(4-2) o(E +8)>0(31-2)-o(fi+8). | 
Wegen #(+ _ é) > 0 ist auch | 


o<i(i~e)olt-a)—1(5~e)olee)=1(5-e)o(31-2) 
3 
4 


wegen (14) 


A(b—aa(—a)+1(+e)o(E+2)s 


Da dies fiir alle 0 < & < 
1 4 
Bi P . l \ ft ‘ t ( 
| f(z) 9 (2) zc [ |feow + fi>+2)9 zt2)t+hlyt2)9 3+2)+ 


6 6 
+1Gl+ x) 9(Z1+ 2)|de>0. 


Wir wenden das Ergebnis mit / = 27 an?) auf f (x)= cos (¢x+22n), won >0 


eine ganze Zahl ist und g(x) = — Da 


ez i 


*) Von der Konvexitat von g (x), die der Einfachheit halber uneingeschrankt voraus- 
gesetzt wurde, ist jeweils nur in den Intervallen von der Lange | Gebrauch gemacht worden. 
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Em 
: = ez — 1 — zet rere k=2 = Eye a7 ,-s . , de a 
q’ (x) = 7 | ae (I <0 fiir x= 0 (mit g’ (0) 4) 
und 

9” (2) = eae (x — Ber + 2+ wer) 

ex 1 2 - 
Sh cgliaeain D —_———_ -- — 
iF 2 # (an 7) >0 fir z>0 


(mit g’’ (0) = 3), 
ist die Funktion — 
ez —] 


Daher ist fiir alle c > 0 / “cos cxrdx>0, 


ezt—] 
also nach (13) _ [c? s (c)] >0, d.h.: 


c? - s(c) ist fiir alle c=>0 eine monoton steigende Funktion des Parameters c. 
Danach sind die aus (9) gezogenen Schliisse gerechtfertigt. 





im ganzen Integrationsintervall konvex von unten. 








Zusammenfassung. 

Uber den Verlauf von s (c) als Funktion von c* > 0 ergibt sich daher u. a. : 
Von s(0) =€¢ (3) fallt s (c) monoton, mit ae =— 2¢(5) fiir c = 0, standig 
konvex von unten, bleibt stets unter der Hyperbel y = = der sich s (c) 
mit iiber alle Grenzen wachsendem c asymptotisch nahert. Dabei ist stets 

8(c)> —_ oe 
2c? 32 


( Eingegangen am 18. Oktober 1951.) 








Math. Annalen, Bd. 125, 8S. 172—182 (1952). 


Uber die Integralformeln in der Funktionentheorie 
mehrerer komplexer Veranderlichen. 


Von 
Friepricu Sommer in Miinster (Westf.). 


1. Einleitung. Die Ubertragung der Caucnyschen Integralformel auf 


Funktionen mehrerer komplexer Veranderlichen laBt sich durch mehrfache 
Anwendung der Integralformel fiir eine Veranderliche in einfacher Weise 
durchfiihren: In den Ebenen der n komplexen Verianderlichen z 


my) “29 ++ +9 & 


n 





seien jeweils abgeschlossene Gebiete D,, D,,..., D, mit stiickweise glatten 
Randern C,, C,. ..., Cy, gegeben. Die Funktion f (z) = f (2, 2», . . ., Z,) sei im 
abgeschlossenen Polyzylinder D = D, x D, D, regular. Dann gilt 
f(z) | l , , . ; = l - < - 
(1) =e nulaiine vy 4 dc dl, 5 es 
Oo | (22%)" | | | HAS) (37 21) (Ca 2) - - » (Cn — Zn) . 2 ; 
o 


und zwar ergibt sich der Wert f (z) im Innern von D und der Wert Null fiir 
alle Punkte auBerhalb von D, soweit sie auf keiner der (2 n — 1)-dimensionalen 
Hyperflaichen H,: z,¢ C, liegen. Letztere sind ausgeschlossen, weil fiir sie 
das Integral nicht existiert. Dabei wird in vorstehender Formel iiber die 
n-dimensionale Bestimmungsfliche C, = C, C, von D in der Weise 
integriert, daB die Gebiete D,, D,, . . ., D, der Reihe nach im positiven Sinne 
umlaufen werden. 


Wahrend hier die Funktion f (z) im Polyzylinder D durch ihre Werte auf 


einer n-dimensionalen Teilmannigfaltigkeit des (2 n 1)-dimensionalen Ran- 
des von D dargestellt ist, wird in der Integralformel von MARTINELLI’) die 
Caucuysche Formel dahingehend verallgemeinert, daB das Integral iiber den 
vollen (2 — 1)-dimensionalen Rand eines 2 n-dimensionalen Gebietes er- 
streckt wird, und dabei braucht das Gebiet keine spezielle Gestalt wie bei 
Formel (1) zu haben: f (z) sei im abgeschlossenen und beschrankten Gebiet 
G mit dem stiickweise glatten Rand R regular. Dann gilt im Innern bzw. im 
AuBeren von G die Beziehung 


f (z)) (n—I1)! / A 





0 |} (2 1)" | (If, — 2,|* + --- + en — znl®)” 

(2) . 

po NT | ae | ac,jdl....d0, 40, 
wobei das eingeklammerte Glied [d £,] jeweils auszulassen ist. Zum Beweis 
dieser Formel bemerkt man, daB der Integrand ein vollstandiges Differential 
ist, und daher ist nach dem Stroxesschen Integralsatz das Integral (2) gleich 
dem Integral iiber eine hinreichend kleine Sphire |¢, — z,|? + Cn — Zn)? 
Letzteres 14Bt sich durch den Grenziibergang r > 0 elementar auswerten. 
und man erhialt dabei den Wert f(z) bzw. 0. 


9 
”. 


*) MARTINELLI, E.: Alcuni teoremi integrali per le funzioni analitiche di pit variabili 
complesse. Memorie R. Acc. d'Italia 9, 269 (1938). — Unabhangig von MARTINELLI wurde 
die Formel auch abgeleitet in 8S. Bocuner: Analytic and meromorphic Continuation by 
Means of Green’s formula. Ann. of Math. 44, 652 (1943). 
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Aus Formel (2) folgen sofort weitere auf MaRTINELLI®) zuriickgehende 
Integralformeln fiir spezielle Gebiete. Sei z. B. G das direkte Produkt mehrerer 
Gebiete G,, G,, ..., @,, wobei jedes G, ein Gebiet im Raume der Verander- 
lichen as oe mit dem stiickweise glatten Rand R, ist (k, = 0, k, =n), 
so erhalt man durch wiederholte Anwendung der Formel (2) 


P 
IT (kp —k,-1—1)! 








‘ (z)) v=] j Po es 
(3) 0} (221)" fea | (6) 
A &&, 
k, 
wale - (Co, 22) dCy 4 es ee [dZo,] dso... doy dey 
IT , 7 j 
| (Ke, +a m4 il? i same ee, zx, |") » v—1 


wobei der Wert f(z) im Innern von G gilt, wahrend sich fiir die Punkte auBer- 
halb von G, soweit sie auf keiner der (2 — 1)-dimensionalen Hyperfliachen 


H, : 2%. _ tls + + +s Ze, R, liegen, der Wert Null ergibt. Dabei wird iiber die 
(2 — p)-dimensionale ,,Bestimmungsfliche R, x R,x--- xR, von @ inte- 


griert, also fiir p > 1 nicht iiber den vollen Rand des Gebietes G. Man er- 
kennt, daB diese Formel fiir p= n und p= 1 die Formeln (1) und (2) als 
Spezialfalle enthalt. 


Da in den vorstehenden Beziehungen der Integrand jeweils ein vollstin- 
diges Differential ist, so andert sich ein Integral nicht, wenn man die Inte- 
grationsfliche in dem Gebiet, in dem der Integrand als Funktion der ¢ und ¢ 
nicht singulir wird, durch eine in diesem Gebiet homologe Fliche ersetzt. 
Allerdings gelten dann bei festgehaltener Integrationsflaiche die Formeln unter 
Umstanden nur noch in einer hinreichend kleinen Umgebung eines betrachteten 
Punktes. 

Eine ganz andere Struktur als die hier genannten Formeln hat die von 
A. Wet*) angegebene Integralformel [Formel (16)]. Sie ist fiir analytische 
Polyeder aufgestellt, und bei ihr wird iiber die n-dimensionalen Kanten dieses 
Polyeders integriert. Dabei gehen die das Polyeder definierenden Gleichungen 
explizit in die Integralformel ein. Sie erscheint daher als Verallgemeinerung 
der Formel (1) auf wesentlich allgemeinere Gebiete, ohne daB dadurch die 
Dimension der Integrationsmannigfaltigkeit erhéht wird. An dieser Stelle sei 
auch auf die zahlreichen Integralformeln von 8. Bergman‘) hingewiesen, die 
mit den oben genannten Formeln teilweise eng verwandt sind. 


2?) MaRTINELLI, E.: Formule integrali e topologia nella teoria delle funzioni di pit 
variabili complesse. Pontificia Academia Scientiarum Acta 9, 235 (1946). Die bei 
MARTINELLI iiber allgemeinere Integrationsflachen erstreckten und anders geschriebenen 
Formeln lassen sich auf die nachfolgende Forme! (3) zuriickfiihren. 

3) Wer, A.: L’intégrale de Caucuy et les fonctions de plusieurs variables. Math. 
Ann. 111, 178 (1935). 

*) Siehe die ausfiihrliche Literaturangabe in S. BercmMAN: Sur la fonction-noyau 
d’un domaine et ses applications dans la théorie des transformations pseudo-conformes. 
Mém. des Sci. Math. 108 (1948) und S. Bereman: The Kernel Function and conformal 
Mapping. New York (1950). Insbesondere siehe: Zur Veranschaulichung der Kreiskérper 
und Bereiche mit ausgezeichneter Randflache. Jber. dtsch. Math. Ver. 42, 238 (1933). 
Uber eine Integraldarstellung von Funktionen von zwei komplexen Verdanderlichen. 
Rec. math. Soc. Math. (Moscou) 1, 851 (1936). — Uber uneigentliche Flachenintegrale in 
der Theorie der analytischen Funktionen von zwei komplexen Veranderlichen. Rev. 
Ciencias, Lima 43, 675 (1941); 44, 131, 377 (1942). 
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Es ist nun von Interesse, die Beziehungen zwischen den verschiedenen 
Integralformeln aufzuzeigen. Hierbei stellt sich heraus, daB trotz der ver- 
schiedenen Strukturen ein enger Zusammenhang zwischen den Formeln be- 
steht und daB man als Ausgangsgleichung stets die leicht zu beweisende For- 
mel (2) wahlen kann. Wir sahen schon, wie man aus ihr unmittelbar die Mar- 
TINELLIsche Formel (3) und damit auch Formel (1) gewinnen kann. A. WEIL 
fiihrt die Integralformel fiir analytische Polyeder auf die Caucnysche Forme! 
zuriick und damit auch auf Formel (2), die dann sogar nur fiir den Fall n = 1, 
d.h. als gewéhnliche Integralformel fiir eine Verinderliche benutzt wird. 
S. Hrrorumatvu®) hat schlieBlich in einer interessanten Note darauf hinge- 
wiesen, daB man aus der Formel fiir analytische Polyeder durch einige Um- 
formungen mittels des Sroxesschen Satzes wieder die Formel (2) gewinnen 
kann. 

Im folgenden soll umgekehrt.gezeigt werden, wie man auf direktem Wege 
aus der Formel (2) eine Serie weiterer einfacher Integralformeln fiir analytisch« 
Polyeder erhalten kann, in denen jeweils iiber die (2 n — k)-dimensionalen 
Seiten dieses Polyeders integriert wird [Formeln (24) und (25)]. Und diese 
Formeln enthalten fiir den Fall k = n das Integral von A. Wet, fiir das damit 
gleichzeitig ein neuer Beweis gegeben ist. Die Formel (2) erweist sich also 
als geeigneter Ausgangspunkt fiir die Herleitung vieler Integralformeln in 
der Funktionentheorie mehrerer Veranderlichen. 

Zuniachst werden wir die in den Formeln auftretenden Gebiete und Inte 
grationsflachen und ihre Orientierungen betrachten. Sodann werden gewisse 
alternierende Differentialformen in Form von Determinanten geschrieben 
Mit diesen Formen lassen sich dann die verallgemeinerten Integralformeln 
angeben und rekursiv mit Hilfe des Srokesschen Satzes aus Formel (2) be- 
rechnen. 

2. Vorbemerkungen. Im euklidischen Raum R" der n reellen Verander- 
lichen x = (x,, 2, ..., %) sei eine stetig differentiierbare simpliziale Kette S 
der Dimension m + | gegeben. Rd S sei ihr Rand. Sodann sei 

o Ss” Ai, 4. (xr) da dau ...dz; 
12 m 1 2 


m 
1? ’ 
12 m 


eine alternierende Differentialform, deren Koeffizienten Aj i,. i, (*) auf S 
stetig differentiierbar sind. Die Ableitung von « ist 
c Ai, i sou (x) 


(4) dw 2 dax,dxz; dx ...d%. 
a4 _ F CX; 1 2 m 
7") m 


Dann lautet der Stokessche Integralsatz®) 


(5) {fo [dwm. 
RdS 8 
Im R?", dem Raum der n komplexen Veriinderlichen z = (2,, 2g, . . -, Zn), 

Ze = to +iy,, k= 1,2,...,n, hat der Satz dieselbe Gestalt (5), wenn man 
dort komplexe alternierende Differentialformen 

, > A...» ie 2; dz; ...dz 

o * A; jy. + Sigg, (> 2) dz; - .dz,d bea** 12), 

); J,° Im 


5) Hrrorumatu, S.: On integral formulas of analytic functions of severel complex 
variables and some related problems. Kodai Math. Sem. Rep. 1, 11 (1949). 

*) Siehe etwa DE Ruam, G., and K. Koparra: Harmonic Integrals. Lectures at the 
Institute for Advanced Study, Princeton 1950. 
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einfihrt, wobei die Koeffizienten Aj, j,...im (2 2) stetig differentiierbare 

komplexe Funktionen der reellen Verinderlichen z,, y,, 2g, Yq - - -» Zp» Yn Sind. 

Die Differentiale dz; und dz; sind gegeben durch die Beziehungen 
dz;=d2,;+idy;; dz;=dz,—idy,, 

und die Ableitungen dw lauten 

(0 Aj, ig++ im, (z,2) = é Aj, ig + «Sgn, (22) 


as a 


dw= J 
C2 02; 


1404 Iq-+-Im 





ne oe — 
d2;)dz,,.. dz, dz, .--d%,. 


Darin sind die partiellen Ableitungen > und = definiert durch die reellen 
j i 
Ableitungen nach z; und y;: 


@A4_ 104, 1¢@A, 0A _180A_ 1 OA 
2; 202; 28 dy,’ 98% 2a; 28 dy;° 








Die Schreibweise A (z,z) bringt zum Ausdruck, daB A nicht notwendig re- 
gular in den 2,, 2, . . ., 2, ist. Hiangt die Funktion A (z, 2) regular von den z; 
ab, so verschwinden wegen der CaucHy-RreMannschen Differentialgleichungen 


die Ableitungen hy 


und in diesem Fall schreiben wir A (z). Die komplexe 


Form des Stoxesschen Integralsatzes beweist man sofort dadurch, daB man 
eine Aufspaltung in Real- und Imaginirteil vornimmt und dann den im 
Reellen geltenden Satz anwendet. Ist w auf S ein vollstandiges Differential, 
d. h. verschwindet auf S die Ableitung d w, so ist nach (5) 
f w 0. 
Rds 

Zur Formulierung der uns interessierenden Integralformeln miissen zu- 
nichst die darin auftretenden Integrationsflichen und ihre Orientierungen 
beschrieben werden. Gegeben sei ein offenes Gebiet D(z) im Raume R?" und 
darin K regulire Funktionen X, (z), X, (z), ..., Xx (z). In jeder komplexen 
X,-Ebene mége ein abgeschlossenes Gebiet D, mit stiickweise analytischer 
Randkurve C;, vorliegen. Dann bilden die Punkte z von D(z), fiir die X, (z) 
in D, liegt, einen Teilbereich A, von D(z), dessen Randpunkte in D (z) einer 
oder mehreren analytischen Hyperflichen /, angehéren. Der Durchschnitt 
der Bereiche A,;, k= 1, 2,..., K besteht aus einem oder mehreren Gebieten. 
Wir wollen annehmen, daB o eines dieser Gebiete sei, und daB die Funktionen 
X;, (z) und die Gebiete D, so gewahlt seien, daB o kompakt in D (z) liegt und 
je zwei der Hyperflaichen /, keine (2 — 1)-dimensionalen Stiicke gemeinsam 
haben. Wir orientieren nun o folgendermaBen. Ist o® = D} x D3 x...x Dh 
ein Polyzylinder im Innern von o, der die gleiche Orientierung wie o hat, 
so mége das Integral iiber die alternierende Differentialform dx, dy,d2x,dyq... 
dx, dy, positiv sein: 


(6) f dz, dy,dz,dy,...dz,dy,=F,-F,...F,>09, 


wobei die F, die positiven Flicheninhalte der Gebiete Dj sind. Beachten wir, 

daB fiir die komplexen alternierenden Differentiale dz; und dz; die Beziehung 
dz, dz; = 2ida;dy; 

gilt, so kénnen wir die Orientierung von o auch so festlegen, daB wir fordern, 

es soll 


(7) [ dz, dz, dz, dz,...d% dz, =I] (2iF,) 
ad b=! 
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mit positiven Flicheninhalten F, sein. Diese Orientierung ist offensichtlich 
unabhiangig von der speziellen Wahl des Polyzylinders o°. 

Der Rand o besteht aus den (2 — 1)-dimensionalen Stiicken o,, die jeweils 
auf den Hyperflaichen /’; liegen. Ihre Orientierung ist durch die Orientierung 
von o induziert. Liefert ein /’; kein solches (2 » — 1)-dimensionales Rand- 
stiick, so sei a; leer. Es ist also 


Rdo 0 


r 
-— - 

7 

Der Rand eines Stiickes 6; besteht aus den (2 » — 2)-dimensionalen orien- 
tierten Randstiicken o;;, die auch dem Rand von o, angehéren. Ist k = j 
oder haben o; und o, kein gemeinsames (2 n — 2)-dimensionales Randstiick, 
80 sei o;, leer. Demnach ist 


Rdo;= J o.,, 
on 9; 
c 
und es ist offenbar 
6; k — Oj. 


Allgemein sei 9; ;,. dasjenige (2 » — k — 1)-dimensionale Stiick des 


Ie ik + 


orientierten Randes von 0j,j,...i, Welches auch zum Rand von oj, | gehdrt. 
ae 
Es ist leer, falls es kein solches (2 — k — 1)-dimensionales Stiick gibt oder 
t=) 
falls j,,, = j, fir ein/=1,2,..., k ist. Es gilt wieder 
y 
a ( ; 
(8) Rd 6;,j,. 'k fat 4, 2°* kk a1 
key 
und 
(9) Cs it Gj. j 
is k ¥1 ‘v9 7 
je nachdem (1,, v2, ..., ¥) eine gerade oder ungerade Permutation ist. 
Ist o° ein Polyzylinder: 
o® = D} x D8 x «Be. 


wobei das Gebiet D; den Rand C, haben mége, so ist oe...» die orientierte 
Bestimmungsfliche des Polyzylinders, deren Orientierung nun gema8 unserer 
Regel durch die Orientierung von o gegeben ist. Andererseits ist die Be- 
stimmungsfliche von o°® das direkte Produkt der Randkurven C;: 


r =C,xC,> KC. 
Wird nun jedes Gebiet Dz und damit jede Randkurve C, positiv orientiert, 
so wird damit auch J’ orientiert, und es erhebt sich die Frage, wie die Orien- 
tierungen von oj2._, und /" sich zueinander verhalten. Um dies festzulegen, 
verabreden wir, daB in iiblicher Weise 
(10) ff (2,2) dz, dz,...dz, =f [ J f(z, 2) dz dz... dz, 

F: ; 


sein soll. 
Nun ist nach dem Sroxesschen Satz 


f dz, dz, dz, dz... . dz, dz, 


n 
= »’ [ Z, dz, dz, dz,... dz dz, = { 2, dz, dz, dz,...dz,dz,, 
7=1 of of 
da auf oj, j = 2,3, ..., jeweils dz; dz, verschwindet. Wiederholte Anwendung 


dieses Schlusses liefert bei Beriicksichtigung der Vertauschungsregeln fiir 
alternierende Differentiale 
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n(n—1) 
(11) f dz, dz, dz, dz,...dz,dz,=(—1) * jf ,%...3,dz,dz,...dz,. 
a ol2.. n 

Andererseits ist gemaB der Festsetzung (10) 
(12) f 2 %,...%,dz,dz,...dz, = J] (2iF;). 

r k=1 
Der Vergleich von (7), (11) und (12) lehrt, daB 

-- ahi] 

(13) P=(-1) * ofe..n 


ist. 
Nun gilt der Satz’): Zu jeder in D(z) regularen Funktion X;, (z) gibt. es 
regulire Funktionen P,, (¢, z) in D (f) xD (z), so daB 


n 
(14) X, (f) — Xy (2) = J (S. — =) Pei (, 2), R= 1,2,...,K 
i=1 
ist. Setzt man 
u Px1 (¢,2) 
det Xe) — Xue)’ 
so schreiben sich die Gleichungen (14) auch in der Form 


n 
l > (¢; 21) ° Tk 
l=1 


oder, falls man zur Vektorschreibweise mit 





cy 2 UM, 
" fe 23 Fa 
4 : » 2 . >» Gp ve 
rn Zn Vkn 
iibergeht, 
(15) l=(€—2z,q@), &=1,2 ~ 
Mit diesen Abkiirzungen gilt die Integralformel ®) 
n(n 1) 
, fr (<n * - ‘ - “—e . 
(16) aj" "ar p3 J f(C) D(q;, Qj,--+j,) dC, dlg...d oy, 


Olt a 
1 2 n Wi Jees In 


wobei der obere Wert fiir alle z im Innern ~on o gilt, wahrend das Ergebnis 
Null fir diejenigen z aus D (z) herauskommt, die auBerhalb o und auf keiner 
Hyperflaiche J, liegen. D (qj, Qj,---j,) ist dabei die aus den Vektoren 
Qj,» Vj, ---, aj, gebildete Determinante. 


2 
3. Uber gewisse alternierende Differentialformen. Die Umformungen der 
Formel (2), die wii im folgenden vornehmen werden, kann man bequem aus- 
fiihren, wenn man gewisse alternierende Differentialformen in geeigneter Weise 
als Determinanten schreibt. 


") Herer, H.: Zur Funktionentheorie mehrerer Veranderlichen. Uber eine Zerlegung 

analytischer Funktionen und die Wetsche Integraldarstellung. Math. Ann. 122, 276 (1950). 
n(n —1) 

*) Wem, A., a.a.O.: Das Vorzeichen (—1) 7” , welches sich durch die Fest- 

legung der Orientierung gem&B Formel (7) ergibt, tritt in der Arbeit von A. Wet nicht 

auf. Die Orientierung ist dort so zu verstehen, daB I’= 0/2... n an Stelle von (13) gilt. 
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In einem Gebiet G seien k -n Funktionen q;;(z,2), j= 1, 2,...,4;1=1,2,...,m 
und (n — k) -n Differentialformen ersten Grades gegeben: 


n 
(j) ’ (7) _ ™ q)) os = ° a . 9 e 9 
6} > (ait (z, 2) dz, + by, (z, 2) dz,), 7 =k +1,k+2,....m; L=1,2,...,0. 
’ l 
Die g;, und die @/’ fassen wir zu Vektoren zusammen: 


qi oy” 
0) 
Cie ° 
qj 1s 2 
\qin On. 
und bilden die Differentialform 
k l n)} 
1q I, 0 Oy” | 
qi 2° q > ot eee ay | 
(17) D(q,--- Qe, Ft)... 0) =] . a |: 
; pts . a 
[Jin--- Vin? ae ad = Or” 


Diese Differentialform ist nach den Entwicklungssatzen fiir gewohnliche 
Determinanten iiber einem kommutativen Kérper zu berechnen, wobei nur 
darauf zu achten ist, daB die Reihenfolge der Differentiale in einem Summand 
genau der Reihenfolge der Spalten entspricht, in denen diese Differentiale 
auftreten. 

Da die Differentiale nicht dem kommutativen Gesetz der Multiplikation 
gehorchen, so gelten fiir diese ,,.Determinanten’ nicht mehr alle bekannten 
Determinantenregeln. Fiir uns sind die folgenden Gesetze von Bedeutung, 
die sich aus den tiblichen Determinantenregeln sofort ergeben, wenn man nur 
beachtet, daB die Differentialformen schiefsymmetrisch sind. 

(a) Bezeichnen wir die Zeilen von D mit 


2, = ge + 1) ; gy, 
und gilt eine lineare Abhangigkeit 
nn 
y" Ie * be = 0 
¥ 1 | 
wobei die g, = g, (z, 2), v= 1, 2,..., in keinem Teilgebiet des Definitions- 
gebietes G simtlich identisch verschwinden, so ist D = 0. 
Fiir die Spalten q, ... q, gilt die iibliche Vertauschungsregel: 
(b) DO... qy- + - Gm = << OFF)... OM) = — Dl... ye Gees OF TY... OM). 
Sind g; = g; (z,2Z), 7 = 1, 2,..., & und g = g (z,2) Funktionen im Definitions- 
gebiet G, so ist 
k 
(c) D(...q.-., 04+)... OM) = D(...q,+ J gj q;..., 04+... Om) 
j 1 
j+l 


und 
(d) D(...g9qy---, 04+)... OM) =g-D(...q,..., OFtY... OM). 


Da die Differentialformen schiefsymmetrisch sind, so gelten beziiglich der 
Spalten 0”) andere Regeln: 


fc) Diq...q,......0™..) = Di(q,...a,...0™...0....). 
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Sind zwei Spalten 0 und 6 gleich, so folgt daraus nicht, daB D verschwin- 
det. So ist z. B., wenn wir 





dz, 
dz 
dz .( 
\ den, 
setzen, 
dz, dz, dz, 
dz, dz, dz, 
(18) D (dz, dz, ..., d2) . | n! dz, dz, d2p 
dzp dzy. dzy | 
Sind @,, @,..., w, Differentialformen 1. Grades, so gilt 
k 
(f) D (@ ..-@,-..-™...) D (q.--qe,---0%+ J’ q;a;...), 
j=1 


und wenn g = g (z, 2) eine Funktion im Definitionsgebiet G ist: 
(g) D(q, .’.-@_,--.9@.. J=g-D(q,...a,......); 


denn nach Regel (e) laBt sich die l-te Spalte mit der (k + 1)-ten Spalte ver- 
tauschen, und zwischen den k + l-ersten Spalten gelten die iiblichen Deter- 
minantenregeln (c), auch dann, wenn die auftretenden Faktoren w, Differen- 
tiale sind, da jeweils die Differentiale der (k + 1)-ten Spalte mit den Funktionen 
der ersten k Spalten vertauschbar sind. 

Es seien nun ¢,z und q;, k= 1, 2,..., K die oben definierten Vektoren. 
Ferner sei 





- -—~ - k 
$1 2, dl, a , 
ms ; > At*) 
- $a 5 te dé at, ote) 12 
Cn Zn dln gt) 
mit 
(k) 1 = ., —2, 42) ,= 
(19) 6; = 5 ae el (n— kh) Sai (C:— 2 
und 
_ n _ 
(20) N=(€-—2,€-2)=2) (0 —2) (0, —2, 
Dann ist nach Regel (a) 
l—n+k,, . : . Fi 
l ° l eee l ‘yak (S —% 40), is ta WG 2,46 
| Rob, 4 . g:*) ? ; 
i ~ ’ 7 eee qk : , i si 
| N 11 i 1 Q 
i¢ Zn 
-— on Jin+++Qkn g* 
denn wegen (15), (19) 1 (20) ist die erste Zeile eine Linearkombination de 


iibrigen Zeilen. Die Entwicklung der vorstehenden Differentialform nach der 
ersten Zeile liefert nun 
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(21) Di(q,...qp,0, d=... df) 
t “ 


x le- D(= + +++ [Ge]--- Ge, 0%, dt...dt) 
ry 





) 1 +k - 2 . > 
= (— 16-6 — 2 dt) Dl N ; --- Gb dt...dt) 


ry 





, —_ 
ra z 


N 





+ (— 1) - (n— k— 1) (C—z, db) D( 


» Gy -- + Ag, OM, dt...d0). 





; in 6 vor die 


Zieht man in der letzten Differentialform den Faktor - 
Determinante gemaB Regel (g) und addiert man sodann die mit (n—k) (¢ —z, 
d £) multiplizierte erste Spalte zur (k + 2)-ten Spalte, so nimmt nach Regel (f) 
der letzte Summand in Formel (21) den entgegengesetzt gleichen Wert wie 
der zweite Summand an, so daB sich die rechte Seite auf die erste Summe 
reduziert. Mit den einzelnen Gliedern dieser Summe kann man nun in gleicher 


Weise wie mit dem letzten Summand verfahren, sodann den Faktor 





l 
Nn--k 
mit in die erste Spalte hineinziehen und darauf die erste Spalte an die k-te 
Stelle bringen. Dann erhalten wir aus (21) die Identitat 


(22) D(q,--- a, 0, dt... dC) 
+ > 


’ z - =) 
> ( I+ D (gy... [Ge] --- Ge Weezer AE... de), 
e=1 5 


die im folgenden fiir die Integralumformungen von Bedeutung ist. Ersetzt 


man in vorstehender Beziehung die Indizes 1, 2, ...,0,..., & durch Indizes 
jis Jas - - -+ Je» - - «> Je» 80 gilt die entsprechende Identitat. 


4. Integralformeln fiir analytische Polyeder. Um aus der Formel (2) die 
angekiindigten Integralformeln fiir analytische Polyeder zu gewinnen, be- 
merken wir, daB R= 3’ o; die Oberflache des Polyeders o ist und daB wir 

j 
n 


(n — 1)! J (f,—%) dl, ... (dZ,]... dln 


e=1 
die Differentialform —_ 


ah. os 6 sie Ee > 2\n 
1 “1 in Zn *) 


mit den Bezeichnun- 





Zz 


N*® 


& 





gen des vorigen Abschnitts in der Form D( e oe df) schreiben kénnen, 


so daB Formel (2) die Gestalt annimmt: 

n(n 1) 
(23) f(z), (-)) - sy re D(é 
ws 0} es rer” 


Nn 





a a - 40) dl, | a | 
j 

Wendet man auf diese Formel mehrmals den StroxeEsschen Satz an, so erhilt 
man die Formel 


n(n 1) 


2) (-) 2 = » $410 
—_—— / (C)2> (—1)*t® x 
0} (2 24)” i, Sige Sip oy / rs" 
(24) i 2 , 2 ” 


4 - > ¥ - 
D (qj, ---(0),)--- ig WRTETT ot ...€0) €C, 264... 80,5 





worin tiber die (2 » — k)-dimensionalen Seiten des analytischen Polyeders o 
integriert wird. 
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Wir stellen zuniachst fest, daB diese Formel fiir k= 1 mit Formel (23) 
iibereinstimmt, und beweisen sie induktiv fiir alle k. GemaB der Identitat 
(22) kénnen wir in vorstehender Formel die Summe unter dem Integral- 
zeichen durch D (q, ... qy, 0, d¢...d¢) ersetzen und erhalten damit 





n(n —1) 
f(z)) (—l) * y 
(25) i (22i)" i, <iy<*< ip 
S FO Day, --- ay, 0, do...de) dt, dt... dl, 
Oj, 5,---ip 
mit 
0 = rmedt — pee (8 —2, dt) ($—2); N=(6— 2, F-7) 


Lassen wir die Indizes unabhangig voneinander laufen, so tritt jeder Summand 
k! mal auf, so daB 


(26) ¥Y 7 x 
1,59," <p ae jg:+-Ip 
ist. Sodann sehen wir, daB 
(27) f (2) D(qj,..- aj, 0, de. 418tdt ci 


- > > oa - + 
a4) Dla... — dt...d0)\dtdl,...dl, 
ist. Hier liegt es nun nahe, den Stoxesschen Satz anzuwenden. Jede (2 — k)- 
dimensionale Flache o; ; .. . iz besitzt die (2 — k — 1)-dimensionalen Rander 
i‘? 7 
jigs ++ igi oder mit anderen Indizes geschrieben: jede (2 — k — 1)-dimen- 


sionale Flache o ; ...,_, ist Randstiick der k + 1 Flachen a 
12 ~1 


a 


Un). + slp, 

e 1 

o=1, 2,...,4+1, und zwar ist bei Beriicksichtigung der Vorzeichen 

(— 1 +!-e } ) . Wir 
) di, = G1, (1, hol Randstiick von G1, [1] —_ Wi 

al led 
kénnen daher die Formel (25) unter Beachtung von (26), (27) und (9) auch 
schreiben: 


n(n 1) 
” 


f(2)) (-1) * “4, 


28 
) 0S > BaP her 





oo 8 oe ee 
Sf £0) D(a, - - - (a,)--- Mm,» dt...dt)dt,d0,...db, 
ee te oe : 
n(n 1) 
- 1) 2 -y . 
(2s (RAW Sy itty, 
f d\f(S) Dimu,. + [01,]- + Qgg Wark 26+ -d2) dl, dey... dt,|. 


Ol, .--[1,) ley , 


Jetzt benutzen wir den StroKkesschen 


mit den Randern 3S’ o uj... 1 = » ( 
ee Malet vate ~ 


diesen Flachen ist jeweils der Integrand als Funktion der € und ¢ regulir. 


soley, 


Satz fiir die Flachen o |. 7}. 
1 e 

B+1—e Auf 
1) 1, |, olpys’ A 
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Daher ist 





nn — 1) 
— ha 

(29) /(2)) (—1) * : hs v 
‘i 0} (224)" (k + 1)! e=1 h: {1g hey 1 

f #0)-(—1Ft!-eD (qr, ---(01,]---%y Gyn eS: dl)dl,dl,..-dly. 
Ol l,l ; 

i 2 1 

LaBt man hier die Indizes nur die geordneten (k + 1)-Tupel 1,< 1,<---<], 


durchlaufen und zieht man die Summe iiber 0 unter das Integral, so ergil 
sich genau die Formel (24) fiir die (2 — k 


+1 
yt 
1)-dimensionalen Seiten des 
Polyeders. Damit ist die Formel (24) und gleichzeitig auch die Formel (25) 
bewiesen. Formel (25) liefert fiir k = n die Formel (16). 

Setzt man fiir die Verinderlichen 2 = (2,, Z,, . . ., Z,) neue Veranderliche 
2z (zj, Za, . . ., Z»), die von den ‘z, unabhangig sind und in einer hinreichend 


kleinen Umgebung von Z, liegen, so werden die Integrale (24) und (25) in einer 


Umgebung von (29, 29) = (291; Zg2> - - +» Zon» 201» 202 - « > Zon) Tegulire Funktionen 
F (z, 2’) der 2n komplexen Verianderlichen 2z,, Zz, . . ., Zn; 21, 22, .. . Zn. Fiir die 
nicht analytische 2 n-dimensionale Fliache z, = Z,, « 3 ..«8 oe 

n(n 1) 


F(z,z’)=(—1) 2 f(z). 
Dann folgt®) 
F (z,2’)=(—1) 2? f(z). 


Daher gelten die Formeln (24) und ( 





25) in einer Umgebung eines Punktes 
z nis Ge os:ca auch dann, wenn in 6) und N die Verinderlichen 
0 ol 02 On 
B = (2,, %,,...; z,) durch die konstanten Werte Z, = (29), Zoo, . - -. Zn) ersetzt 
, =? y ~ : . = k dt n & f z = = 
werden: N,= (¢ — z, €—Z,), 0 - (C— z, dl) (C — 2). 


y” k vy” a l 


*) Bocuner, S., a. a. O. 





( Bingegangen am 11. Februar 1952.) 
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Zur Theorie des Figurengitters. 
Von 
Epmunp HiawKa in Wien. 


Wir beschaftigen uns in dieser Arbeit mit dem inhomogenen Problem der 
Geometrie der Zahlen. Dies kann so ausgesprochen werden: Es sei im m- 
dimensionalen Raum eine Menge A, welche den Koordinatenursprung enthilt, 
und ein Gitter /” (seine Punkte seien y) gegeben. Unter welchen Voraus- 
setzungen iiberdecken die Mengen A + y, wenn y alle Punkte in /’ durch- 
lauft, den R,,, d. h. wann gibt es zu jedem Punkt ¢ in R,, ein y, so daB ¢ in 
A + y liegt. Dieses Problem hiaingt nun eng mit dem homogenen Problem 
zusammen, zu bestimmen, wieviele Gitterpunkte + 0 in A liegen. Mit diesem 
Problem hatte ich mich bereits friither beschiftigt'). Es soll hier weiter be- 
handelt werden, und es sollen verschiedene Anwendungen gegeben werden. 
Wir gehen dazu von folgender Fragestellung aus: Es liege eine Menge A 
vor, welche innere Punkte besitzen soll, und es werde A wieder allen Gitter- 
translationen y unterworfen. Die Gesamtheit der Mengen A + y nennen wir 
mit HADWIGER ein Figurengitter 2% (/’). Es sei nun weiter B eine beliebige 
Menge, welche ebenfalls innere Punkte besitzen soll. Wann hat B mit dem 
Figurengitter 2 (/’) innere Punkte gemeinsam, und wie groB ist das Mab 
dieses Durchschnittes mindestens, wenn A und B meBbar sind? Wir behandeln 
diese Fragen gleich etwas allgemeiner, indem wir einen beliebigen lokal- 
kompakten Raum R mit zweitem Abzihlbarkeitsaxiom und eine diskrete 
Gruppe /” zugrunde legen, welche in R eine diskontinuierliche Transfor- 
mationsgruppe mit beschrinktem, meBbarem Fundamentalbereich induziert. 
Es ist diese Verallgemeinerung vielleicht im Hinblick auf die Untersuchungen 
von C. L. Srece.?) von Interesse. 

§1. Es sei R ein regulirer lokalkompakter Raum, der das zweite Ab- 
zihlbarkeitsaxiom erfillt und in dem eine MaBtheorie*) erklirt ist. Seine 
Punkte bezeichnen wir mit kleinen lateinischen Buchstaben. Weiter sei /’ 
eine diskrete Gruppe (mit Elementen y), die eine Darstellung als topologische 
Automorphismengruppe in R besitzt, in R diskontinuierlich, mit beschrank- 
tem, meBbarem Fundamentalbereich**) F ist. Wird auf ein x die Transfor- 
mation y ausgeiibt, so bezeichnen wir den so entstehenden Punkt mit y z. 
Ist A eine meBbare Menge aus R, so gelte fiir jedes y aus /": m(y A) = m(A). 
Die Gesamtheit der Mengen y A, wenn y alle Elemente von /’ durchlauft, 


nennen wir das Figurengitter & (/"). Die Menge y A hei®e Figur aus Y% (/’). 


1) Math. Z. 49, 285—312 (1943); Sitzgsber. Akad. Wiss. Wien, Math.-naturwiss. K1. 
155, 73—82; Anz. Math.-naturwiss. K]. Akad. Wiss. Wien 1950 219—226; vgl. dazu Tu. 
ScHNEIDER: Arch. Math. 81—86 (1950). 

2) Ann. of Math. 44, 674—689 (1943); Ann. of Math. 46, 708—718 (1945). 

*) Alle Boretschen Mengen, welche durch eine abzihlbare Menge von kompakten 
Mengen iiberdeckbar sind, sollen meBbar sein und das Ma8 einer kompakten Menge A, 
ist das inf m (A) aller offenen Mengen, welche A, enthalten. 

**) Und der Rand von F sei vom MaBe 0. 
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Haben die Figuren von & (/’) keinen inneren Punkt gemeinsam, so wollen 
wir & (/’) disjunkt nennen. 

Es sei nun @ (xz) eine beschrinkte, nicht negative, integrierbare Funktion, 
welche auBerhalb einer meBbaren, beschriinkten Menge verschwindet. Solche 
Funktionen wollen wir kurz g-Funktionen nennen. Wir bezeichnen noch 
{f v(x) damit V (g). Wir bilden nun 
R 


(1) ® (x)= S ply 2). 
yr 

Dann gilt Satz 1: 

(2) { P(2)dz= V (9). 


Aus der Definition des Fundamentalbereiches folgt naimlich, daB 
[@dz=Yfplyxdxr= f y(z)dx=V(g). 
PF y F y y OF 


Ist insbesondere g(x) die charakteristische Funktion einer beschrankten, 
meBbaren Menge A mit Volumen V (A) > 0 und ist & (/’) disjunkt, dann ist 
fiir fast alle x ®(x) < 1 und aus (2) folgt 


(3) V (A) < V(P). 


Ist insbesondere A selbst Fundamentalbereich F,, so muB V (F,) = V (F) 
sein. Ist V (A) > V (F), so kann & (/’) nicht disjunkt sein. Allgemein folgt 
aus (2) (BLIcHFELDTscher Satz): Es gibt ein x, so daB 


V (¢) 


VF) ist. 


(4) ® (x) => Vly x)= 
y 


Eine einfache Anwendung von (4) ist folgende: Es seien auBer der Funktion (x) 
> 


noch weitere N Funktionen g; (x) vorgegeben, so daB 2 gy; (x) => p (x) fiir 
i=l 


V (9) 
V (PF) 
fiir jedes x:N => 2 @; (x) > D(z) sein, und (4) liefert dann alles. Sind die 
qj und » charakteristische Funktionen von Mengen, so gestattet dieser Satz 
eine einfache geometrische Deutung. 

Es seien nun zwei Funktionen 9g, (x), gy, (x) gegeben, und wir wollen unter 
der Voraussetzung ®; (x) < C, (i » 2), Ty = [ ®, (x) ®, (x) d x nach unten 

F 


alle x ist, und es sei stets ®; (x) < 1. Dann muB N= sein, denn es muB 





abschatzen. Wir wollen gleich allgemeiner, wenn /+ 1 Funktionen 9g; (z) 
(i natiirliche Zahl) vorliegen, J;, = { ®; ®, d x ist, die D; (x) < C; (t = 1, 
, 


1+ 1) sind, = 3° J, nach unten abschatzen. 
i+tk 


Es ist J f (LO)? dx— Lf Gdz. 


Wenden wir auf das erste Integral rechts die Scowarzsche Ungleichung 
[dxf (XL@Pdx=(f } Od xz) an und beriicksichtigen (2) und @; < C;, 
P b F 


so erhalten wir 
+1 +1 
(5) V (F)L=(2 V (gi)? — V(F)D Ci V (gi). 
t=1 


i=1 
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Daraus folgt, daB es ein i und k = l<i<k<l+1 gibt, so daB 
1+1 
(6) Tix = vanerTe, y (y;))? — V hes C; V (y))- 


Ist (¥ y Vg ))?-—V (F) 2 TO Co V (gi) = X (My -- » G41) > 0, so folgt aus (6), 


i=_ = 
daB eseinl<i<k<sl+ 1 gibt, so daB J;, > 0 ist. 
Liegen daher z. B. 1+-1 Mengen A; (i= 1,...,1+ 1) vor, sind die zu- 
gehérigen Figurengitter YU; (/”) disjunkt, ist 


1+1 
(7) d+) V(A)> V (FP), 
i=1 
so muB es ein ¢ und k mit 1s i<k<l+1 geben, so daB A; mit %, (/’) 
innere Punkte gemeinsam hat. 
Fiir / = 1 reduziert sich (6) auf 


(8) 0, C,V (F) =e = sp l(V (os) + V (2)? —V F)(C,V (gu) + C2 (gy) - 


Dabei haben wir gleich die triviale obere Abschaétzung von J,, = f ®, DO, dz 
hinzugefiigt. 

Die Abschiatzung (7) laBt sich nicht verschirfen, wie das folgende, einfache 
Beispiel zeigt: 
oe 1 4 
sz (l— e)!, |r| == (l — e)? 

} 

(0 < e <1), A, die Menge |z,| <+ (1— e)*, |x| <> (l— e)?, und J" sei 





. -s : 1 
Es sei im R, A, die Menge }2z, - 7 





die Menge aller Punkte mit ganzzahligen Koordinaten, also V (F (J’)) = 1 
Wir machen noch folgende Anwendung von (8): Wir wollen den Fall be- 
trachten, daB in (4) das Gleichheitszeichen steht, aber voraussetzen, daB 
, D «sme a " , 7 a ' : 

V (y) >> V (FP) ist. Es sei also fir alle x ® (x) < 4 C,, und wir setzen 
voraus, daB die Menge der z, fiir die g(x) > 0, innere Punkte besitzt und 
abgeschlossen ist. Dann folgt aus (8) fiir m = g, und fiir jede Funktion 9, 
mit C,< 1 

a , ‘ ~ V(e2)(2 V (gy) — V (F)+ V (@,)) 

(8’) Vig)=Ip= : IVF) =. 

Es ist also J,, > 0 fiir alle Funktionen gy, mit V (g,) > 0. Dann muB fiir 
alle x in R ® (x) > 0 sein. Nehmen wir an, es gabe ein x, so dab ® (x,) = 0 
ist. Dann gibt es auch eine Umgebung U von 2, so daB fiir alle Punkte dieser 
Umgebung ® (x) = 0 ist. Dann wihlen wir eine meBbare Menge A aus U, 
so daB das zugehérige Figurengitter &f (/°) disjunkt ist. Ihre charakteristische 
Funktion nehmen wir als g,. Dann ware nach obigem J,, = 0, da ® (x) = 0, 
aber nach (8’) muB J,, > 0 sein, was nicht geht. Daraus folgt: 

Satz 2: Ist A eine meBbare, abgeschlossene Menge, deren Figurengitter 
disjunkt ist, und ist V (A) = V (F), so muB A Fundamentalbereich sein. 
Ist R = R,,, A konvex, so ist dies der bekannte Grenzfall des Minkowskischen 
Fundamentalsatzes. Auch ein friiherer Satz des Verf.') ist darin enthalten. 

Wir bemerken noch folgendes: 

Ist © (x) = ¥ p(y xz), V(x) = DY yp (y 2), 80 ist 
Y y 


(9) I(®,¥)=f O(x) V(x)dzx fem W (x) { v (=) @ (a4 
F 
13* 
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welches analog zu (2) bewiesen wird. Daraus folgt noch 

, V ar) ( ae 
9 ® (x) -—*) dzx= ® (x) —— ; 
( ) {( (x) V (PF) x fe (x) V (PF) dz 


§ 2. Wir wollen nun (4), (6) und (8) spezialisieren. Unter einer y-Funktion 
verstehen wir eine Funktion yw (z, y), welche in jeder Variablen eine g- 
Funktion ist und fiir die folgende Eigenschaft gilt: yw (y x, y y) = y (zx, y) 
fiir jedes y von J". Liegen drei y-Funktionen y; (i = 1, 2,3) vor und gilt 
fiir jedes z aus R y, (x, y) > min (y, (z, x), we (2, y)), 80 nennen wir y, den 
Funktionen y,, y, zugeordnet. Ist y, = w,, so nennen wir wy, einfach y, 
zugeordnet. Es seien weiter g,, g, zwei Punkte, so beschaffen, daB alle Punkte 
y 9, bzw. yg, untereinander verschieden sind. Die Menge der Punkte y g, 
wollen wir das Punktgitter G (/"; g,) in der Lage g, nennen. Analog ist natiir- 
lich G@ (1°; ga) erklart. 

Ist nun wy, den Funktionen y,, y, zugeordnet, so ist fiir jedes feste x 





‘ 


(10) D Ws (¥ Iv G2) = min Sy; (y x3 9;) (§=1, 2). 


Beweis: Es seien y; (i = 1, 2) jene Elemente aus J’, fiir welche y, (y; x; 
9) => wily x; 9) (¢=1, 2) fiir jedes y ist. Solche Elemente gibt es. Wir 


a ? 
wollen annehmen, daB y, (722392) > yi (71 739) ist. Dann ist 3’ y, (yg; 


Jo) =X min (y, (y £3 9)) Wo (2 G2)) => DY y, (y Ti gy), und alles ist gezeigt. 


Wir kénnen nach einer Methode von CasseEts®) (10) fiir y, = wo 9; = ge 
verscharfen, wenn /" folgende Eigenschaft U erfiillt: Ist r eine beliebige 
natiirliche Zahl, so gibt es unter r + 1 verschiedenen Elementen ¥,, . . ., y,+1 
in J’ stets mindestens ein Element, sagen wir y,+1, so daB fiir alle i <r, 
ISTY; ay +1 Yj 1y,., +e ist. Diese Eigenschaft U ist fiir alle Vektoren 
des R,, erfiillt. Es ist zu vermuten, daB jede Gruppe /’, welche keine Ele- 
mente endlicher Ordnung besitzt, die Eigenschaft U hat. 

Es sei angenommen, dab /’ die Eigenschaft U hat. Dann gibt es zu je 
l-Elementen y,, . . ., y; aus [” l-Elemente 4,, . . ., 6;, wo 6, =e, 6; + 6%" und 


6;= v1 7,2 (ly Sj, mj SJ) ist. Es seien nun bei festem x die Elemente + 
so geordnet, daB (wir schreiben w= y,= yo 9 = 9, = 92) vy (Vi 2) 

y (Yi+, 2) (= 1, 2,...) ist. Es sei nun 7 (y) = yy; wenn y = 0;, 9 (y) 

v1, wenn y = 6; 1, n (y) = yy» wenn y= e und fiir alle tibrigen y. Dann ist 

Y= LX yslv 95g) = LX min (y (y (y) 239) vy a(yagzt+Le+d 
; ed a 


p(y, 239) +2 DY min (yp (7; 2; 9), v (Ym; 239); 
ta2 
also, da 1; < i, m; < 1, 
\ 


— 


-wl(yesg)+2 


> wl; 9)- 
Da nun yw, (g; 9) = y (vy, 2; g), so folgt 


2y,9.9+2 vslvygi9=¥39.9)+ Y22D vly 29), 
ye y 








3) J. London Math. Soc. 22, 196—200 (1947). 
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also 
l "? a] 

(11) 39.9 +5 DL vsly9ig =D yvlyig)- 
“ye y 


Aus (10) bzw. (11) und (4) folgt: 
Satz 3: Ist wy (zx, y) eine y-Funktion, y,(z, y) eine y zugeordnete yp- 
Funktion, dann ist 


" V ; 1 
(12) »' vs (¥ 9, 9)= ¥ ae = TH Sy(xsg)da 
y R 





bzw. wenn J” die Eigenschaft U besitzt 
90 lio V (y (2; g)) 
(12’) v3 (95 9) +z vs (¥ 939) 2—p 
24 V (F) 

Aus (10), (11) und (6) folgt: 

Satz 4: Es seien | + 1 w-Funktionen y; (x, y) (i= 1,...,/+ 1) gegeben. 
Es seien y;,, (x, y) y-Funktionen, welche y;, y;, zugeordnet sind, yj (z, y), 
solehe Funktionen, welche y; zugeordnet sind. Es seien weiter / + 1 Punkte 
g: gegeben, fiir welche alle y g; (i fest) voneinander verschieden sind, und es sei 


(13) SvivgigoasG @=1,..,1+1) 
bzw. wenn J’ die Eigenschaft U hat, 

te . Be ae fh 
(13’) Yi (9;; gi) TT & Yi (Y Gi Ji): C; (a Be ae .- a): 


Dann gibt es natiirliche Zahlen i, k (1 <i < k= 1+ 1), so daB 


l sa ae 
(14) > Wik \Y Ji Ix) > V (F) Mit +) (2 Vie—t (F) XC; Vil, 
y y i= i= 


wo M = max V;, V; = V (yp (x, g)) = f wy (ag) dx(lsisl+ 1) ist. 
i R 


t 





Denn aus (9) folgt: Ist I (©, Y) > C, so gibt es ein x, so daB ® (x) > Tw 
walt Cc 

bzw. ein %, so daB y (2 1 ig 

zw. ein x, so daB w (%) > Ve) ist. 


Satz 4 vereinfacht sich, wenn 1 = 1 ist. Dann lautet (14) einfach 


i ’ 1 , 
5 , i q > y 2 y y 3 L ’ , 

(15) - Via (Y Iv 92) = Popygz UVa + Va)? — V (F) (CLV, + CL V;)), 

wo M = max (JV,, V,) ist. 

Bemerkung: Eine obere Schranke fiir den Ausdruck links in (12) bzw. 
(12’), welche nur von V (yw (zx, g)) abhiangt, existiert nicht. Beschrinken wir 
uns auf den R,,, so liefert der Deformationssatz'), daB es zu jeder y-Funktion 
ein Gitter /’, mit vorgeschriebener Determinante D (/",) gibt, so daB fir 
, ’ V (@) , ee , 
jedes e>0 » ~ (Yo) S ae + e ist. Ist p (x) die charakteristische Funktion 

vo 0 


einer quadrierbaren Menge A und V (A) < kD, so ist die Anzahl der Yo + 0 
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in A, < k. Ist A Sternbereich, so gilt dies bereits, wenn 


V (A) << kD (m)/ 5 . wo €(m) die ¢-Funktion ist. 
j=1) 





, VY oe np = 
Das hei8t also, wir verlangen, dab 2 7 fy —<k. 
Dann gibt es ein m und ein e > 0, so daB 

k 
3 il ii- =a) a + te<ck (p; = jte Primzahl) . 

j=1 j=l? 

Es ist i | l ——s see, wo N= p,... p, und s alle Zahlen der Ge- 
j 1 3” 

stalt pj... p,” in [1, N] durchlauft. Wir bilden uns nun ¥ * H (8) & > ¢ (sj x) 


= 
y (x), wo (x) die charakteristische Funktion des Seaahesdidine A ist. 
Wir wenden nun auf yp (2) den Deformationssatz an. Es ist V (yp) 


. ‘ 7 HO » Lyi, 's gibt also ein Gitter 
a * (8) } J dzx=2 ma 2. ~w (A). Es gibt also ein Gitter 
s=1 j S net. s=1 8 j=1 7 

s— 





I, so daB S” p (7o)< &. Das heiBt aber, es gibt héchstens k — 1 Gitterpunkte 
Yo O 

+ 0 in A, deren gréBter gemeinschaftlicher Teiler (g -g - 7’) von der Gestalt 

ru(l<r<k) und u nicht teilbar durch p,, .. ., p, ist. Daher ist die Anzahl 

der Gitterpunkte mit einem g -g - T < k héchstens k — 1. Dann ist aber die 

Anzahl aller Gitterpunkte + 0 in A ebenfalls héchstens k 


1, denn gebe es 
noch weitere, so miiBten ihre g-g- T' => k + | sein. 


Dann wiirden aber, wenn 
; ; ' " ~ } ' . 

y, ein solcher Gitterpunkt ist, die k Gitterpunkte ExT vein A liegen. Also 
wiirden dann mindestens k-Gitterpunkte mit einem g-g-7T'< k in 


A liegen. 
Das ist ein Widerspruch. 


§3. Wir wollen nun (12), (12’), (14) noch weiter spezialisieren. Es sei 
f (x, y) eine w-Funktion, es sei f (x, y) = f (y, x) und es gelte weiter fiir jedes z 


(16) f (x, y) Sf (x, z) + f (z, y). 


Den Bereich f(x, y) <r(y fest, r > 0) nennen wir den konvexen Kérper 

K (y, r), y seinen Mittelpunkt. Sein Volumen, welches vorhanden sein soll, 

bezeichnen wir mit V (K (y, r)) V (y, r) und es sei > 0. Seine charakte- 

ristische Funktion bezeichnen wir mit g, (x, y). Dann ist bei festem r ~, eine 

y-Funktion und ,, die zugeordnete y-Funktion. Aus (16) folgt noch f (x, x) 
2 f (x, z) fiir alle z. Dann folgt aus (12) der Mrnxowskische Satz. 


Satz 5: Ist V(K(go, >) ) -V (PF), so gibt es einen Gitterpunkt yg, in 


G (I; gg), verschieden von gy, so dab 


f(Y Ge 9) SP ist. 


Aus (14) folgt Satz 6: Enthalt fiir i= 1,...14+ 1 K (g;;r)(¢@=1,...,14+1) 
keinen Gitterpunkt y g; + g; von G (/’; g;), ist weiter 

‘ r | r a 
(17) ZX V(K (9 5))> VP), 
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so gibt es ein ¢ und ein k mit 1 <i << k<1+ 1, so daB 


(18) EY Gis Ge) <F 


ist. Hangt V (K (g,r)) von g nicht ab, so kénnen wir kurz V (r) schreiben 
und (17) wird 


rie ft PV. FG 
Daraus kénnen wir jetzt folgendes Resultat herleiten, wenn wir iiber f (x, y) 
mehr als (16) voraussetzen. Wir wollen noch voraussetzen, daB f (x, x) = 0 
und daB der Raum R in bezug auf f(z, y) konvex*) ist, d. h. daB es zu zwei 


verschiedenen Punkten z, y in R einen Zwischenpunkt z verschieden von z, 
y gibt, so daB 


20) f (x, z) + f(z, y) =f (x, y). 


Es sei g ein Punkt und Min f (yg, g,) = s. Das Minimum werde fiir ) ange- 
nommen. Wir bestimmen nun / + 1 Punkte ¢;, so daB 
l. t} =9t41= 7gund 2. f (t;, 41) ; ist. Dann folgt aus (18), wo 0. B.d. A. 


i> kf (441, y~'4) Sf (tai, &) + f G yo te) + f(y! te ya" 4) 
s(l+ 1 — i) ae 8(k—1) s(l—i+k) 








> i I i he 
also a < a +r, d.h.s< rl, daher gibt es ein y, so daB 
(21) fg.ya) srl 


ist. Dann gilt also 
Satz 6: Ist R gegeniiber /’ fixpunktfrei, konvex in bezug auf f (x, y) und 
hingt das Volumen von f(z,g) <r nur von r ab, so gibt es stets zu zwei 


Punkten g, g, in R ein y aus J’, so dab 


me (F) 
(22) f9.7%)< v(x(5))| r, 


wo {x} die nachstgréBere ganze Zahl an x bedeutet und f (z, g,) <7 keinen 
Punkt y g, + 9; fiir alle g, aus R enthalt. Betrachten wir jetzt den allgemeinen 
Fall, daB es Fixpunkte gibt. Es sei C die gréBte Ordnung, welche auftritt. 
Dann miissen wir auf (14) zuriickgreifen, und statt (19) gilt jetzt 


(19) (K(3))>S5r-: 





und statt (22) haben wir jetzt*) 





CVF) 
(23) fGv9s | v(x(=) 1 


4) Vgl. dazu Mencer, K.: Math. Ann. 100, S. 75—163 (1927), insb. 8. 75—87. 
*) Wenn f(z, g) < r keinen Punkt y g + g fiir jedes g enthalt. 
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Das Volumen von f (z, g) < r hiingt sicher nicht von R ab, wenn J als topo- 
logische Automorphismengruppe von R, Untergruppe einer transitiven topo- 
logischen Gruppe von R ist, welche maBinvariant und in bezug auf f isometrisch 
ist. 

§4. Ist R=R,, und /' die Gruppe der Gittertranslationen, so kénnen 
wir (22) verschirfen. Es ist jetzt f (x, y) =f (x— y). Wir betrachten jetzt 
die Punkte t; = s+?) wo s=f(g+ 7) =Minf(g+ y),g,=0 undi=0,1,...,/ 
ist. Enthalt nun f(z)<r keinen Gitterpunkt y + 0, so folgt aus (18), (die 
Annahme (18) bleibt hier richtig, wenn in (19) das Gleichheitszeichen gilt, 
wie man in gelaiufiger Weise zeigt), daB es ein i, k und ein y gibt, so daB, 
wenn g=g+ 7, 





2(4%—kg = 
ft—t— y) f( TT — 7) sr. 
Es muB i —- k =j => 1 sein. Dann ist 


<ta—wv\ctle— 229 (7/4 \_ [l+1—235]s _—-Ve . 
$3/G <i(9 be )+4 +1 y) = cS eel oe ¢ 5 aed 
1+1 





= a 2 


7 


also s < 





wf. 


Bezeichnen wir das Volumen von f (x) < 1 mit J, fiihren wir das erste Minimum 


om 
M, (I’) =r ein, so folgt also aus ] M”™ > — — , wo D (I’) die Determinante des 








1=TF1 
Gitters = V (FP) ist, fir 7 > 1, daB es zu jedem Punkt g des R,, einen Gitter- 
punkt y gibt, so daB 
. 1+1 
(25) fg-—y)<s = M, 


st. Fir] = 0 ist es nach Satz 2 auch richtig. Man kann (25) auch so schreiben 


M,({ 2"D 
tra | 


26 —-y<=> 
(26) fg-y)s IM,™ 


wo {x} wieder die obige Bedeutung hat. 

Diese Abschitzung ist in M, schirfer als jene, welche durch Betrachtung 
simtlicher M,,..., V,, gewohnlich gewonnen wird®). Hier geht man aus 
von der Abschatzung 





1 
fg—y)szUh+---+ My). 
Beniitzt man, daB J M,...M,,<2"D ist und M,<---< M,, so folgt 
daraus 
Z +i 2” D 
(27) Hg - ys z(m—1)4 a) M,. 


Es ist aber m — 1 + 





Pp . \ 


™M™ = TM” fir m>1. 


Man kann aber (26) verscharfen, wenn man auch die iibrigen Minima ins Spiel 
bringt : 
5) Manter, K.: Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetensch. Amsterdam 41, 634—637; 


HuawKa, E.: Sitzgsber. Akad. Wiss. Wien, Math.-naturwiss. K1]. 155, 8. 63—73; St6RMER, 
H., u. G.Watter: Arch. Math. 1949, 346 bis 348. 
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5") =Kund y (x) 


seine charakteristische Funktion. Sind g;(i = 0, 1,..., 1) wieder 1 + 1 Punkte 
des Ry, so sei g(x) = p(x + g;) und y; (x)= 1— 77 (1— g;(x— y)). Es 


Es sei, wenn K (q) der konvexe Kérper f(x) <q ist, K 





ist y;(x)< 1. Dann zeigt man analog zum Beweis von (6), wenn J = I (y;) 
= { w(x) d x, daB es ein i und ein k gibt (i + k), so daB 
F 


1 1+1 
=f pil) y are © ‘. 
Tir =f vel) ye (2) d 2 2 poppy ~&, Tyo (ZT (yd) — VPI) 
ist. Esist also I;, > 0, wenn EI (y)> V(F). Nun ist aber*) I(y,)= ~~" J, 
2” DIT) 


also ist I;, >0, wenn M,...M,,I > - Dann muB es aber ein y geben, 


1+1 
so daB f(g; — 9, — y) < M,, ist. Geht man so vor, wie bei (26), so erhilt man 


2" DT) \ Mm 
? one Se > ee 

(28) f(g = TI 2” 

und dies ist eine Vertiefung von (26). 

Wir wollen (18) und damit (26) fiir Kugeln des R,, verschirfen. Dazu 
fiihrt uns die Uberlegung, da8 wir (18) auch direkt aus (2) herleiten kénnen. 
Liegen / + 1 Funktionen g; vor, ist ®;(x) < C fiir (i =1,...,1+ 1), so ist 

f 2 G(x)dxe= J V;(xz)— V(F)C+ V(P)C. 
FP i 
Ist also 


(29) 2 V;(x) > V(F) C, 
so muB es zwei Zahlen i und k geben (l < k << i</1-+ 1), so daB 


Sind g; die charakteristischen Funktionen von K (g;, 7/2), enthalt K (g;, r) 

keinen Gitterpunkt + g; in G(J’, g;), so ist C = 1 und es folgt wieder (18). 
Wir wollen nun im R,, 9; (x) = (r?/2 — f?(x — g;)) p(x — gi) nehmen, wo 

die charakteristische Funktion der Kugel f(x) < r/|/2 ist. Es enthalte weiter 

f(x) <r keinen Gitterpunkt, also stets gelte f(y) =r fir alle Gitterpunkte 

y +0. Dann gilt fiir k Punkte z,,..., x 

(31) 


— 


k 
yf? (x, — 2) 52k D f?(z;). 
i+-j j=1 
Bilden wir nun ©; = 3 y;(x + y), so ist stets ®;(x) <= 7°/2. Enthalt naim- 
7 
lich ®; k nicht verschwindende Summanden, so ist nach (31) 
k 
rPk(k—l)s2k » f*(x— y;— gi), 
j=1 


also ®; < r2/2k— r2/2(k—1)=r°/2. Weiter ist fg,(z)dx= f[ (r/2— 
k 


fsi }2 


f?(z))da= Ge) foe. wo J das Volumen der Einheitskugel 


§) Vgl. z. B. Wert, H.: Proc. London Math. Soc. (2) 47, 8. 268-—289 (1942). 
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f(x) < list. Dann wird nach (2) 





. 2 rp \m+2 ft 3 
(32) f{ FO) de= 0+ NISSS(5) —-FV(F)+-> VF). 
Ist also 
nm VIP) 2° (m +2) 


so gibt es ein z, so daB 


EY G,(2z) = F(Z - P(z- 9 - y)) y(x-g:— y)> ist. 


SS i 
Bezeichnen wir die Anzahl der y fiir die y; + 0 mit k;, so ist 
k, 
yp fy 
oa! (2— 9: — 3; = (2 & —1). 
1 I = 


Dann folgt aus (31), daB 
Z PF Gi— 9 — vy) S 7? (Lk) (LK — 1), 


also muB es, da links (2 k;) (2k; — 1) Summanden stehen, mindestens ein y 

geben, so daB f*? (g;— g, — y) < r* ist. Daraus folgt wieder’), analog zu (26) 
m 

M, { 22 (m+2)D) 


(26) f9— y) $= |\—3 Taw I 
==% 


und das ist fiir m > 2 scharfer als (26). 





a 2] m+2 
Aus (32) folgt fir 1=0/f O(z)dzx = Ate und es folgt unter 
F m2 ‘ 2 
Beniitzung von (31) in gelaiufiger Weise der BLicnre.psche Satz fiir r = M,. 


n 


gi 


92 .. 2 
(26) <2 


Eine Verscharfung von (26) la8t sich auch durchfiihren, wenn 


f (x) = (\a,/* 4 tla /*)e (k>1). 


§ 5. In diesem und im nichsten Paragraphen setzen wir voraus, dab R 
eine Gruppe, /’ Untergruppe von R ist. Dann ist eine y-Funktion im Sinne 
von §2 w(z, y)= p(y =z), und ist ~,(y~' x) > Min (¢q,(z), m2 (y)), so ist 
W3= Ps(y tz) zu y,(z,y)=@,(y tz) und y,(z, y)= g.(y x) zuge- 
ordnet, wenn die gy; y-Funktionen sind. 


Wir wollen gleich noch annehmen, daB /’ Normalteiler von R ist. Dann 
N 
ist nach (9’), wenn @ (zx) » w(t, z) ist (t,, ..., ty Elemente von R), 
i=] 


V (@) \* ; V (9) 
{ (@@—ay) dz F y (x) (D(x) — opr) az. 


*) Ein Spezialfall wurde vom Verf. in der ersten Arbeit in ') bewiesen. 
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Die rechte Seite ist aber weiter gleich, wenn wir setzen 








N 
o*(2) = S pltstr 2), 
Pw = 
V (p* 
D(g) = ® (x) — ae D(o*) = ©* (x) — oe, 
N ; all V(p) N N 
5 ' ys ny — Vly) _§ 
ZL vale Zvi We ae = Sf yl2) x 


. a Vip) N 

«(E 3 (yt 2)— Sop) x= f y(z) Dig*) az, 
Y j= 

also 


(34) {Pw jda= { vi x) D(g*)dz. 

Nun schlieBen wir A Koxsma'): Gibt es ein C, so daB fiir alle x | D ()|* 
C, so folgt aus (34) { D?(~)dx<C V(y). Es ist also das Volumen V(B) 

P 

der Punkte x in F, fiir die |D (g)| > / CV(w) a, (0 < « beliebig), < 1/a. Es 

ist also fiir alle z von F, ausgenommen eine Menge vom MaB < 1/a, 

ID(g)| Ss VC V(y) a, 

das heiBt 

ax, N V(y) CVivla ~ - NV(y) VOVip)a 

(35) VF) —| (w) <2 2 elt ya< VF) +V CV(yp)a. 

Ist nun eine Folge {t;} von ahiie von R gegeben, ist « = «(N) so beschaffen, 


daB «(N) +o, ist stets fiir jedes N D(g*) < C, so gibt es eine Teilfolge {N;}, 
so daB fiir alle x aus F bis auf eine Menge vom MaBe 0 














N; 
ale , os Ni Vy) , yew, ct 
(36) ~- » yt yxz)— VF) < | CV(y) «(Ni) 
fiir i= 1,2,... ist. Es geniigt, die Teilfolge so zu wahlen, daB y aN) < 0c 
oo my i 
ist. Dann ist das MaB der x, welche (36) nicht erfiillen, bei vorgegebenen 
é > 0, bei passenden ny, < . 2 am aN) < e, w. sz. b. w. 


Aus § | (8) folgt noch: Ist A eine meB’vare Menge, A (/") disjunkt, ist 
GY, = v(x) (y(x) charakteristische Funktion von A), g(x) = p(y 2), 
V (gp) = V (FP), so folgt aus (8): V(A)>J,.= V(A), also I,,= V(A). Dies 


setzt Satz 2 aus § 2 erneut in Evidenz. 

§ 6. Wir wollen jetzt einige Anwendungen von (18) betrachten. Wenn 
f(e)=0, f(x) = f(a-) und f(z, y) = f(a-! y) und f(a y) s f(x) + f(y) ist, 
lautet Satz 6 jetzt so: Liegen / + 1 Punkte ¢; vor, enthilt f(y) <r kein Ele- 


ment +e von J’, ist v(K (5)) 2 V (5) = He so gibt es ein ¢ und ein 

k(isk<isl +1) und ein y, so daB | 

(37) f@ity)sr 

ist. Unter { —V(") __ Elementen ¢; gibt es also ein Paar, welches (37) erfiillt. 
Freee) 


*) Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetensch. 44, S. 75—80. 
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Ist nun ¢; = t', dann liefert (37) 
Satz 6: Es gibt zu jedem r > 0 stets ein y von J und ein s mit 0 < s < u(1/r), 


o(2)..1-20_) 


7” | r(e(S)h 





so daB 
(38) f@® y)sr 
ist, wo nicht zugleich s = 0, y = e ist. 


Denn enthalt f (x) < r ein y + e, so nehmen wir s = 0, und sonst wenden 
wir (37) an. Fiir den R,, folgt dies aus dem Mrnxowsxischen Fundamentalsatz, 
angewendet auf den konvexen Ko6rper in R,,,, mit der Distanzfunktion 
Max (f (x, . . - Xm» |%m+ |). Wir wollen nun einen analogen Satz herleiten fiir 
f(e* y) <r(k> 1 ganz). Wir beschrinken uns der Einfachheit halber auf 
k = 2 und folgen der Methode von Norton®) und KurntcHrNe?®). 

Enthalt f(y) <r ein y + e, so setzen wir einfach s = 0. Wir kénnen also 
annehmen, daB f(z)<r kein y+ e enthilt. Es gibt nach (38) ein s, > 0, 
so daB f(t y,) <r. Es sei s, minimal. Dann definieren wir rekursiv ganze 
Zahlen s;>0 als kleinste Zahlen, fiir die f (#** y;) < 37 (8, = 1), wo 

oe 
u =u (3/r). Es muB s; > s;_, sein. Denn ist dies fiir i richtig, dann auch fiir 
r r 


. 7 es es a; 
i+ 1. Denn wire s;., < 8;, so wire f(€*+! y;.,)< i 
a oe f( vi+i 3u?s; — 3u®s; 





: also 8; 
1 
, — iin ; ’ P 8— . = 
nicht minimal. Weiter ist s; < u ( 3 uf =). Nun setzen wir 5’ 3; S; und 
r 


t=O 
betrachten die Punkte ¢5j* (j = 0,1, ..., « (3/r)). Dann gibt es nach (37) ein ¢ 
und ein j (i > 7), so daB 


(39) (e-F y) < 


Nun ist Si— Sf=( YY #)?+28; ¥ 
k=74 


u 
Dann kénnen wir, wenn wir 5" s, = 8 setzen, (39) schreiben: 
k=j+1 
(eof yy Ins 3 
k=j+1 


Also 
tO y)szt2 8, L itt m)<r 
\ “ t=j+1 
’ a , 2G+Nyi] [1 , 2 
3 Su 5; “a 3] 


Dabei ist s>1. Es ist noch 











~ 


{ H(t ve) S35 ft aye a 


= 3a* Kaj 3u- 


*) Proc. London Math. Soc. (2) 16, S. 294—300 (1917). 
**) Rec. math. Soc. math. (Moscau) 34, 8. 109—112 (1927). 


Zur Theorie des Figurengitters. 195 


Um s abzuschatzen, beachten wir, daB s;< u(3 u2 fia1), Definieren wir 


u; (3/r) durch u; (3/r) = u (3/r u* (3/r) uj_, (3/r)), up (3/r) = 1, so ist 8; = U; (3/r), 
te eae 3 a 3 
alsol<s<is;<u (=) $u(=) <u (=) uu[>) (=). 
Wir erhalten Satz 7: Es gibt stets ein s und ein y, so daB nicht zugleich 
s=0, y =e, so daB 


(40) f(t" y)sr 


(41) 0se<u(2)(>)u(>), 
‘ri\r}] \r 
wo u (=) =. & ; u (=) =u (= u2 (=) UR i) ue(>) = 1 ist. 
r | v(x(5)) r r r r}}; r 
Es gibt noch ein 7, 80 daB 
r 


(42) {(t'7) me) ist. 


Ist R=R,, I der Inhalt von f<1, so ist 3; < Cs” , (¢=1,2,...), wo 





m 
; ‘(6 D 2m+1 ee (3 ™ 
( | oad , also 3, << C™ *™ 1 da u (= .{¢D ist. Also 
Ir” r | Ir” 
gibt es einen Gitterpunkt y des Gitters /’ mit der Determinante D und 
(2m +1)-(m@4+m4—14...41) 


eine ganze Zahl s mit O< s< v(r)a, wov(r)=a 





, 3 . , 6" D 
(a gleich nichstgréBere ganze Zahl an } wenn J r" <6” D, sonst v (r) = 0, 
Ir™ 


so daB nicht zugleich s = 0, y = 0 und 





(43) f(tt—y)sr 
ist, wo t beliebig. Oder anders formuliert: 
Es gibt ein y und ein s(y, 8) + (0, 0), so daB0<s: gr" Ip(me + m&@— beer +1) $1 
und 
1 
" 6Dm™m 
(44) f (s* t _ y) > 1 1 


[mom 
fiir jedes ganze op = 1. 
Die héheren Potenzen lassen sich analog behandeln. Erweiterungen auf den 
. 2s 52 ys? 2 ‘ . 
Fall f (¢; te y) baw. f (t,? Pg y) u. a. sollen an anderer Stelle durchgefihrt 
werden. 

§ 7. Es liege wieder der allgemeine Sachverhalt wie in §1 vor, d.h. es 
werde nicht vorausgesetzt, daB R eine Gruppe ist. Es sei nun /', eine Unter- 
gruppe von J” (ihre Elemente seien y®) mit endlichem Index [/’:/"g] = 8, und 
es werde J” nach rechtsseitigen Restklassen von /", entwickelt: /’ = I") y, + 


I", 7s. Dann sieht man sofort, daB F, = U y; F Fundamentalbereich von 
t ad l 
I’, ist, wo F ein Fundamentalbereich von J" ist, denn jeder Punkt x von R 


liegt in einem y F, also in einem y® Fy, und die y® F, sind disjunkt. Dann 
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folgt aus (3) und der anschlieBenden Bemerkung: Sind die Figuren eines 
Figurengitters & [/°,] disjunkt, so ist 


(45) V (A) < V (F,) =8 V (FP). 


Wir kénnen Untergruppen /', von /' in folgender Weise erhalten: Es liege 
eine Menge M von ¢t Elementen vor (die Elemente miissen weder in R noch 
in I’ liegen), und es sei J’ in M abgebildet. Dabei soll es ein Element m, in M 
geben, so daB folgendes gilt. Haben irgend zwei Elemente y,, y, von J” das- 
selbe Bild in M, dann soll stets y,, y;>' auf m, abgebildet werden. Dann bilden 
die y aus J’, welche auf ni, abgebildet werden, eine Gruppe /’,. Die Gruppe 
I’, ist von endlichem Index in /’, und zwar ist er < t, denn Elemente y von 


[ mit gleichem Bild liegen in der gleichen Restklasse von J"). Es ist dann 
(46) V (F,) st V (FP). 


Es liege nun ein Satz iiber /’ vor, und es giibe eine positive Zahl 7’, so be- 
schaffen, daB der Satz fiir alle /’ richtig ist, fiir die V (F (’)) < T bzw. < T 
ist. Dann ist er auch richtig fiir die obige Untergruppe J’, von J’, wenn 
V (F (L)) < T/t (bzw. < T'/t) ist, denn dann ist V (F (I’,)) < 7. Wir wollen diese 
Aussage das Ubertragungsprinzip von /” nach /", nennen und") wollen einige 
Beispiele geben. 

1. Es sei C\*™ eine ganzzahlige Matrix in s Zeilen und m Spalten (s < m), 
dann sei M die Menge der Restklassen C“-™ g(™ modulo n (n > 1, ganz), wo 
g alle Punkte des R,, mit ganzzahligen Koordinaten durchliuft. M besteht 
aus n* Elementen. Es sei /’ das Wiirfelgitter des R,, mit der Determinante 1, 
d. h. die Menge aller g. Ordnen wir jedem g die Restklassen C“-™ g™ modulo n 
zu, dann haben wir eine Abbildung der obigen Art, und die Untergruppe /', 
der g, fiir welche C g = 0 (n), hat in J’ einen Index < n*. Nun ziehen wir den 
Minkxowskischen Satz (Satz 4) heran. Hier ist 7’ = V (K (r/2)) das Volumen 
des konvexen Ké6rpers f (x) < r/2, und wir kénnen daher nach dem Uber- 
tragungsprinzip schlieBen: 

Es gibt stets einen Gitterpunkt g + 0, so daB 


fig)sr, Cg =0(n), 
wenn J r™ > 2” n* ist. (J Volumen von f (x) < 1). 

Ein Spezialfall ist der Satz von Tuvue!*): Es gibt stets ganze Zahlen (g,, 92) 
+ (0, 0), so daB Max (|g,|, |g2|) < VP @ 9, = G2 (p) ist (p Primzahl, a + 0 (p)), 
denn dann ist J = 4,m=2,r=1,n : 

2. Es mégen wieder dieselben Bezeichnungen wie bei dem 1. Beispiel 
gelten. Wir nehmen jetzt aber an, daB fiir jeden s-zeiligen, ganzzahligen 
Vektor h) das System C@-™ g™ = h (n) lésbar sei und daB es ein r, gebe, 
so daB das System C“™ g™ =0(n) keine nichttriviale Lésung mit f (g) 


ro n™ besitze. Dann folgt nach (26), wo jetzt /’ durch J", zu ersetzen ist, 


41) Fiir den Mryxowskischen Fundamentalsatz wurde dieses Prinzip in spezieller Ge- 
stalt explizit ausgesprochen von L. Repei, Acta Math. 84, 8. 155—158 (1950). Allge- 
meiner dann vom Verf. in der dritten Arbeit in *) und in der Besprechung der Arbeit von 
L. Reve! im Zbl., Bd. 87, S. 32 (1951). In Spezialfallen wurde dieses Prinzip schon éfters 
angewendet, vgl. z. B. H. Davenport u. M. Hatt, Quart. J. 19 (1948). 

12) Vgl. z. B. Scnorz: Zahlentheorie, wo dieser Satz mit dem Schubfachprinzip be- 
wiesen wird. Verallgemeinerungen wurden mit Hilfe desselben Prinzips von A. BRavER 
u. R. J. Reynoups, Canad. J. 3, S. 367—374 (1951) gegeben. Unter Anwendung des 
Ubertragungsprinzipes bewies dies L. RepEt"'). 
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wo M,=1, n™ ist, daB es zu jedem Punkt wu des R,, ein g gibt, so daB 
& 


fu g)s 2g" {= 





fs}: Cg =0(n) ist. 
Bestimmen wir jetzt zu einem A‘ ein u, so daB Cu = h (n) ist, so folgt 
folgender Satz: 
RB 
Besitzt C g = 0 (u) keine nichttriviale Lésung g mit f (g) < r, u™ , so besitzt 
das inhomogene System C g = h (n) stets eine Lésung mit 





" , r " _ 
(47) (<3 {pm} 


Fiir s = | ist dies ein Satz von KHINTCHINE"™, wo f (x) = | z| ist, in verscharfter 
Form. In diesem Fall, d. h. f (x) = |2!, gilt sogar nach (33) 
m 
(48) tgs 22 = (m+ 2) | ow 
2| 2 21 Tr." J 

Wir wollen einen’ Spezialfall herausgreifen: Es sei » = p (Primzahl), f (x) 

Max (| 2,|), | Z_|), 8 = 1 und das System laute ag, = g, (p) (a = 0 (p)). Dann 
lautet also (47): 

Besitzt die Kongruenz a x, = x, (p) keine nichttriviale Lésung (g,, g.) mit 
Max (\9,|, |g2!) <7) Vp, dann besitzt die inhomogene oe a2, = 2X 


+ b (p) stets eine Lésung (g,, g,) mit max (|9|, | g2\) < anor : V p. Die Voraus- 
setzung iiber die homogene Kongruenz kann nicht weggelassen werden, wie 
z. B. die Kongruenz 2 2, = 2, + 23 (47) zeigt, welche keine Lésung mit 
Max (| x,|, |2,|) < 47 hat, d.h. es gilt nicht das Analogon zum Tuugschen 
Satz. Da aber diese Kongruenz keine nichttriviale Lésung mit Max (\9,|, 
\g2|) < 1/4 47 besitzt, folgt, daB 2 x, = x, + b (47) stets lésbar ist mit max 
(\9:|, |\G2|) S 2 V 47. 

3. Es gibt bekanntlich im R, aus jedem Gitter /’ mit Determinante D (/’) 
einen Gitterpunkt (g,, g.) + (0, 0), so daB (a + 0) 

9 

x) gi + \a| g3< ys DO Ja| baw. B) ) |g? a als 7D Vial a\. 


Es sei nun a ganz, kein Quadrat, und die Kongruenz x? = a (n) besitze eine 
Lésung N. Dann folgt sofort aus dem byenary mere Es gibt stets 


~ 





ganze Zahlen g,,g2, 80 daB gf + la| gi < — | a|-n, baw. |gi —|a g3| < 





5 
V|a| n und g, — N g, =0 (n) ist. Dann ist aber gj — a g3 durch n teilbar. Wir 
erhalten also folgendes Lemma von Uspensky in verschirfter Gestalt: Es 
gibt stets natiirliche Zahlen (z, y), so daB z?-—ay? f n, wo k ganz und 


dem Betrage nach : = | a\ ist, wenn a> 0 bzw. : = | a|, wenn a<0 
und «= N y (n) ist, wa NN quadratischer Rest von a ite n ist. Von 
diesem Lemma hat Uspensky") viele Anwendungen gemacht. 


13) Rec. math. Soc. math. (Moscau) 32, S. 203—218 (1924); Acta Arith. 2, 8. 161—172 
(1937); vgl. auch dazu die Arbeit von V. Jarnik u. P. Erpés im selben ely 'S. 214—220. 
14) Elementary Number Theory 1939, McGraw Hill Book Company, New York. 
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4. Bekanntlich gibt es im R, zu jedem Gitter /’ mit Determinante D einen 
Gitterpunkt (9,, G2, 9s: 94) + (0, 0, 0, 0), so daB (a > 0, b > O) 
(49) (a bg} + b gf + agi + gi) < 2 (ab D) 
ist. Es seien nun, wenn vorhanden, «, 8 ganzzahlige Lésungen der Kon- 
gruenz (*) a? + a #?+b=0(n). Dann folgt aus dem Ubertragungsprinzip, 
daB es ganze Zahlen g; (t = 1, . . . 4), nicht alle 0 gibt, so daB 
p= b(agi+ 9) +a93+9§ </2ab -n und ag, + Bg,=9s(n), ah g,— age 
=g,(n), ist. Daraus folgt, da6 @ durch x teilbar ist, denn 
(a? + @ B*) (agi + 93) =(a9, + Boo)? a+ (a By, — ag2)*. 
Ist nun a= 6=1, so folgt daraus, daB n = gj + g3 + g} + gj ist. Dies ist 
der Fall, wenn n ungerade ist, denn dann ist die Kongruenz (*) lésbar. Daraus 
folgt unmittelbar, daB 2n = (g, + g.)? + (9, — ge)® + (G3 — Ga)® + (Gg + 9)?- 
Also jede Zahl la8t sich als Summe von 4 Quadraten darstellen.45) Die Mrv- 
KOwskKiIsche Schranke ok hatte statt der Schranke | 2 in (47) ebenfalls geniigt. 
Es sei nun a = 3, b= 1. Dann k6énnen wir zuniachst nur folgern, daB ent- 
weder n= 3 (97 + 93) + 93+ 93 oder 2n= 3 (g? + g3)+ 93+ 9? ist. Im 
zweiten Fall muB g, = g, (2), gs = 9, (2) sein, wenn m ungerade ist, wie man 


sofort aus m= 2” modulo 2 und 4 sieht. Dann ist aber n= 3 (45%) + 
i 2 ae 2 2 

t (25%) | + (25%) aa (5) . Also 1éBt sich n stets in der Gestalt 
3 (g? + g3) + 93 + 9? darstellen, wenn (*) lésbar ist. Dies ist der Fall, wenn 
ungerade und zu 3 relativ prim ist. Nun folgt aus n = » (g), 2» = 3 ((g, + g2)* 
+ (9; — G2)?) + Gs + 9a)® + Gs — Ga)? und 3n = (3 g,)* + (3 92)? + 395 T 3 gj. 
Also laBt sich jede natiirliche Zahl » in der Form 3 (xj + 23) + 23 + aj dar- 
stellen. Hier geniigt die Biicuretptsche Schranke 2 |/6, (26’’) fiir m= 4, 
statt Y2. Der Fall a = 2, b = 1 erledigt sich noch einfacher. 

5. Aus (44) folgt: «) Liegen m-Zahlen «,,...,%, vor, so gibt es ganze 











Zahlen 2,,...2%,,, welche das Kongruenzensystem ¢;, %, + ---+ Cim 2%, 
1 m™ i ~ : 11 “1 im“m 
0 (n) (¢ = 1, . . ., 8) (¢ < m) erfiillen, und eine natiirliche Zahl y, so daB 
xj 6n™ , 
a;-—|s—,—_ = 1..., m), 
y | —., 
0 m y 
wo ls ys oem+Dim +--+! ist, wenn o > 6" n* und ganz ist. 
B) Besitzt das System c;, x, + - + Crm Lm = 5; (n) (GF = 1, ..., 8) bei ge- 
gebenen b; stets eine Lésung, so besitzt das System 
4 = 2 ; > 
Cjy My t+ + Cm Sy = y* 5b; (nm) (GF =1,...-,: s) 


bei beliebigem 5; stets eine Lésung, wo nicht zugleich die x; und y verschwinden, 





6nm 9 a 
so daB Max (|2,|,...,| 2m): =, Os gage et met: 1)+1 fiir jedes 
om 


. . . . 2 . + = 
0 = 1 ist. Diese Beispiele geniigen, um die Anwendung des Ubertragungs- 
prinzipes zu erlautern’*). 





15) Dieses Theorem wurde schon éfter mit Hilfe der Geometrie der Zahlen bewiesen 
Mit dem Satz von TuvkE, siehe*). 

1*) Weitere Beispiele siche die Arbeiten unter ™) und **). Weiter die Arbeit von L. Repke 
in Niew Arch. II, 23, 150—162 (1950). 





| 
| 
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§8. Wir wollen nun diese Uberlegungen anwenden, um (8) fiir spezielle 
y, und gy, zu verschiirfen. Es sei /’ eine Obergruppe von J’ mit den gleichen 
Eigenschaften wie J’ und /” sei Normalteiler von /’ mit endlichem Index. 
Es sei 7, ... 7, ein Repriasentantensystem der Restklassen von /" nach I’, 
also F (I’) = U 7; F (I) Fundamentalbereich von J’, wenn F (/°’) Fundamental- 
i=1 
bereich von /* in R. Wir setzen nun voraus, daB es méglich ist, aus diesem 
Reprisentantensystem {7,, .. ., Ys} N-Elemente 7,, ..., yy so auszuwahlen, 
on sich eee y+e aus J’, mindestens R-mal (R=1) in der Gestalt 
=7i7;, (1) (lisisN, lsjs N) darstellen 14B8t. Wir nennen dann 
Vy - eine Quotientenbasis von /’ in bezug auf J’ von der Ordnung R. 
is ane" N <s und R(s— 1) < N(N — 1) sein, also R< N. Es seien nun 
Ps (x), Py (x x) y-Funktionen, es sei weiter 
N Ay 
(50) Pi (%) = x #s (7j 2), Po (x) = 2 Pa (7; 2). 
7 = 
Wir setzen noch ®; (x) = ¥” y; (y x), (i=1, .. ., 4), 8 (x) = Y gi (F x) (6 =3, 4). 


Y 
Dann ist fiir i = 1, 2 


(51) @; (x) re 2 (7; y 2) =F %2 He x), 
da I’ Normalteiler von /’. Dann ist _ 

at vr ads = 1 rr) WHA MES 
x [ P(e) OFF 2) d= N [Oy(2) O(z)dx+ ¥. 


j,k=1 


Nun laBt sich jedes 7 +e mindestens R-mal in der Gestalt 7, ¥;—! mod I’ 
schreiben, also ist die letzte samme 
> S* f O(a ) ®, (7 x) dx, 
j=1 F 
wo bei der Summation yy; = e auszuschlieBen ist. Da nun N= R ist, so folgt 


I=>RS f O,(x) O (7; x) dz, 
j=1 F a 
wo jetzt die Summe iiber das volle Reprisentantensystem von /’ nach r 
zu erstrecken ist, also J > R f ®, (x) D, (x) d x. 
F(T) = a 
Setzen wir nun voraus, daB fiir fast alle x ®, (x) < ¢,, Dy (x) S cg, 80 folgt 
aus (8), angewendet auf J’, daB 
= R " _— 7 Fi 7 
I = Wrdy [(V (ps) + V (q,))? — V (F (L’)) (¢, V (ps) + ¢2 V (y4))]- 


Nun ist V (g;) = N V (gi +2) (¢ = 1, 2), also erhalten wir 
I= [ ©,(x)®,(xz)dx = 
Fir) 








Rs (Vio + Vip)? _ VFI) V 
= IV FU)N ¥ ——S* (c, V (gs) + & V (g2)) - 


Mathematische Annalen. 125. 14 
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Es 


mit 


die 


die 


(t 
V 


13, 


Dies ist fiir diese g; (t = 1, 2) eine Verschairfung, wenn N < s ist*’). Dies 
ist z. B. der Fall, wenn f= r, (p Primzahl) so beschaffen ist, daB die Faktor- 
gruppe /'//” ein direktes Produkt von r zyklischen Gruppen (a,),.. . (a,) ist, 
welche die Ordnung p— 1 haben. Dann kénnen wir sofort eine Quotientenbasis 


Satz von TuHvuE (Beispiel 1) gibt es zu jeder Zahl a + 0 (p) ganze Zahlen z,, x, 
mit 1 <|2;|< /p(i=1, 2), so daB az,=-2,(p). Ist nun g Primitivwurzel 
von p, ist J (a) Index von a in bezug auf p, so folgt aus a x, = 2, (p) I (a) 
= I (x,) — I (x,)(p— 1). Daher bilden die Zahlen 5; = J (i), bj 42 = I (— 1) 
(l<i<[)p]=4q) eine Differenzenbasismodulo p— 1, also 01°... . o,°'r eine 
Quotientenbasis von /’, modulo /’. Es ist also N/s <1 und der Quotient 
strebt gegen 0, wenn es /’, mit beliebig groBen p gibt. Setzen wir dies voraus! 


(Im R,, geniigt es, A = 


Wir wollen der Einfachheit halber noch speziell annehmen, daB V (A;) = V (F) 
(z. B. A, = F selbst), A, sei sonst beliebig, aber V (A,) < V (F). Dann sind 
N 


zunachst die Figurengitter &; (/") (¢= 1, 2) disjunkt, wo Aj= U 7; Aixe2 


Wir sehen daher: A, hat also, nach dem vorhergehenden mit Y, (/") innere 
Punkte gemeinsam, obwohl das Volumen der A; (i = 1, 2) beliebig klein sein 
kann, wenn nur p geniigend groB ist. Fir den R, hat dies zuerst A. RENYI 
erkannt. 


gruppen von R sind. Es sei nun g, (x) = 9, (¢ x), dann ist 


also 
(53) {ia (J P: (x) d x)? = V? (g,). 


Dann ist fiir die oben konstruierten Mengen A,, A,, wenn jetzt A, = ¢ A, ist, 
nach (52) fiir jedes ¢ 


se Im Ke __[4_ 2v(rqry) 
j Ve(p) — 2NV(FV))|N 8 V(g,) 
N ~ 
Ist nun A, = F, so erhalten wir fir A = »' 7; F und jedes ¢ 
j=1 
r I(t) Rs 


(55) —_ > 


17) Diese Uberlegungen wurden durch die Arbeit von A. Renyt, Acta Liter. (Szeged) 


behandelt. 
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wird also J >0, wenn (V (g,)+ V (g,))? > N/s V (PF) (e, V (q,) + ce *V (@)). 


N = (2 (Vp ]) und R= 1 angeben (s ist hier (p— 1)’). Denn nach dem 





—y rm nehmen . Es seien nun g; (x) (i = 3, 4) 
charakteristischen Funktionen von meBbaren Mengen 4A; (i = 3, 4), und 


Figurengitter %; (I") (i = 3,4) seien disjunkt. Dann ist c,=c¢,= 1. 


j=1 
1, 2) ist, und es ist 


(A,)=N V(F)=N/s V(F). Es ist aber V (A,) + V (A,) > N/s V (F). 


Wir wollen nun voraussetzen, daB R eine Gruppe ist, ’ bzw. [’ Unter- 


I(t)= f O, (x) ®,(z)da= fy, (z) yy, (tz) dz, 
F(r) R 





V*(A) = N*V(F(l))- 


77—92 (1949—50) angeregt, der den Fall R= R, mit trigonometrischen Summen 
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Ist T° T* so ist R = 1, s = (p— 1)’, N= (2 (Vp ])’, also fiir jedes t 





Tit —ly 1 1 
(56) 6 (= ) 


V#(4) =\atypr) VO) = avr) 


Nimmt man andere Differenzenbasen, so erhalt man schirfere Abschitzungen. 
Dazu sei wieder auf A. Renytr!’) verwiesen. 


§ 9. Es sei nun R eine lokalkompakte Gruppe, /’ Normalteiler von R 
und R/T’ kompakt. Dann besitzt R/I’ eine Folge von Darstellungen D (z), 
welche wir auch als Darstellungen von R auffassen kénnen, mit der Eigen- 
schaft D® (y xz) = D© (x) fiir alle y. Jeder gegeniiber [ invarianten 9g- 
Funktion ® wollen wir eine Fourrersche Reihe 3” Sp(F* D® (x)) Yr; zu- 
ordnen. 





(Sp = Spur der Matrix A), wo F die Matrix “Hi 
(r; Grad der Darstellung von D“) (D konjugiert komplex zu D). Fiir zwei 
solche Funktionen ®,, ®,, welche auBerdem noch stetig sind, gilt die Par- 
sEvaLsche Gleichung 


{ ® (x) D® (x) dx ist 
F, 


(57) ata {% (x) ®, (x)dx= LS, (FO FRO). 





Daraus folgt, daB sie fiir alle gegeniiber /’ invarianten g-Funktionen @ gilt, 
wenn es zwei Folgen nicht negativer, stetiger Funktionen ®;, ©,’ gibt, eben- 
falls gegeniiber J’ invariant, so daB «) ®, < © < @;’ fiir alle x von R und 
B) lim f ©, d x= lim f[ ®;! (x) da =f ©(x) dz ist. Auf solche Funktionen 


n—> oO n—> Co 
wollen wir uns jetzt beschranken, wir nennen sie kurz P-Funktionen. Ist 
z. B. A eine abgeschlossene, kompakte, beschrinkte Teilmenge von R, @ (2) 
seine charakteristische Funktion, so ist ® (x) = 3’ m (y x) eine solche Funktion. 


Y 
Es sei nun @ (x) eine solche P-Funktion, ® (x) = 3’ » (y x), dann ist der 


i-te Fourierkoeffizient F® von 








Vn 4 Vi Tui 
@ (2), ata) J ® (x) D® (x) dx vy ~ [vr DOxdx 





(58) also FM = V ri 


VF) * @ (x) D© (x) dx. 


Ist D© (x) die identische Darstellung, dann ist 


(59) FO — Vig) 


Wenden wir jetzt (57) mit ®, = ®, an, dann erhalten wir 


(60) = [O? (x)dx— ¥ Sp (FO For), 


VF) 
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Nun ist nach (9) f ®*(z)dx= f[ p(x) ® (x) d z, also erhalten wir 
P R 
(61) f p(x) ®(x)dx=V(F) SY Sp (FO POs), 
R i 


Setzen wir y (x, y) = y (y~! x), so ist y eine y-Funktion, wie wir sie friiher 
betrachtet haben. Ist nun  z(z) eine solche Funktion, da8 stets yz (y~! x) 
=> Min (@ (x),  (y)), dann ist x (y~+ x) eine ¥ (x, y) zugeordnete vention. 
Dann gilt aber nach (10) fiir jedes x mit 9, =g,=e: }) x(y)=>J p(y 2) 


a 


® (x). Multiplizieren Wir die Gleichung mit 9 (x) und integrieren iiber R, 
so folgt aus (61) 


F 
x (N2Hey E Sp (FO Fo), 
daher 
(62) Lanz PR+ 72 FJ sp Fo por, 








- — VF) * Vie) iS 
Dies ist eine Verschirfung von (12). Erfillt /’ die U-Annahme, dann kann 
die linke Seite von (62) durch x (e) + 1/2 )’ x (y) ersetzt werden, und wir 
mA 

erhalten eine Verallgemeinerung des Satzes von CassELs. Diese Methode 
stammt von Srecex"*). Wir wollen nun (5) verscharfen. 

Es seien / + 1 @-Funktionen der oben betrachteten Art gegeben. Es gelte 
fiir fast alle x: ®; (x) <= C; (j=1,...,1+ 1). Es sei wieder n= f D; ®, d x, 

P 


I Sy’ I;,. Wir erhalten, wenn FY die Fourierkoeffizienten von ®; sind 
i+h ‘ 
nach (57), wenn wir » FP) = F® setzen: 
j 


.. I vw ” Sp(F” F(*) x Sp (FO POs) ¥’ Sp (FO? FF). 
V (P) T x, i Ti 


¢ 


i 





Da ®;(x)<c; ist, folgt aus (61), daB >’ Sp (Fi? Ft) < i c;, daher 
i 





l - ; . 
TH! > ps Sp(FO POF) — Fy) *, c; V (q;), also nach (59) 
(63) I= ee — 3’ ¢; V (g;) + VIF) Pa Sp(FO PO), 

} I? 


wo FO Hi | f D® (x) S’ p; (x) d 


j 
Es ist tatsiichlicl h (63) eine Verscharfung von (5). Wir erhalten damit auch 
eine Verschirfung von (6). 

§ 10. Es sei nun @ (x) die charakteristische Funktion einer Menge A, die 
so beschaffen sei, daB g(x) eine P-Funktion ist. A sei abgeschlossen und 
kompakt. Weiter seien N Punkte t,, . . ., ty gegeben. Dann sei y; (x) = ¢ (t; x). 

N 


Wir wollen nun » ®@ (t) 

i=1 
abschatzen. Es sei Bere die sy sg Metrik f (x, y)=f (y~! x) ge- 
geben, also f (e)= 0, f (x) =f (x-), f (y-2 x) <f (y) +f (x). Das Figuren- 


*) Acta Math. 65, 309—323 (1935); a dazu auch die erste Arbeit in *). 
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gitter & (/’) von A sei disjunkt, und es sei sogar der Abstand zweier Figuren 
mindestens 6, >0. Weiters sei A, eine abgeschlossene Teilmenge von A. 
Diese habe von R— A den Abstand > 2 6,. Es sei nun 0 < 6 < Min (4,, 4,) 
und ws, (xz) die charakteristische Funktion der Kugel K,:f (xz) < 6, wo 6 so 
gewahlt ist, daB K, meBbar ist. Weiter sei c, die Vereinigungsmenge von A 
und allen Kugeln vom Radius 6 mit Mittelpunkt in A. A liegt in c,. Wenn 
y, (x) die charakteristische Funktion von ¢, ist, gilt weiter fiir alle x und y 


(64) Y (x) ws ly) S MP, (x y)- 


Denn liegt x in A, y in K,, so liegt x yinc,. Weiter sei c, die Vereinigungs- 
menge von A, und allen Kugeln vom Radius 6 mit Mittelpunkt in A,. Ist 
Q(x) die charakteristische Funktion von c,, so ist 


(65) p (x) => Po (xy) Yo (y)> 


denn liegt x y in C,, y in K;, so liegt x in A. Denn wiirde z nicht in A liegen, 
so wire x in R—A, also f((z y)~* x) = f(y) > 6. Widerspruch. Ist insbesondere 
A der konvexe Kérper f (x x,~') < r mit Mittelpunkt 2), so kénnen wir fiir 
C,, f(x x") < r+ 6 nehmen und fiir C,, f(x 2 ~') <r — 6. Es seien nun 
weiter wy; (y), y,(y) P-Funktionen auf K;. Dann folgt aus (64) und (65) 


(64’) ® (x) ws (y) SD, (x y), 
(65’) PD (x) => D, (x y) ws (y)- 


Multiplizieren wir (64’) mit w, (y) ys (y), ebenso (65’) mit w, (y) ys (y) und 
integrieren iiber y, so erhalten wir 


aii f D, (xy) @s(y)dy [@ 2(ty) Paly)dy 
— Tos(ydy 2P (xz Te. bay 


Dabei haben wir 9; (y) = yi (y) ys (y) (¢ = 3, 4) gesetzt. Der Fourierkoeffi- 
zient von ®;(t x), (¢ fest) ist nach (58), wenn FY) der Fourierkoeffizient von 
®; (x) ist, 








(67) Vr; V-(P) fy; (t x) DO (x)d x= {9 (x) D® (t-1 x) da = De ( yy. 
R 


Wenden wir nun (57) an, so erhalten wir aus (66) fir My (®)=1/N x @ (t;) 
j= =1 
als Abschatzung nach oben 


N 
(68’) My (©) V-*(F)f ps(y) dys YS, (FY FOUN D Dé (t;)) 


j=1 


und nach unten 


N 
(68”) My (®)V~-(F)f oy ly)dy= ZX S, (PO PO*1N SY D (t)). 
j=1 


y 
. 


Wenn also D die identische Darstellung £ ist, ist fiir i = 1 das Glied in der 
Reihe rechts in (68’) bzw. (68”) V-?(F) f gisal(y)dyf gidy(i=1,2). Aus 
(68’) und (68”) laBt sich leicht die bekannte Bedingung herleiten, daB eine 


Folge {t;} gleichverteilt ist, wenn fiir jedes «> 1 IN s" il (t;) + 0 strebt. 
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, ann iat 121 ay —_— — Serly)dy 
Denn dann ist Th) < en. My = lim My < VF) 
fiir jedes 6>0. Da f oj (y)dy > { p(y) dy=V (A), so folgt, wenn wir mit 


6 + 0 gehen, daB lim My existiert und : (4) 
No V (F 


Dieses Resultat laBt sich natiirlich auch einfacher herleiten!®). Die Un- 
gleichung (68’) liefert fiir My (®) eine Abschatzung nach unten. Wir wollen 


nun fiir A den Kérper f(z)<r, 6 > YW, = Y,=1 nehmen. Dann ist 


%; = re also ®, = ®,, und wir erhalten, wenn wir mit B den Kérper f (x) 


ist. 





r/2 bezeichnen und F) = F = F® setzen: 
My (®) V-1(F) V (B) = X Sp(F® PO* M¥), 


N 
wo Mt 1/N >’ D® (t,) ist, ausfiihrlich geschrieben 
j=1 

V (B) V (PF) T 9 Titi) wilt i 
>=; 1 — S, (Fo Fo’* My). 
= V (P) V (B) iS p | N) 

Fiir den R, wurde diese Abschaitzung von C. L. SteGEL”®) angegeben. Ist N = 1, 
so erkennt man, da8 es die Abschatzung (62) fiir den hier vorliegenden Spezial- 
fall ist. 

Wir wollen jetzt fiir R den R,, nehmen. Weiter sei A der K6rper f (x — 25) 
<r. Dann nehmen wir fiir y, = y, = (6? — f? (x))* (k > 0). Dann ist z. B. die 
Summe rechts in (68’), wenn wir gleich das Wiirfelgitter mit V (F) = | 
nehmen und noch durch f q, (y) d y dividieren: 








(69) My (®) 


Sere Bil) pil) 
rg” (7 i ae “4) , mts und 
+ N 5 Sesly)dy 
F’ f ¢ 2iilz d x. FR’ f (d2 f? (a))* e—2Milz dx. 
i(z)sSr é / 2) <6 


Ist A eine Kugel oder allgemein ein konvexer Kérper, dessen Rand analytisch 
ist und nur Beriihrungen erster Ordnung besitzt, so ist 2") fiir 


/ 5 & +m 
1+ 0, bei festem 6, F® 0(—sr}; Fo ery 
A 








m+1 m+1 <a 
\ |1| 2 | 2 
also G = 0 : ny } Als gleichmaBige Abschitzung in 6 er- 
—— k 
jam ti+es 2 
l 
m+t 


halten wir fiir 1+0, G\ °(— =a)’ Dies sind Abschatzungen, die fiir 
. 
m = 1 oft verwendet werden. 
Wir wollen noch eine kurze Bemerkung zur Methode von Erpés u. Tu- 
RAN“2) hinzufiigen. Diese besteht bekanntlich darin, daB die Fourierreihe 


1%) Siehe EckMaANN, B.: Commentarii Math. Helvetici 16, 249—263 (1949). 

2°) Koxsma, J. F.: Diophantische Approximationen, S. 121, 1936. 

#1) Vgl. HLawka, E.: Mh. 54, 1—36 (1950). 

22) Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetensch. 51, 1146—1154, 1262—1269 (1948); Indag. 
Math. 10, 370—378, 406—413 (1948). Weiter die ausfiihrliche Untersuchung von J. F. 
Koxsma, Some theorems on diophantine inequalities: Math. Centrum Scriptum 5, 515 
(1950). 
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von ® (x) selbst betrachtet wird und daB auf sie das Summierungsverfahren 
von JACKSON angewendet wird. Dies kann so beschrieben werden’): 
Es sei z. B. f (x) < 1/2 ein konvexer Koérper X mit Mittelpunkt und es sei 


F()= f e'*dz, also der Fourierkoeffizient von ® (x), wenn @ (x) die 
f(z) 1/2 

charakteristische Funktion von K. Dann gilt nach der Parsevatschen Glei- 

chung, aber jetzt fiir Fourierintegrale 


1 il 7 eS ~ 
— fs dzP edi = (x) 9 (x+t)dz=y (t) 
(2 77)™ Laden | i, , ‘ " 
also 0, wenn f (t)>1 ist. Setzen wir F, (l)=| [ 
1<1 


e'' d x|*, so erhalten wir, 
<1/2 


wenn wir diesen Proze® iterieren 


{ Fi ét'dl= y, (t) = 0 fiir f (t) > 8. 
Rm 


(2 77)" 


Ao F, (I), aaah = y,(t). Sei nun La, e?”*'* die 


Fourierreihe von @(z), wo @(x)= Yp(yx), (w(x) charakteristische 
Funktion einer Menge A), dann ist 


Setzen wir noch 





8p (2) (2)" / ® (x+y) P,(Sy)dy Ly t0(5) a e2iilx 


— 
{H)sR / 


Diese 8p (x) konvergieren dann gleichmaBig gegen ® (x) in jeder kompakten 
Teilmenge von A. Ist f (x) < 1 ein Quader (dies ist der Fall bei Erpés und 
TurAN und Koxsma) oder eine Kugel oder ein Kérper, dessen Rand ana- 
lytisch ist und Beriihrungen erster Ordnung besitzt, so kann sp (x) — ® (zx) 
abgeschatzt werden, und man erhilt die Resultate der obigen Autoren. Es 
ware nun interessant zu untersuchen, ob sich dies auch auf den Fall, daB R 
eine lokalkompakte Gruppe und J eine in R diskontinuierliche Untergruppe 
ist, tibertragen laBt. Dazu ist wohl notwendig, die Theorie der Darstellungen 
von R im HitBertschen Raum heranzuziehen. 

§ 11. Es sei R eine Gruppe, welche wir als lokalkompakt annehmen, J" 
Untergruppe von G und F = R/I ein homogener Raum). Es sei A eine 
Boretsche Menge von F, (A) ein Raponsches MaB in F, m(A) das invariante 
MaB gegeniiber R in F, m(F) sei endlich. Weiter setzen wir noch sup 

zeR 
u(a~! A) = 8(A). Dann ist zunachst, wenn ¢ (x) die charakteristische Funktion 
von A ist, fdxfdug(ay)=[dufdxag(«-y)= {[dpum(A)= 
R B F R FP 
u(F)m(A), also 


(70) fdzu(x-!A)= pe (F) m (A). 
R 








*8 Vgl. dazu Bocuner, S. in Contributions to Fourier Analysis, Ann. of Math. Stud. 25, 
3—23 (1950). 


**) Vgl. dazu Kyicuat, V.: Casopis 71, 33—54 (1946) und die Besprechung von 
A. WEI in: Review 8, 439 (1947). 
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Es seien nun Aj, .. ., < 4,,, Mengen in F und wir bilden wieder 


Tip = f dep (x! Aj) w (a? Ay), T= 3 Tie. 
F 


i+k 
Dann ist 
1+1 
I=f[dzx( ca u (x—! Aj)? — Y f dx pw? (x~' Aj) 
1 R 
(71) : ay (Sf d xu (x Aj)? — > 8 f dx p(x Aj) 
pw? (F) m (F) 








4 2 _ s" Ss . 
m (F) ((x - (Aj)) u (F) - sj m (Ai), 
also gibt es wieder ein i und ein k (1 < i << k <1 + 1), so daB 


(“(F) 2 m(Aj))? — m(P) w(F) 
m®(F) (i+ 1)l 





— J 8; m(Aj). 


Ti, { d xu (a! Aj) w (a! Ay) 
R 


Wir wollen dies nun auf den R,, anwenden. 


Es sei wieder ein Raponsches MaB yx (A) gegeben, definiert fiir alle BorEx- 


a 
schen Mengen A. Es sei weiter lim sup ne h die obere Dichte, von der 
jx a 
wir h>0O voraussetzen. Dabei sei H’, der Wiirfel — y/2 < x; — a; < »/2 
(i= 1,...,m). Es seien nun wieder /+ 1 beschrinkte Boretsche Mengen 
A; (j= 1,...,4+ 1) gegeben. Da sie beschrankt sind, gibt es einen Wiirfel H%, 
in welchem alle A; enthalten sind. Weiter gibt es zu jedem « > 0, ein a und 
; u(H*) ; 
ein 7, 80 daB——————- > h — ¢ ist. Es sei nun J’ die Untergruppe o g (o= +34, 


(» + 3d)” 
g durchliuft alle Punkte des Wiirfelgitters mit Determinante 1). Dann ist 
R/’ = F eine kompakte Gruppe, auf welche wir die vorhergehenden Uber- 
legungen anwenden kénnen. Bei der Abbildung R+R/I" entspricht einer 
Menge A eine Menge A in R, der wir das Raponsche MaB in F, 7 (A) 
D> u(A4 y H%) zuordnen. Es ist natiirlich 7 (H 09) = Lu (H7). Wir er- 
yCl 
halten dann aus (72) in guiatign Weise **) : 





Es gibt ein i und ein k (1 <i< k<1-+ 1), so daB 
(73) sup «(A;— x) u(A,— x)= R= ai oe = % (4) ; 
rERy ‘ L(l + 1) 
WO 8; sup u (A; x). 
Man sieht sofort, daB analog aus (70) folgt?®) 
(74) sup u (A x) >hm(A). 


*) Dieser Satz stammt von C. Visser: Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetensch. 42, 487 
bis 490 (1939); vgl. dazu auch A. F. Monna: Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetensch. 45, 
981—986 (1942). Nach Mowna gilt dieser Satz in jedem Banachraum, in dem eine voll- 
standige additive, reellwertige Mengenfunktion existiert, welche nicht = 0 ist. Vgl. dazu 
auch *) und Tu. Scuyerper: Arch. f. Math. 2, 349—353 (1949). 
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Ein Spezialfall liegt vor, wenn eine beliebige, diskrete Folge [: {g;} von 
Punkten im R,, vorliegt™*). Dann sei (A) gleich die Anzahl der Punkte g; 
in A. Es liege nun ein konvexer Kérper f (zx) <r vor, und es sei /** die Menge 
aller Punkte g; — g; (gi, g, aus J’), welche ebenfalls diskret sein soll. Dann 
folgt aus (73) mit s;= 1: Enthalt der Kérper f(x) <r keinen Punkt +0 
m 

aus /"*, ist Jr™= Tet so gibt es unter /+ 1 beliebigen Punkten ¢; 
(j= 1,...,2+ 1) zwei Punkte t,t (1< i< k<1+ 1) und einen Punkt g* 
von /"*, so daB 


(75) fti-h&-—g*)sr 





, ‘ " . 2” , : 
ist, wahrend aus (74) der bekannte Satz folgt: Ist Jr" = Z 80 gibt es ein 
g* + 0 aus /*, so daB f (g*) <r. 

Es ist (75) eine Verallgemeinerung von (18). 

*6) Dieser Fall wurde zuerst von W. FENcHEL, Acta Arith. 2, 230—241 (1937) behandelt. 
Von B. JEssEN wurde diese Theorie von FencHEL vereinfacht und erweitert. 


( Eingegangen am 14. Januar 1952.) 








Math. Annalen, Bd. 125, S. 208—212 (1952). 


Notes on Some Inequalities for Linear Operators. 
By 
Tosto Karo in Tokyo. 


In a recent paper on perturbation theory, Hernz') has deduced several 
useful inequalities satisfied by linear operators in a Hilbert space 9. The 
purpose of the present note is to give generalizations and improvements for 
some of them. 

1. We start with a lemma concerning the adjoint and inverse of a linear 
operator. 

Lemma 1. Let T be a linear operator and let 7'* and 7“! exist. Then 7* 
has a unique right inverse 7'*’ with the following properties”): 

i) Dre Re, ii) Rre Rr, ili) Rare CD and T* 7'*’ = I 
in Rye. Ifin particular 7'* has an inverse (7'*)“!, then 7'*’ = (7'*)? = (7")*. 

Proof. I. For a fixed y¢€ 9, L,(x) = (7! x, y) is a linear functional de- 
fined for r€¢Dp-1 = Ry. Let De be the set of all y such that L,(z) is a 
bounded functional. If y€Dg, L, (x) can be extended to all x € Ry preserving 
the bound, and there is a unique y’€ 9%, such that L,(x) = (z, y’). We 
define an operator Q by Q y= y’. Q is clearly a linear operator with the do- 
main Dy just defined and with range contained in R,. Thus we have 
(1) L,(x) = (Ta, y) = (x, Qy) for cERp, yEDe and ||Qy|) =| L 


" 
where | L,| is the bound of the functional L, with domain Rr. 

Il. Setting T-4'2=2z, x= Tz in (1), we obtain (z, y) = (Tz, Q y) for 
every 2€Dqz and y€Dg. Hence we have Qye Dr, T* Qy=y. This im- 
plies y€Rre and hence DeCRre, RoC Dre and T* Q=J in Dg. On the 
other hand if y= 7'*z for some z€Dr-, then L, (x) = (7 a, y) = (7 a, T* z) 

(T T-1 x, z) = (x, z) is a bounded functional with bound < |/z\\, so that 
we have y € Dg. Hence hire C Do. Thus we have shown that Dg = Rre, Rigo Dr- 
and 7*Q=T in Rr, i.e., that Q is a right inverse of 7* and satisfies 
the conditions i), ii), iii) for 7'*’ stated in the lemma. 

III. We shall next show that an operator 7'*’ satisfying these conditions 
must coincide with Q. By i), 7'*’ and Q have the same domain §i7s and iii) 
shows that 7'*(7'*’ — Q) = Oin Re. Hence (7'z, (7'*’ — Q) y) = (z, T*(T*’ — Q) y) 

0 for yE Rr, z€Dz, i.e., (T*’ — Q) yis orthogonal toRp. But as (7'*’ — Q) y 
€ Ry, by ii), we must have (7'*’ — Q) y= 0 or T*’ = Q. 

IV. When (7'*)~! exists, we apply it to 7* T*’ y = y (y € Rre) and obtain 
T*’ y= (T*)-'y. But as T*’ and (7'*)-! have the same domain Rize, we 
have 7'*’ — (7'*)-! = (7-1)? (The last equality is well known)’). 

Definition I. Let S and T be two linear operators. We shall write S < T 
if Ds 2Dz and |S x) < ||T zx|| for all x € Dp. 

1) Herz [1]. 


*) Dy and Ry denote respectively the domain and range of the operator 7’. Riz is 
the closure of the set Rr. 


*) Stone [5], p. 43. 
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It follows immediately that R < S and S < T imply R < T. If S and T 
are self-adjoint, then S < T' is equivalent to S? < T? in the sense of RELLIcH*). 
More generally if S and 7’ are closed and have everywhere dense domains, 
then we have S < (S* S)t < S and similarly for 7' (see (3) below). Hence 
S < T is equivalent to (S* St < (T* T)}, i.e., to S* S< T* T. 

Theorem 1. Let S and T be two linear operators and let S < 7. Further 
let S*, T* and S~! exist. Then 7! also exists and we have Rr+ 2 Rise and 
T* < S*’, where S*’ and 7'*’ are respectively the right inverses of S and 7’ 
introduced in Lemma I. 

Proof. T x = 0 implies ||S x) < ||T x 0, |S 2\|=0, x=0 by hypo- 
thesis. Hence 7’! exists, and S*’ and 7'*’ are defined by Lemma 1. Let 
rEDp-1=Rp and yEDse-=—Rge. Then T-12xEDpCDzs and L, (x) = 

(T-12,y)=(T-2, S* 8* y)=(ST-12z, S*’y) by Lemma 1. But 

ST-2)\</|\T T-' x) =| 2) so that |L, (x) < |x| ||\S* y|. According to the 
proof of Lemma 1, this implies that y € Dre = Rye and | T*’ y|| < ||S*’ y 
by (1). This completes the proof. 

Corollary’). Let A and B be self-adjoint operators and let A < B. If 
A-! exists, then B-! also exists and B-! < A=}. 

Proof. This follows immediately from Theorem 1, if we set S = A, T = B 
and note that A* = A, A*’ = (A*)-!1 = A, etc. 

Theorem 2°). Let A and B be self-adjoint operators and let A => 0, B= 0. 
If A B, then A’ < B’ forO0< y< 1. 

Proof. I. First we assume that B is bounded and has positive lower bound. 
Then A is also bounded by hypothesis. Suppose now that the theorem is 
already proved for y= « and y= f, where O< a< f. Let A be any real 
number belonging to the spectrum of the bounded, self-adjoint operator 


H = Bx *+® — A*+*, Then, to every ¢ >0 there exists a 2 ¢ § such that 
ay = land |(H — AJ) 2,\|<e. Set y,=(H— Al) x= Brt+? x,— Att? xy—Axy. 
Then we have || y, | < ¢ and 


(Yq, BP—* x9) = (Bt +? xo, BP-* x.) — (A*+? axe, BP-* xe) — A(%q, BP-* x) 
BP x,\\2 — (A x9, A* BP-* x4) — A(x, BP—* 2p), 


whence follows 


BP x_\\2 — A (aq, B&-* 25) = (A® xo, A* BP-* x6) + (Yq, BP-* xq) S ||AP 2 

A* ( BP-= 2,)\| + || yg|| || BP-*ae|| < || BP ae|| || B*(BP-* x)|| + € || BP-* x 

BP x_||? + € || BP-* x9 
where we have used the assumption A* < B*, A? < B’. Hence we have 
A e || BP-* x) ||/(2, BP-* x) > — € ||B\F-*/y?—*, where y>O is the 
lower bound of B. Since this holds for every e > 0, we must have A= 0, i. e., 
the spectrum of H contains no negative number. This implies H > 0 or 
2+, a + 

At+# < Br+P or A 2? < ot. Thus we have shown that the set 2 of real 
numbers » for which the theorem holds contains (« + /)/2 whenever it contains 
x, B such that 0 < a < £. Since Z clearly contains 0 and 1, it follows that it 
contains every yv such that vy = m/2", m, n= 0,1, 2,...,0< rs 1. Thus we 





*) Revxicu [4], p. 363 and Hetnz [1], p. 422. 

5) This is a generalization of Hilfssatz 4 of Herz [1], p. 422. " 
*) This is Satz 3 of Herz [1], p. 426. The Proof given here is elementary in that 
it does not make use of the theorem of HERGLOTzZ as in the proof of Hetnz. However, it 
seems that the method is not applicable to more general Satz 2 of Herz. 
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have ||A’ z|| < ||B” x|| for a set of » dense in the interval 0< »y< 1. But as 
\|A” x|| and ||B xj are continuous functions of », it follows that it holds 
for every v of that interval, i. e., that A’ < B’ for 0 < »y< 1. 

II. Next we assume only that B is bounded. Then for every «> 0, 
B, = (B* + «2 J)! is bounded and has positive lower bound. Since \|B, all? 
= ||B z||* + e* ||z\|*, 4 < B implies A < B, so that we have A’ < (B,)’ by 
what is already proved. On making e+0 we obtain A’<B’, since ||(B,)’ x 
is continuous in ¢. 

III. Finally let B be unbounded. Setting A, = (A® + e? J)! and B, = (B® + 
+ e2 J)}, we have 
(2) Da, = Ds, ||A, ||? A x||\* + & || x| 2 and similarly for B. 


Hence A < Bimplies A, < B,. By the Corollary to Theorem 1, it follows that 
(B,)-! < (A,)“!. Since (A,)-! is bounded, we have (B,)—*’ < (A,)~” for 
0 < v= 1 by what is already proved. Again by the Corollary, it follows that 
(A,)’ < (B,)’. Noting the relations (2) and making ¢+0, we finally obtain 
A’ < B’ by continuity, for it is easily seen that Diz» = Dz» and ||(B,)’ «|| 
is a continuous function of ¢ for e > 0 for fixed x €D,» and ». 

2. Let Q be a closed linear operator with everywhere dense domain Dy. 
Then the following facts are well known’). Both Q* Q and Q Q* are self- 
adjoint and non-negative. If we set H = (Q* Q)%, K = (Q Q*)!, we have 


{ Dx = De ||H 2|| = |1Q || (x €Dq), 
| De = Dee, ||K y|| = |1Q* yl| (y € Des). 


Let E, F be the projections onto Rg-, Ro respectively. There is a partially 
isometric operator?) W such that 
(4) W=WE=FW, W*=W*F=-EW*, W*W=E, WW*=F, |\W\\ <1. 
JQ=WH=KW, Q@=W*K=4HW*, 
|H=W*Q=Q*W, K=QwWwt=WQ. 

Lemma 2. Let H, K, E, F, W be as above. Let {£,} and {F,} be the re- 
solutions of the identity corresponding to H and K respectively (which are 
assumed to be continuous to the right). Then we have 

i) E,=0, F,=0 forA<0; ii) H,=I-£, Fy =1-F, WE,=9, 
F,W=0; iii) Fy =F, + WH, Wt £,=£,+ W*F,W for A=0. 

Proof. i) is clear since H => 0, K>0. Next, E x = 0 is equivalent to (z, 

Q* y) = 0 for all y € Dg, i.e., toQ@x=0,Hx=0, x= EH, x. Hence we have 
E, = I — E, and it follows by (4) that WE, = W— WE=0. Similarly we 
obtain F, = I — F and F, W = 0, thus proving ii). To prove iii), we set 
F, = W E, W*. Then F; is clearly a bounded, symmetric operator and Fy = 0 
for 4< 0. For A= 0, we have Fj = W E, W* = 0 by ii). For A>0, w=0, 
wehave Fi F, = WE,W* WE, W*=WE,EE, W*=W E, (I — £,) £, W* 

- W (KE, — E,) W* = F, — Fo = Fi, where o = Min (A, uw). Since F, is con- 
tinuous to the right as well as Z,, it follows that {7%} is a resolution of the 
projection F.. = WE... W* = W W*=F=I1-— F,. We now define F4’ by 
Fi =0 for 4< 0 and F'’ = F, + Fj for A= 0. From what is just proved, 
{Fj} is a resolution of the identity. Let K” = { Ad Fy’ be the corresponding 


7) NEuMANN [2], p. 307 and [3], pp. 141—143. 


(3) 





(5) 














Some Inequalities for Linear Operators. 211 
self-adjoint operator. The equality 
|K” x||? = Rares 2) = faa 2, 2) = faa 2, x) 
= - f RaW E, W* 2, z) = ‘frag, W* x, W* x) =||H W* z||? 


shows that x € Met if and only if W* x€Dy. In this case we deduce by quite 
a similar calculation that (K” x, y) = (H W* x, W* y) = (W H W* az, y) for 
every y € $, whence follows K” = W H W* = Q W* = K br (5). This implies 
Fi =F, i.e, Fy, =F, + Fi=F,+ WHE, W* for A=0. In the same way 
we can prove ZH, = E,+ W* F, W. 

Lemma 3. Let H, K, W be as above. Let g(A) be a complex-valued func- 
tion defined for 0 < A < co and belonging to a class of Baire. Then we have 
W (A) = ¢(K) W. 

ay By Lemma 2, we have F, W = 0 for 4 < 0 and 
FiW=F,W+WE,W*W=WE,E=WE,(I— £,)=W(E,— £,)=W Ki, 
(F, W x. * x) =(W E, 2, W 2) =(W* WE, 2, x)= (EF EB, x, x) = ((H, — E,) x, x) 
for A> 0. It follows that 


\|p(K) W all? = Fear d(F, W x, W x) = Sle @e d((E, — Ey) x, x) 
‘ f |p (A)? d(Z, x, x) = Il (H) a||* — |p (0)|? \|z, all’. 


This shows that »(K) W 2 exists if and only if m(H) x exists. In this case 
we have 


(~(K) W2,y)= f o(a)d (Fi Wx, y) =f (4) d(W Ey x, y) 
—0 +0 
y) = 


S pla) d(E, x, W* y) = (p(H) x, W* y) = (W (A) x, y) 
—0 
(note that Fj W = W E, = 0), i.e., p(K) W = W —(A),. 

Lemma 4. Let Q, H, K, W be as above. Let (A) and w(A) be complex- 
valued functions defined for 0 < 4 < o and belonging to a class of Baire, 
and let (A) p(A) = A. Set Q’= w(K) W o(H). Then®) we have = Q. 
If in particular |g (A)| < «+ £ A for some positive constants a, f, then Q’ = Q. 

Proof. Lemma 3 gives y(K) W = W w(H) so that Q’= W y(H) 9(A) 

W H’ where H’=y(H) p(H). Since y(A) p(A) = 4, we have*) H’CH 
and H’ = H. Hence Q’ = W H’CW H = Q and Q’<Q=Q. Now let xEDoe 

Dy. Since H’ = H, there is a sequence {z,} such that 2x, € Dy’, %,>2, 
H’x,»>+H x (n+co). Hence Q’ 2, = WH’ 2,+W Hx=Q=z2, showing that 
Q’2Q. Thus we have proved QY =Q. If y (A) <a+ BA holds, then we 
have Dy) 2Dy. It follows) that H’ = H and hence Q’ = Q. 

Theorem 3%). Let Q be a closed linear operator with everywhere dense 
domain. Let A, B be self-adjoint ret and let 4 >0, B=>0O. Further 


let Q< B and Q* < A. Then |(Q 2, y) < || B’ x) ||A!—* y|| holds for x€Dz, 
yeDyz and 0 - -ysl. 


*) T denotes the closure of the operator 7’ when it exists. 
*) B. v. Sz. Naey [6], p. 461. 
1°) This is an improvement of Satz 1 of Hexyz [1], p. 420. 
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Proof. Let H, K and W be defined for Q as above. Then we have Q = K!~—” 
W H’ (0 < v< 1) by setting p(A) = 2”, y(A) = 2'—” in Lemma 4. Hence we 
have |(Q 2, y)|=|(W H” x, K!-* y)| <||W A” a) ||K'-* y|| < ||” || ||K'-"y 
for x€Dy. y€ Dg, where we have used |W) < 1 [see (4)]. On the other 
hand, (3) shows that H < Qand K < Q*. Hence we have H < Band K < A 
by hypothesis and a remark following Definition 1. It follows from Theorem 2 
that H’ < B’, K!—* < A!~* and hence ||H’ z|| < | B’ ||, ||K*-"y|<||A!—"’y 
for x€Dy. y€ Dy. Thus we have the desired inequality. 

Remark. Theorem 3 can be generalized as follows. Let (A), y (A) be two 
functions defined and eontinuous for 4 >0 with the following properties: 
i) p(A) =, w(A) = 9; ii) p (A) w(A) =A; iii) p(A) and p(A) have analytic 
extensions which are regular in the half plane Re 4 >0 and 0< arg (A) 
< a/2, Os arg p(A)< 2/2 for 0< argA< 2/2. Then we have (Qz, y) 

p(B) x|| || y(A) y|| for re Dz, ye Dy. 

For the proof we have only to use more general Satz 2 of Hetnz [1] in- 


stead of Theorem 2 in the above proof, noting that the functions g (a3)? 
and wp (A)? satisfy the conditions of Satz 2 
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Punkte auf der Kugel. Drei Zusitze. 


Von 
B. L. VAN DER WAERDEN in Ziirich. 


In einer gemeinsamen Arbeit mit W. Hasnicut, die als H-W zitiert werden 
soll’), wurde das Problem der Lagerung von N Punkten mit Mindestabstand 
Eins auf einer méglichst kleinen Kugel fiir groBe N untersucht. In einer ge- 
meinsamen Arbeit mit K. Scutirre, die als S-W zitiert werden soll?), wurde 
dasselbe Problem fiir einige kleine Werte von N behandelt und fiir N < 9 
volistandig gelést. 

Inzwischen hat sich ergeben, was Scuiirre und ich nicht wissen konnten, 
daB Fri. G. Frey in einer nicht publizierten Diplomarbeit an der Universitit 
Ziirich 1951 dasselbe Problem fiir N < 7 ebenfalls gelést hat. Sie hat natiirlich 
dieselben Minimalfiguren gefunden wie wir. 


§ 1 der vorliegenden Arbeit ist ein Zusatz zu H-W, § 2 und §3 sind Zu- 
sitze zu S-W. In §1 wird die in H-W erhaltene Abschitzungsformel (17) 
fiir 4 R? verschirft. Wird die Abschitzung von 4 R? nach oben mit der von 
Frses Té6TtTH und H-W erhaltenen Abschaitzung nach unten kombiniert, so 
erhalt man 


By camsl®yss(%)i43(2) 
tS n<4msi* yn 3(<) 3 


n 2 4a 
Der Koeffizient von N° ist 
— 
3 (42) § = 0,555, 
wihrend der entsprechende Koeffizient in H-W noch 3,871 betrug. 


In §2 wird eine vereinfachte Behandlung des Falles N = 7 angegeben. 
Die in § 2 bewiesene Konvexititseigenschaft wird in § 3 wieder benutzt. 


In § 3 wird gezeigt, daB eine von H. RutisHavuseEr*) konstruierte Lagerung 
von 20 Punkten nicht die giinstigste ist. Durch eine Verschiebung der Punkte 
erhalt man namlich eine Lagerung von 20 Punkten auf einer kleineren Kugel, 
die vielleicht die Minimalkugel darstellt. 

Dasselbe Verfahren ergibt auch eine Lagerung von 42 Punkten. Wie bei 
RUTISHAUSER sind die Punkte zonal angeordnet:; 30 um den Aquator herum, 
6 beim Nordpol und 6 beim Siidpol. SchlieBlich wird noch eine Lagerung 


von 122 Punkten mit Ikosaedersymmetrie angegeben. 


1) Hasrcut, W., u. B. L. van pER WAERDEN: Lagerung von Puakten auf der Kugel. 
Math. Ann. 128, 223 (1951). 

*) Scniirre, K., u. B. L. van DER WAERDEN: Auf welcher Kugel haben 5, 6, 7, 8 oder 
9 Punkte im Mindestabstand Eins Platz? Math. Ann. 1238, 96 (1951). 

%) Rutisnauser, H.: Uber Punktverteilungen auf der Kugelfliche. Comm. Math. 
Helvet. 17, 327 (1945). 
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§ 1. Abschitzung des Minimaldurchmessers nach oben. 

Eine obere Schranke fiir den Durchmesser der Minimalkugel bei gegebener 
Punktezahl N wird gefunden, indem man eine Lagerung von N Punkten mit 
Mindestabstand Eins effektiv konstruiert. Fiir kleine N (bis N = 32) ist das 
in § 17 der Arbeit S-W geschehen. Wir nehmen nun N als groB an (N > 32) 
und konstruieren zunichst eine Lagerung von méglichst vielen Punkten auf 
einer Kugel von gegebenem Radius R. Dabei werden wir unsere Aufmerksam- 
keit vor allem auf die Hauptglieder von der GréBenordnung N und VN? in 
der Formel fiir 4 R? richtén und kleinere Zusatzglieder zunichst auBer acht 
lassen, wenn die Darstellung dadurch iibersichtlicher wird. 

Die Kugel mége durch aquidistante Parailelkreise in m gleich breite Zonen 
eingeteilt werden. Sind # und  sphirische Koordinaten, so reicht eine Zone von 

t 


v = (j— 1) = bis 0” =j—. 


Wir greifen eine Zone heraus, die etwa auf der nérdlichen Halbkugel liegen 
mége; dann ist 
sin # < sin ?”’. 
Die Kugel mége nun lings des Halbkreises g = 0 vom Nordpol bis zum 
Siidpol aufgeschlitzt werden. Es sei ¢ = = und 


s’ = sin s”’ = sin 0” 











Fig. 1. Fig. 2. 


Die aufgeschlitzte Kugelzone von # bis #” wird nun auf einen ebenen 
Kreisringsektor abgebildet, begrenzt von zwei konzentrischen Kreisen mit 
Radien 7’ und r” und von zwei Radien, die einen Winkel 








a 3’ 3’ 3’ 
a=2~R-—=22R-—=22 —=27q 
rT r é€ 
einschlieBen. 
Die Breite des Kreisringsektors ist 


r’—r’=Re, 
also gleich der Breite der Kugelzone, auf einem Meridiankreis gemessen. Die 
begrenzenden Kreisbogen des Sektors haben die Langen 2 a R s’ und 2 a Rs”, 
sind also gleich lang wie die beiden Parallelkreise auf der Kugel. Also kann 
man die Kugelzone so auf den Kreisringsektor abbilden, daB die beiden be- 
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grenzenden Breitenkreise langentreu auf die beiden Kreisbogen ACA und BDB 
abgebildet werden und alle Meridiankreise CD ebenfalls lingentreu auf 
Radien CD. 

Fiihrt man in der Ebene Polarkoordinaten r, y ein, so wird r eine lineare 
Funktion von # allein und y eine lineare Funktion von ¢ allein. Das Linien- 
element in der Ebene ist 


(1) d@=dr+rdy=Rd#+¢Prdg. 

Der Vergleich mit dem Linienelement auf der Kugel 
(2) do? = Rd + (Rsin dd ¢ 
ergibt, daB d o? immer gréBer oder gleich d s* ist. Fir #’ < 0 < 3” gilt nimlich 
(3) qrsRsiné. 

Das folgt unmittelbar aus der Konkavitat der Sinusfunktion zwischen 0 
und 2; denn die linke Seite von (3) ist eine lineare Funktion von #@, die rechte 
eine Sinusfunktion, und fiir = # und # = @” gilt in (3) das Gleichheits- 
zeichen. 

Daraus folgt, daB auch { do lings eines kiirzesten GroBkreisbogens gréBer 
oder gleich {ds lings des Bildbogens in der Ebene, also auch = [{ d 8 lings 
der Verbindungsstrecke der Endpunkte ist. Spharisch gemessene Entfernungen 
werden also bei der Abbildung nicht vergréBert. 

Der Flacheninhalt des Kreisringsektors ist 


§ = 3S (ar?—ar®)=qa(r’—r’)(r’ +7’). 
Setzt man hier fiir g, r’ und r” ihre Werte ein, so erhalt man 
(4) S= 2 R¢(s’ + 8”). 


Da das Ergebnis symmetrisch in s’ und s”’ ist, so gilt es auch dann, wenn die 
Zone auf der siidlichen Halbkugel liegt, also s’ > s” ist. Liegt die Zone aber 
genau symmetrisch zum Aquator (was nur bei ungeradem j einmal vorkommt), 
so nimmt man statt der ,,Kegelprojektion“ eine ,,Zylinderprojektion“, bei der 
das Bild der Zone ein Rechteck wird, und erhilt dasselbe Ergebnis (4). 

Nun denke man sich in der Ebene des Sektors (oder des Rechtecks) ein 
Netz von gleichseitigen Dreiecken mit Seitenlinge 6, wobei b der sphiarisch 
gémessene Abstand zweier Punkte auf der Kugel ist, deren lineare Entfernung 











z rb 
PP et 
+ t 
” R 
Fig. 3. Fig. 4. 
: b 1 
. M - - 
Eins betragt. Wir haben siN>5 “SE 
ST a ee 
sR = resins R = 7h +78 + 
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also ae 1 >», a 
b=1+5,7R + 


Lassen wir die Zusatzglieder weg, weil sie am Endergebnis fiir groBe R 
fast nichts andern, so kénnen wir 6 durch | ersetzen. 

Die Punkte des Kreisringsektors, die vom Rande mindestens den Abstand 
+6 haben, bilden einen verkleinerten Sektor K’. Der Flacheninhalt des ab- 
geschnittenen Randstreifens von K ist héchstens gleich dem Produkt aus der 
Breite }b und dem Umfang des Sektors 


(5) 2T =2ne Re +22R89’+2eR 
=2R(xz8'+ 78" + 8). 
Der Flacheninhalt von K’ ist also 
(6) Y’=>sS-—T. 


Die Anzahl der Netzpunkte im abgeschlossenen Bereich K’ sei n. Wir 
verschieben das Netz so, da8 n méglichst gro8 wird. Nach einer Uberlegung 
von BLicHFELDT!) kann das Maximum von n folgendermaBen abgeschitzt 
werden. 

Zwei Dreiecke des Netzes bilden ein Fundamentalparallelogramm. Es ge- 
niigt, einen Punkt P des Netzes im Fundamentalparallelogramm zu verschieben, 
um alle verschobenen Netze zu erhalten. Fiir jede Lage von P ist die Zahl n 
bestimmt ; sie ist eine stiickweise konstante, also integrierbare Funktion von P: 


n=n(P). 


n kann auch so bestimmt werden: man iiberdecke die Ebene einfach mit 
kongruenten Parallelogrammen, die durch Verschiebungen aus dem Funda- 
mentalparallelogramm entstehen. Nun zerschneide man X’ in Stiicke, die je 
einem solchen Parallelogramm angehéren, und verschiebe alle diese Stiicke 
riickwarts in das Fundamentalparallelogramm hinein. Dann ist n(P) die 
Anzahl dieser Stiicke, die den Punkt P iiberdecken. 

Das Integral der Funktion n (P) iiber das Fundamentalparallelogramm ist 
offensichtlich gleich der Summe der Flacheninhalte der Stiicke, in die K’ 
zerschnitten wurde, also gleich dem Flacheninhalt S’ von K’. Also ist der 
Mittelwert 7 der Funktion n(P) gleich S’, dividiert durch die Flache des 
Fundamentalparallelogramms : 

a Ss’ 2 S—T 2 
"=F Be Ff 

Fiir mindestens eine Lage des Punktes P muB die Anzahl n gréBer oder 
gleich # sein. Ersetzen wir wieder 6 durch 1, so kommt 
. y3 © 
(7) as nr — S—T. 

Eine geringfiigige Verscharfung der Abschitzung — Beriicksichtigung der 
vier Eckstiickchen von K, die zusammen den Flacheninhalt 1 haben und bei 
der Abschatzung von 7’ doppelt gezahlt wurden — ergibt, daB (7) sogar streng 
gilt, auch wenn der genaue Wert von 5 in Rechnung gestellt wird. 

Ubertragt man nun die in K’ liegenden Netzpunkte auf die Kugel zuriick, 
so werden ihre Entfernungen nicht verkleinert, bleiben also = 6. Ebenso 
haben sie vom Rande der Zone eine Entfernung = +5, also haben zwei Netz- 








1) Buicu¥FEeLtpT: Trans. Amer. Math. Soc. 15, 227 (1914). 
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punkte verschiedener Zonen auch immer eine Entfernung = b auf der Kugel, 
also > 1 im Raum. 
Summiert man (7) iiber alle Zonen, so erhalt man fiir die Gesamtzahl N 
die Ungleichung 
sV3N2Zz(8-—T)=Z8-ZIT 
= wR*e ZX (s’' + 8")—aRZ(s'+8")—RZeE 
= aR(Re—-1) J (8+ 8")— 2R. 


+ * = 4 
Nun ist nach ARcHIMEDEs?) fiir e = = 


Sv=S 8’= bx sin j e = cotg ‘e, 
also wird 
(8) 3V3-N =22R(Re—1) cotgte— 2R. 
Um die rechte Seite méglichst groB zu machen, setzen wir 
(9) e=6R-s 


Dann wird (8) 
1V3-N2>20R* ( — —)cotgte- 7k 
-40R (1-4 a4 -)—2R 





(10) 


=42R*— 63a Ri— aR. 

Streng genommen ist (9) nicht méglich, weil m = = eine ganze Zahl sein 
mu8. Man muB also ¢ durch einen solchen benachbarten Wert ersetzen, daB 
mM = * ganzzahlig ausfallt. Dabei kommt auf der rechten Seite von (10) nur 
ein kleines negatives Zusatzglied von der GréBenordnung Ri hinzu, das jeden- 
falls kleiner als } x R ist. So erhalt man statt (10) 

(11) 1/3-N>42aR*—6t2Ri—2aR. 


Durch eine geringfiigige Verscharfung der Abschétzung kann das letzte 
Glied in (11) eliminiert werden. Man kann namlich m ungerade wahlen und 
die Zone am Aquator so breit machen, daB die Héhe des Rechteckes K’ ein 
Vielfaches von 1b) '3 wird. Dann haben fast 2 2 R Punkte mehr Platz als 
nach (11), und man erhialt 


(12) 1V3N>42R*— 632 Rt 
oder 


(13) & 


22a 


_ (6 R2)s. 








Setzt man 


Lf NW \t 1 
x = 33 a und y= (6 R)3, 


*) ARCHIMEDES: Kugel und Zylinder, Satz 21. 
15* 
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so wird (13) 

P2ir7-y¥ 
oder 
(14) ys2+iy. 


Durch Quadrieren folgt 
Ystt3eytity<(et+yr 
yc + ya 





CO . —-S 
(15) <= (1+ =): 


l 
Nun ist fir N > 32 
1 


_ 1 
Sy i ats 





Daher ergibt (15) r 
y<2t+2/3. 


Setzt man das in (14) ein, so erhalt man 


ty < 328+ 22+ 2/3 
oder 


06) sme <2y8-z_ +3(zz)'+3(z) 





fiir N > 32. Da dieselbe Ungleichung nach der Tabelle bei S-W auch fir 
N <s 32 gilt, so gilt sie allgemein. 

Das letzte Glied rechts in (16) ist wahrscheinlich unnétig. Im zweiten Glied 
kann der Koeffizient 3 noch ein wenig verkleinert werden. Ich sehe aber nicht, 
wie man den Exponenten } dieses Gliedes verkleinern kénnte. Bei einer 
Lagerung von méglichst vielen Punkten auf einer sehr groBen Kugel kommen 
immer groBe Gebiete vor, in denen die Punkte annihernd so gelagert sind wie 
in einem ebenen Dreiecksnetz. Wenn das naimlich nicht der Fall ware, wiirde 
man asymptotisch eine zu kleine Dichte der Punkte erhalten. Welche Form 
diese Gebiete haben, ist ziemlich gleichgiiltig, aber ihre Anzahl m ist im 


giinstigsten Fall von der GréBenordnung R*. Zwischen diesen Gebieten 
bleiben Randstreifen iibrig, weil die verschiedenen Dreiecksnetze in der 
Orientierung nicht zusammenpassen. Die gesamte Lange dieser Randstreifen 
ist von der GréBenordnung R'. Die Randstreifen gaben in unserer Rechnung 
AnlaB zu dem Glied Y T von der GréBenordnung R'. Ein weiteres Zusatz- 
glied von derselben GréBenordnung riihrte davon her, daB ein exaktes Drei- 
ecksnetz auf der Kugel nicht méglich ist und die mittlere Dichte der Punkte 
in den Gebieten daher etwas kleiner wird als in der Ebene. Macht man m 
gréBer, so vergréBert sich das erste Zusatzglied Y 7. Macht man m kleiner, 


so vergréBert sich das zweite Zusatzglied. Die GréBenordnung R* scheint 
also das Giinstigste zu sein, was man erreichen kann. 


§2. Der Fall N= 7. 


Verbindet man auf der Minimalkugel je zwei Punkte im Abstand Eins 
durch einen kiirzesten GroBkreisbogen, so entsteht ein Graph. In S-W §8 
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wurde bewiesen, daB fiir N = 7 der Graph zwei Vierecke P A Q Bund PC RD 
und zwei Dreiecke P A D und P BC enthalt. Wir ziehen nun in dem Viereck 
PAQB die Diagonale P Q=f und 
beweisen : 

Satz 1. Die Diagonale f ist eine kon- 
kave Funktion des Winkels p am Punkt P. 





Fig. 5. Fig. 6. 


Beweis: Ist M der Mittelpunkt des sphirischen Vierecks P A Q B, so ist 
M P A ein rechtwinkliges sphirisches Dreieck mit fester Hypotenuse a, also 
tgif =tgacos:®. Differentiation ergibt 

—— = — tgacos* ifsin: 7. 

Mit zunehmendem ¢ nimmt die rechte Seite ab, also ist f eine konkave 
Funktion von 9. 

Ebenso ist natiirlich die Diagonale P R = g eine konkave Funktion des 
Winkels y. 

Nun ist aber die Summe der Winkel bei P gleich 360°, also ist 

y = 360 — 2a-— 9. 
Der Dreieckswinkel « ist konstant, also ist y eine lineare Funktion von 9, 
also ist g eine konkave Funktion von 9g. 

Die Summe von zwei konkaven Funktionen ist wieder eine konkave 
Funktion, also ist f + g eine konkave Funktion von 9. 

Eine konkave Funktion kann im Innern des zulissigen Bereiches der Ver- 
anderlichen kein Minimum haben. Wenn also A B und C D beide unver- 
bunden sind, d. h. wenn die Strecken A B und C D beide gréBer als Eins sind, 
so kann durch eine kleine Variation von gm die Summe f + g verkleinert werden. 

Nun ist {+g > 180°, die kiirzeste sphirische Entfernung QR ist also 
360° — f—g. Wenn f + g verkleinert wird, so wird Q R vergréBert, d. h. die 
Verbindung Q R wird aufgehoben. Dann werden Q und R Punkte 2. Grades 
und der Graph wird reduzibel, was auf der Minimalkugel nicht sein kann. 

Also ist A mit B oder C mit D verbunden. AuBerdem ist Q mit R ver- 
bunden, weil sonst der Graph wieder reduzibel sein wiirde. Also ist der Graph 
mit dem der Fig. 8 oder 14 aus S-W identisch. 

Damit ist die Minimalkugel fiir N = 7 von neuem bestimmt, und zwar 
mit weniger Rechnung als in S-W. 


§3. Der Fall N = 20. 
H. RurTisHAvusER hat eine Lagerung von 20 Punkten mit Mindestabstand 
Eins auf einer Kugel vom Radius 
yi + 3 
4 


R- 
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folgendermaBen konstruiert. Er nimmt auf dem Aquator 6 Punkte in gleichen 
Abstiinden, sodann auf zwei Parallelkreisen vom Radius r= 1 wieder je 
6 Punkte in regelmaBigen Sechsecken, aber um 30° verdreht gegen das erste 
Sechseck, schlieBlich den Nordpol und den Siidpol. In Fig. 7 ist eine stereo- 
graphische Projektion des ganzen Graphen vom Siidpol aus gezeichnet, in 
Fig. 8 ein Teil der Figur am Aquator. Der Aquator ist jedesmal gestrichelt. 

Greifen wir aus dem Graph zwei Vier- 
ecke PAQB und PCRD heraus, so 
haben wir genau dieselbe Situation wie in 
Satz 1 (Fig. 5): die Winkel und y bei P 

















8 cC 
— | and , 
it ra 
a 
4 D 
Fig. 7 Fig. 8. 
sind zusammen 360 2 x, und die Summe f + g der Diagonale P Q und PR 


ist eine konkave Funktion von @. 

Macht man nun @ etwas gréBer (oder kleiner), so nimmt f +g ab. Die 
Diagonalen f und g wiederholen sich je dreimal am Aquator entlang. Der 
Erfolg der Verkleinerung wird also der sein, daB die Folge der Strecken 
fgfgfq sich nicht mehr um den Aquator herum schlieBt. Man kann dann 
auf dem’ Aquator einen Punkt nach dem anderen wegschieben und isolieren; 
schlieBlich wird der ganze Graph in iso- 
lierte Punkte zerlegt und die Kugel laBt 
sich verkleinern. 








Fig. 9 Fig. 10. 


Die Verkleinerungsméglichkeit hért erst dann auf, wenn eine Diagonale, 
etwa /, die kleinste zulassige Lange a erhalten hat (Fig. 9). Die Rechnung 
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lehrt, daB dann der Abstand des Nordpoles zum héchsten Punkt B (oder des 
Siidpols zu A) immer noch gréBer als Eins ist. Nordpol und Siidpol bleiben 
also isolierte Punkte und man erhalt den Graph der Fig. 10. Der Graph hat 
nur noch Dreiersymmetrie. Er enthilt drei Verbindungsstrecken mehr als 
der Graph der Fig. 7. 

Aus den beim Beweis des Satzes 1 schon herangezogenen trigonometrischen 
Relationen zusammen mit den Bedingungen 

f=a und f+g= 120° 

sind a und R leicht zu berechnen; man findet 


a = 47° 26’ 
d? — 4 R? — 6,182. 
Vergleicht man das mit der Schranke 
dj = 5,812, 
die man nach Frses Torn findet, so ist der Uberschu8 nur 6%. Die Kugel 
diirfte die Minimalkugel sein. Der Graph ist nach dem Zonenprinzip auf- 
gebaut, das sich in § 1 bereits als giinstig erwies. Die Minimalgraphen fir 
N = 8 und N = 9 haben eine ahnliche zonale Lagerung in der Aquatorialzone ; 
nur fehlen hier die isolierten Punkte am Nord- und Siidpol. 
Analog zu der von RutisHavsER gefundenen Punktverteilung ist die 
folgende Lagerung von 42 Punkten: 10 Punkte gleichverteilt am Aquator, 





Fig. 11. 


sodann auf zwei Parallelkreisen je 10 Punkte in regelmaéBigen Zehnecken mit 
der Seitenlainge 1, sodann noch zwei Kriinze von je 5 isolierten Punkten, etwa 
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33° vom Nord- oder Siidpol entfernt, schlieBlich Nord- und Siidpol. Wiederum 
kann die Kugel verkleinert werden, indem man die Abstande der Punkte am 
Aquator abwechselnd verkleinert und vergréBert, 
bis 5 Abstande minimal, d.h. gleich Eins werden 





(Fig. 11). 
Die Rechnung ergibt 
a = 32° 5’ 
d? = 13,095. 


Der Uberschu8 von d? iiber d3} = 11,868 be- 
trigt fast 11%. Ich weiB nicht, ob die Kugel 


ge \ minimal ist. 
ee Die dichteste mir bekannte Lagerung von 
Punkten auf der Kugel ist die folgende. Aus- 
Fig. 12 gehend von der Ikosaederteilung der Kugelfliche 
teile man jedes Dreieck in 4 kleinere Dreiecke 
(Fig. 12). Die Ecken sind die 12 Ikosaederecken und die 30 Kantenmitten. 
In jedem dieser 80 Dreiecke nehme man nun noch den Mittelpunkt des 
Umkreises hinzu. So erhailt man 122 Punkte, von denen 20 isoliert liegen, 
wahrend die tibrigen einen irreduziblen Graph bilden. Das Quadrat des 
Durchmessers ist d? = 35,41. Der UberschuB iiber d? = 33,91 betrigt nur 4,4%. 


Die Tabelle am Schlusse von S-W kann demnach so erginzt werden: 

















N @ a p 
20 (6,18) 5,81 6% 
24 (7,22) 6,91 5% 
32 (9,74) 9,11 7% 
42 (19,10) 11,87 11% 
122 (35,41) 33,91 4% 


( Bingegangen am 2. April 1952.) 
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Zur Grundlegung der Wahrscheinlichkeitstheorie. 
Von 
Hans Ricurer in Freiburg i. Br. 


Teil If. Axiomatik der Erwartungskoeffizienten. 


§ 5. Versuche und Ergebnisse. 


Die Betrachtungen von Teil I’) dieser Arbeit fiihrten uns dazu, die Wahr- 
scheinlichkeit (W.) als einen Ordnungsbegriff anzusehen, mit dessen Hilfe das 
erkennende Subjekt die Erfahrungswelt zu erfassen sucht. Die W.-Axio- 
matik erschien damit als mathematische Prazisierung dessen, was wir bereits 
vorwissenschaftlich durch die Belegung von zukiinftigen Ereignissen mit Hilfe 
des ,,Erwartungsgefiihls‘‘ meinen. Es erwies sich dabei als zweckmaBig, die 
W.-Belegung zunichst auf die méglichen Ereignisse von Versuchsvorschriften 
H zu beschrianken. Wenn wir nun auch auf eine naturphilosophische Defi- 
nition der H verzichten kénnen, so ist es doch nétig, einige charakteristische 
Ziige derselben anzugeben: 

a) Ein konkretes Experiment Af ist anzusehen als die Realisierung eines 
bestimmten Versuchsschemas H in Raum und Zeit. H besitzt genau ein fest- 
gestelltes Ergebnis; H dagegen eine Menge von méglichen Ergebnissen, die 
bei einer zukiinftigen Realisierung auftreten kénnen. 

b) Das Schema H ist definiert als eine Menge von Vorschriften, die prin- 
zipiell realisierbar sein sollen. Da H makrophysikalisch ist, miissen auch die 
Vorschriften von H makrophysikalischer Natur sein®). Von diesen Vorschriften 
seien besonders erwahnt: 

«) Forderung der Endlichkeit des Raum-Zeit-Gebietes [= (V, At) fir 
eine Realisierung. H kann J’ fest vorschreiben; im allgemeinen wird aber 
nur durch Ungleichheiten mehr oder weniger eingegrenzt. 

8) Das fiir A vorgeschriebene Zeitintervall At besteht aus den aufeinander- 
folgenden Intervallen At, >0, At, =O und 4t,>0. Fir At, (,,Zeit des 
Versuchsaufbaus“) setzt H eine Menge von Ausdriicken P|H (,,Versuchs- 
bedingungen“), die meBbare GréBen in (V, At,) enthalten (,,Beziehungen 
zwischen ihnen betreffen‘“‘) und die in jedem A wahr (,,erfiillt‘‘) sein miissen. 
In At, (,,Zeit des Versuchsablaufs) sollen keine Eingriffe in den Versuch 
geschehen. Fiir At, (,,Zeit der Ablesung der Versuchsergebnisse“) setzt H 
eine zweite Menge von logisch disjunkten Ausdriicken x|H (,,mégliche Er- 
gebnisse“), die meBbare GréBen in (V, At,) enthalten und von denen in 
jedem H héchstens eine wahr (,,in H eingetreten und registriert“) ist. Ohne 
Bezugnahme auf ein H sind die P|H und die x|H weder wahr noch falsch, 


1) Math. Ann., Bd. 125, S. 129—139. 

*) Die Beschriankung auf makrophysikalische H geschieht in Ubereinstimmung mit 
den Ausfiihrungen hinter These II von § 2 und schlieBt insoweit den spiiteren Versuch 
einer Erweiterung des Anwendungsbereiches der W. auf mikrophysikalische und damit 
hypothetische H nicht aus. 
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sondern sie miissen nur leicht anzugebende Implikationen erfillen. Ihre 
Wahrheit in A muB in den jeweils endlichen Zeitintervallen feststellbar sein, 
woraus folgt, daB in jedem H nur endlich viele P und x gesetzt sein diirfen: 
= 2, ...,2,_- Die Disjunktion der z ist nie vollstindig; d.h. es ist stets 
denkbar, daB in A etwas eintritt, was durch keines der z!H ausgedriickt 
werden kann (,,MiBlingen des Versuchs“). Wir kénnen die Disjunktion jedoch 
vollstindig machen, indem wir das MiBlingen als x, |H mit in die z|H auf- 
nehmen. Wollen wir es besonders kennzeichnen, so nennen wir es w|H. Weit- 
gehend ist es eine Frage der Vereinbarung, welche x H mit zu w|H gerechnet 
werden. Die méglichen Ergebnisse z, H heiBen im folgenden kurz Ergebnisse 
von H. Im praktischen Fall werden die Ergebnisse meist durch Zahlen (Vek- 
toren usw.) reprisentiert. In diesem Sinne sprechen wir dann davon. daB die 
Ergebnisse Zahlen (Vektoren usw.) ,,sind“. 

y) Forderung der physikalischen Abgeschlossenheit jedes H gegen die Vor- 

ginge auBerhalb von [. Dabei ist die physikalische Abgeschlossenheit als ein 
urspriinglicher Ordnungsbegriff anzusehen, der gemaB § 3, These VI erst noch 
simultan mit dem W.-Begriff axiomatisiert und damit prazisiert werden muB; 
d.h. die aufzubauende Axiomatik hat die Aufgabe, durch mathematische 
telationen das im Rahmen der W.-Theorie Wesentliche von dem auszu- 
driicken, was wir zunichst vorwissenschaftlich mit diesem Begriffe meinen. 
Andererseits ist die aus der Axiomatik folgende W.-Rechnung nur giiltig fiir 
diejenigen H, die das mit der Forderung der physikalischen Abgeschlossenheit 
Gemeinte erfiillen. In dieser Verflechtung kommt der implizite Charakter der 
simultanen Setzung der beiden Ordnungsbegriffe der physikalischen Ab- 
geschlossenheit und der Wahrscheinlichkeit zum Ausdruck, eine Verflechtung, 
die durchaus ihr Analogon auch in der klassischen Physik hat: Physikalische 
Abgeschlossenheit und Darstellbarkeit durch kopplungsfreie Gleichungs- 
systeme. 

Von der abstrakten Forderung der physikalischen Abgeschlossenheit ist zu 
unterscheiden der Ausdruck dieser Forderung durch die Angabe gewisser Vor- 
schriften beziiglich des Versuchsaufbaues (,.Abschirmvorschriften“), die jeweils 
gemaiB dem Wissenschaftsstande formuliert werden. Diese Vorschriften 
kénnen die abstrakte Forderung nicht ersetzen, sondern dienen nur der 
Stiitzung der bei Anwendung der W.-Rechnung stets zu machenden Hypo- 
these, daB H dieser Forderung geniigt und wir zu Recht die entsprechenden 
Gleichungen der W.-Rechnung anwenden®). 

In dem angegebenen Rahmen sind nicht nur die gewéhnlichen physikali- 
schen Experimente enthalten, bei denen die Feststellung der zx, durch das 
Ablesen der stets nur in endlicher Anzahl vorhandenen Skalen mit je endlich 
vielen Marken geschieht. Hierher gehért auch die Feststellung der Haufigkeit 
des Auftretens einer bestimmten Krankheitsform in einem durch einen Teil 
der Py definierten Kreis von Lebewesen unter vorgegebenen Bedingungen; 
weiter das einfache Beobachten und Registrieren von Naturerscheinungen 
und schlieBlich auch der Ablauf von Naturereignissen in astronomischer raum- 
zeitlicher Entfernung, solange die Feststellbarkeit der je endlich vielen An- 
fangsbedingungen und der Ergebnisse widerspruchsfrei wenigstens gedacht 
werden kann. Allerdings stellt die Aufnahme solcher H bereits eine zusitz- 
liche Hypothese dar, deren Berechtigung durch den Vergleich der Ergebnisse 


) Vgl. Teil I, FuBnote **). 
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der W.-Rechnung mit der Erfahrung zu priifen ist. Man bemerke wohl, daB 
schon wegen der Endlichkeit von At, die Versuchsbedingungen nur in end- 
licher Anzahl und nur mit geniigenden Toleranzen versehen gegeben sein 
kénnen, auch wenn die Toleranzen wie meist nicht explizit angegeben werden. 
Ein Idealversuch ohne Toleranzen darf nach dem gegenwirtigen Stand der 
Physik auch nicht einmal gedacht werden. Damit verlieren wir die Méglichkeit, 
die von uns eingefiihrten H als Mengen toleranzfreier Idealschemata anzu- 
sehen, auf die die W.-Theorie eigentlich anzuwenden wire oder die vielleicht 
sogar als stets deterministisch angesehen werden diirften. 

Sind H, und H, zwei Versuchsschemata, so kann es vorkommen, daB jede 
Realisierung von H, automatisch auch eine solche von H, bedingt. Anderer- 
seits kann es aber auch sein, daB jedes H, eine jede Realisierung von H, aus- 
schlieBt. 

Gibt es jedoch zu zwei Schemata H, und H, gegeneinander physikalisch 
abgeschlossene Realisierungen H, und H, in zueinander fremden Raum-Zeit- 
Gebieten /’, und /’,. so nennen wir H, und H, ,,gegeneinander abgeschlossen 
realisierbar“. Gilt diese Bedingung fiir zwei Realisierungen desselben H, so 
heiBt H ,,wiederholbar“; die genannten Realisierungen heiBen ,,Wieder- 
holungen“ voneinander. Nicht jedes H braucht Wiederholungen zu gestatten. 

Sind von drei Schemata H,, H, und H, je zwei gegeneinander abgeschlossen 
realisierbar, so brauchen sie deswegen nicht alle drei gegeneinander abge- 
schlossen realisierbar zu sein. Beispiel: H, verlange ein Material M,, H, ein 
solches M,, und H, verlange dieVerwendung von M, oder M,; bei jedem der H, 
werde das Material zerstért. 


§ 6. Ereignisse. 


Ein Ereignis EZ ist eine Untermenge der Menge 22 aller Ergebnisse x, H 
einschlieBlich w. EH kann auch die Nullmenge 0 sein. Die Vereinigungsmenge 
aus £, und £, bezeichnen wir mit Z, + Z,, ihren Durchschnitt mit £Z, Z,. 

Ist £, E, = 0, so heiBen FZ, und FE, disjunkt. Wir schreiben dann £, + E, 
anstelle von HE, + &,. 

Ist £,+---+£,=2, so heiBt £,,...,£. 


Oe eine vollstindige Ereignis- 
disjunktion. 


p 

Ist E, + BE, = 2, so heiBen EF, und EZ, komplementir. Wir schreiben dann 
auch: EZ, = E, oder E, = E,. 

E heiBt bei einer Realisierung H von H ,eingetreten“, wenn A ein Xy 
liefert mit x, ¢ Z. 

Vermége der genannten Regeln bilden die Ereignisse einen Mengenkérper 
mit 2 als Einselement, den ,,Ereigniskérper“ §. § und seine Elemente £ 
haben nur Sinn, wenn gesagt wird, auf welches H sie sich beziehen, was 
bei § durch die gewahlte Schreibweise zum Ausdruck kommen mége. Bei 
den Z schreiben wir Z|H, wenn die Bezugnahme auf H nicht von vornherein 
klar ist. 

Auch bei abstrakten endlichen Mengenkérpern & wollen wir die Atome 
I, -- +» X, Ergebnisse, die Mengen E aus den x, Ereignisse und 2 x, = Q 
nennen, sowie die oben definierten Folgebegriffe benutzen. Von den Opera- 
tionen mit Mengenkérpern werden wir nur die folgenden bendtigen : 

16* 
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a) Ein Unterkérper &, von & definiert eindeutig eine Menge disjunkter 
Ereignisse Z,,..., E,,, die gerade &, erzeugen (Atome von §,). Wir unter- 
scheiden die Fille: 

a) #,,..., #,, sind Ergebnisse 2,, .. ., x, mit m<n. Es ist dann & = &, 
+ R,. SK, ist direkter Summand von &. 

6) £,, ..., Z», bilden eine vollstindige Disjunktion. &, heiBt Vergréberung 
von & und wird als & bezeichnet. Charakteristisch fiir Vergréberungen ist 
92 € &. Die triviale Vergréberung von & ist & selbst. 


y) Allgemeiner Fall: £, + ---+ £, = 2£,+0. 8, ist direkter Summand 
der durch E,, £,, . . .. Z,, definierten Vergréberung; resp. ist , Vergréberung 
des durch die z,¢(#,+...+ £,,) erzeugten direkten Summanden von &. 


b) Sind &’ und &” zwei endliche Mengenkérper mit den resp. Ergebnissen 
x; und 2, so bilden die Untermengen der Menge aller ungeordneten Paare 
(xj, zg) einen Mengenkérper &’ x &” = &” x &’, den Produktkérper. Fiir 

> 3S (2, 2) schreiben wir kurz (Z’, £”). Fir E’ = Ej + E3 ist (E’, F’’) 
a; ¢ E’ rp ¢B’ 

(Zi, BE’) + (£2, EB”). Weiter folgt: Sind resp. {Z,} und {£{’} vollstandige 
Disjunktionen mit zugehérigen Vergréberungen §’ und §”, so sind die 
(Z;, #;’) eine vollstandige Disjunktion in &’ x 8” mit der zugehérigen Ver- 

all ~ ~ 
groberung 8’ x R” = &’ x KR”. 

Man bemerke wohl, da8 fiir Ereigniskérper Vergréberungen, allgemeine 
Unterkérper und direkte Produkte zunichst nur mathematische Begriffs- 
bildungen sind, die nicht Ereigniskérpern eines Versuchsschemas zu korre- 
spondieren brauchen. 


§7. Abgeleitete Schemata. 


a) Vergréberung und Verfeinerung. Bei jedem gegebenen Schema H kann 
man auf die durch 2,, . . ., x, vorgeschriebene Ablesegenauigkeit teilweise ver- 
zichten; so kann man sich z. B. bei einem Wiirfelversuch mit der Angabe 
begniigen, ob die geworfene Augenzahl < 2 oder > 2 ist, und w| H in eine dieser 
beiden Méglichkeiten mit aufnehmen oder als selbstandig beibehalten. Damit 
entsteht aus H ein neues Schema H, das wir Vergréberung von H nennen, 
wahrend umgekehrt H eine Verfeinerung von H heibe. Zu jedem H gibt es 
Vergréberungen, nicht aber stets nichttriviale Verfeinerungen. Die Ergebnisse 
z, von H sind die Elemente einer vollstandigen Ereignisdisjunktion £,, ..., L» 
von H. Der Ereigniskérper von H ist die zu dieser Ereignisdisjunktion gehérige 


Vergréberung § von §. Umgekehrt kann jedes § als Ereigniskérper einer Ver- 
groberung H betrachtet werden. Ist £ 9, so kann es wahlweise als Z| H oder 
als B\H geschrieben werden. 

b) Formale Koppelung. Es seien H, und H, zwei gegeneinander abge- 
schiossen realisierbare Versuchsschemata mit den resp. Ergebnissen x; und 
y,; dann kénnen wir durch eine zusitzliche Vorschrift, die mit den Forde- 
rungen der Abgeschlossenheit sowohl von H, als auch von H, vertraglich ist, 
fordern, daB tatsichlich H, und H, gegeneinander abgeschlossen realisiert 
werden. Als Ergebnisse des so geschaffenen neuen Versuchsschemas F (H,, H,) 
betrachten wir die Paare (z;. y,). Wir nennen F eine ,,formale Koppelung® von 
H, mit H,. F ist im allgemeinen durch H, und H, nicht eindeutig bestimmt. 
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Man sieht aber wegen der Abgeschlossenheit die verschiedenen F als gleich 
an. Der Ereigniskérper ¥ von F ist §, x §,. Entsprechend ist F (H,, H,) 

F (H,, H,). Ein (2; yz) heiBt eingetreten, wenn bei der gemeinsamen 
Realisierung H, das x; und A, das y, liefert. 

Sind H,, H, und H, alle drei gegeneinander abgeschlossen realisierbar, 

so ist 

F (H,, F (H,, H;)) = F (F (Aj, H,), H3) = F (Ay, H,, Hs). 
Die formale Koppelung eines H mit sich selbst hat natiirlich nur dann Sinn, 
wenn H wiederholbar ist im Sinne von § 5. 

Sind H, und H, formal koppelbar, so auch beliebige Vergréberungen A, 
und H,, wobei F (A, H,) die entsprechende Vergréberung von F (H,, H,) 
gemaB § 6, b) ist. 

c) Reale Koppelung. Es seien H, und H, zwei Versuchsschemata mit den 
resp. Ergebnissen x; und y. R sei ein Versuchsschema, bei dessen Reali- 
sierung sowohl die Vorschriften von H, als auch die von H, mit Ausnahme 
der Abgeschlossenheitsforderungen von H, und H, realisiert werden. Die Er- 
gebnisse von R seien die Paare (2;, y,)/R, die eingetreten heiBen, wenn bei R 
sowohl 2; als auch y, geliefert wird. Einige dieser Paare kénnen vermége R 
logisch unméglich sein‘). R heiBt eine ,,reale Koppelung’’ von H, mit H, 
und ist im allgemeinen weder logisch noch physikalisch eindeutig bestimmt; 
NR ist isomorph einem Unterk6érper von 9, < Qo. 

Ist R eine reale Koppelung von H, mit H,, so ist eine geeignete Vergrébe- 
rung von R eine reale Koppelung von Vergréberungen H, und H,. 

d) Zugeordnete Vergriéberung in der Koppelung. Ist K eine (reale oder 
formale) Koppelung von H, mit H,, so bilden die Ereignisse Ej = 3) (xj, yx) 

(a;, 2 (H,)) eine vollstaindige Disjunktion. Die entsprechende Vergréberung 
von K nennen wir K,. Ist keines der HZ; leer, so wird vermége EF; ++ x; eine 
isomorphe Abbildung des Ereigniskérpers von K, auf den von H, geschaffen. 
In diesem Sinne heiBt RK, dem H, zugeordnet. 

Sind in K auch die AbschluBforderungen von H, erfiillt, so wird in Ver- 
schirfung des genannten Isomorphismus K, als nicht verschieden von H, 
angesehen; denn der Ubergang von H, iiber K zu K, bedeutet ja nur, dab 


ohne Anderung von H, zunichst mehr abgelesen wird, als bei H, erforderlich 
ist, und man diese Mehrablesung dann wieder unterschligt. Diese Gleich- 
setzung von H, mit K, hei®t im einzelnen, daB die Ereignisse Z,'H, und 


(Z,, 2 (H,)) K, als ,,gleichwertig‘‘ angesehen werden, was wir durch 
E, H, ~ (&,, 2 (A,))| K, 
symbolisieren oder auch kiirzer durch H, ~ K,. 

Die Gleichwertigkeit von K, mit H, ist insbesondere bei formalen Koppe- 
lungen gegeben; es gilt also: Ist P, in F (H,, H,) dem H, zugeordnet, so ist 
F, ~ Ay. 

Es darf nicht iibersehen werden, daB in diesen Setzungen der Gleich- 


wertigkeit bereits eine teilweise implizite Definition der physikalischen Ab- 
geschlossenheit liegt. 


*) Zum Beispiel. wenn zwei durch H, und H, geforderte Apparate in R identisch werden. 
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Sind H, und H, Vergréberungen desselben H, die zu den resp. volistandigen 
Disjunktionen E; und £;' gehéren, so bilden auch die EZ; E,! eine vollstandige 
Disjunktion, die eine Vergréberung H von H definiert. Ist E, EZ,’ einge- 
treten, so ist sowohl E; als auch E;; eingetreten, so daB wir E, E£,’ auch (£,, E;’) 
nennen diirfen. Wir kénnen somit H auch als eine reale Koppelung von H, 
mit H, auffassen, bei der die (Z,. EZ’) mit E, E, = 0 logisch unméglich sind. 
Obwohl in diesem Falle nicht nur Aquivalenz jedes H, zu seinem in der Koppe- 
lung zugeordneten Schema, sondern sogar definitorische Identitat besteht, 
ist H nicht die formale Koppelung aus den H,, weil die in jeder Realisierung 
von H involvierten Realisierungen der H, die Forderung der Fremdheit der 
I’, verletzen. Die angegebenen H, kénnen aber auBer dieser realen Koppelung 
H auch eine formale Koppelung F (H, H,) besitzen; dies ist genau dann der 
Fall, wenn H wiederholbar ist. .Das Beispiel zeigt, da8 unsere Aquivalenz- 
relation die physikalische Abgeschlossenheit noch sehr unvollkommen wieder- 
gibt. 


§ 8. Unendliche Ereigniskérper. 


Die von uns eingefiihrten Ereigniskérper sind endliche Mengenkorper. In 
Anbetracht der groBen Allgemeinheit der sonst verwendeten W.-Felder kénnte 
dies als zu scharfe Einschrankung erscheinen, werden doch insbesondere die 
in der praktischen W.-Rechnung meist verwendeten geometrischen W..- 
Verteilungen ausgeschlossen. Bevor wir im niachsten Paragraphen die eigent- 
liche W.-Axiomatik aufstellen, ist es daher niitzlich, das Verhaltnis unseres 
Aufbaues zu den Theorien allgemeiner W.-Felder kurz anzugeben. Da wir 
den Inhalt dieser Ausfiihrungen jedoch fiir den axiomatischen Aufbau selbst 
nicht benétigen, sei es im Interesse der kurzen Ausdrucksweise gestattet, 
dabei den W.-Begriff und die Grundregeln der W.-Rechnung als bekannt zu 
unterstellen. 

Wir bemerken zuniachst, daB Versuchsvorschriften H.,, mit unendlich 
vielen Ergebnisméglichkeiten der Forderung der Realisierbarkeit in endlicher 
Zeit widersprechen. Da dariiber hinaus jede Ablesung eine physikalische 
GréBe betrifft, die in der uns zur Verfiigung stehenden Experimentalwelt 
notwendig beschrinkt ist, muB bei unendlich vielen Ergebnisméglichkeiten 
eine Haufungsstelle des Wertevorrates der physikalischen GréBe auftreten, 
an der wir prinzipiell keine reale Méglichkeit der erforderlichen infinitesi- 
malen Unterscheidbarkeit besitzen. Ein H... ist also eine hypothetische Vor- 
schrift, die nach dem gegenwartigen Stand der Physik nicht einmal als Grenz- 
fall realisierbarer H angesehen werden darf und die somit auch als Gedanken- 
experiment unzulissig ist. Es ist daher nicht méglich, soiche H., fiir eine 
Begriindung des W.-Begriffes heranzuziehen. 

Die Unbrauchbarkeit der H... fiir die Axiomatik schlieBt jedoch ihre Ver- 
wendbarkeit in der praktischen W.-Rechnung nicht aus. Ein solcher Fall 
ist z. B. gegeben, wenn ein H sehr dicht liegende x, besitzt. Der Ansatz der 
geometrischen W. ist dann eine mathematische Idealisierung im gleichen 
Sinne wie es die klassische Kontinuumsphysik ist; d. h. fiir die mathematische 
Behandlung wird H als Vergréberung eines H,, mit kontinuierlichem x-Vorrat 
angesehen. Eine derartige mathematische Idealisierung ist vor allem dann 
durchzufiihren, wenn eine Menge von Schemata H® mit Ergebnissen x” 


vorliegt, die alle (vermége einer eingefiihrten Hypothese) als Werte der gleichen 








Zur Grundlegung der Wahrscheinlichkeitstheorie. II. 229 


aleatorischen GréBe zu betrachten sind und die so dicht liegen, daB ihre Unter- 
scheidbarkeit in einem einzigen H unméglich ist. Hier versucht der mathe- 
matische Ansatz jedes H“ als endliche Vergréberung eines gemeinsamen 
idealen H,. aufzufassen, dessen Ereignisse die Elemente eines Kérpers mef- 
barer Mengen sind. Sind allgemeiner die on keine Zahlen oder Vektoren, 
so wird der Ereigniskérper des idealen H.. ein allgemeiner Bootescher Ring, 
in welchem w(H.) durch ein Ideal und die Ergebnisse durch Ultrafilter 
reprisentiert werden. Damit ergibt sich auch von unserem zuniichst sehr ein- 
geschrinkten Standpunkte aus nicht nur die Méglichkeit, sondern auch die 
Notwendigkeit des Studiums derartiger allgemeiner W.-Felder. 


§ 9. Axiome der Erwartungskoeffizienten. 


Durch die Angabe von H ist nicht festgelegt, welches der méglichen Er- 
gebnisse eintreten wird. Bei deterministischer Auffassung ist man des Glaubens, 
daB man bei geniigender Verkleinerung der Toleranzen in H wenigstens er- 
reichen kann, daB stets das gleiche Ergebnis eintritt. Da wir uns aber iiber- 
zeugen muBten, daB der Grenziibergang zu beliebig kleinen Toleranzen prin- 
zipiell unstatthaft ist, miissen wir auf diese Aussage des Determinismus ver- 
zichten. Anstelle der deterministischen Bestimmtheit wollen wir nun von 
einer ,,Sicherheit‘‘ des Eintretens von E bei Realisierung von H sprechen, 
wobei diese Sicherheit noch der Prizisierung bedarf und als ,, Quantitat“ 
der in §4 genannten Erlebnisqualitaét des ,,Erwartungsgefiihls“ entsprechen 
soll. Die W.-Theorie soll also die Sicherheit durch Mathematisierung des Er- 
wartungsgefiihls in Zahlen ausdriicken, die gewissen Rechenregeln gehorchen. 

Wir ordnen daher zuniichst jedem Z£|H eine reelle Zahl o (Z| H) zu‘). den 
Erwartungskoeffizienten (EK). Fiir die Nullmengen jedes Ereigniskérpers 
soll der EK den gleichen Wert a und fiir die allein logisch sicheren Ereignisse 
Q(H) den gleichen Wert 6 erhalten, wobei wir ohne Einschrinkung der All- 
gemeinheit a < 6 festsetzen: 


(9.x) o(|H)=a o(Q\H)=b. 
Alle anderen o sollen zwischen a und 6 liegen: 
(9.8) as<o(E\H)<b. 


Um einen Kalkiil fiir die 9 zu erhalten, fordern wir nun die Existenz einer 
Rechenvorschrift, die es innerhalb eines jeden Ereigniskérpers gestattet, 
o (EZ, + E,|H) aus den o (Z,| H) zu berechnen: 


(9.y) o (E, + E,|H) = f (o (£,| 4), e (E£,|H)). 


Wenn f noch von den in H vorkommenden o-Werten abhingen diirfte, 
so wire wegen der Endlichkeit der Ereigniskérper die Forderung seiner Existenz 
leer; auch wiirde dies nicht dem Ziel entsprechen, mit Hilfe des f einen Kalkiil 
aufzubauen, um zunichst unbekannte o-Werte zu berechnen. f diirfte allen- 
falls von der Struktur von § abhingen. Diese ist durch die Anzahl der z, 
festgelegt, wobei diese Anzahl aber durch Bildung von Vergréberungen be- 
liebig vermindert werden kann. Unsere Existenzforderung ist also so zu ver- 
stehen, daB f unabhingig von H sein soll. 











5) In der Forderung der Realitat fiir die 9, die wir von der iiblichen W.-Theorie iiber- 
nehmen, liegt natiirlich eine gewisse Willkiir. 
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Jede Belegung mit o-Werten zieht durch die Anordnung der reellen Zahlen 
eine Anordnung aller £|H nach sich, von der das Erwartungsgefiihl jedoch 
zundchst nur aussagt, daB £, + EZ, sicherer ist als Z,, wenn EZ, einen von dem 
der logischen Unmédglichkeit verschiedenen Sicherheitsgrad hat. Wir ver- 
langen daher von der o0-Belegung noch: 


(9.8) o (E, + E,|H) - 0 (Z,|H), falls o (E£,|H) +a. 


AuBer dieser Monotonie am Rande wissen wir von f nur noch, daB sein De- 
finitionsgebiet IM im Quadrate a < o (E,\H) < b liegt. Fiir einen brauchbaren 
Kalkiil werden wir aber noch die gleichmaBige Stetigkeit von f in It voraus- 
setzen und (9.6) entsprechend verschirfen. Da wir dann von o ohne Ver- 
letzung von (9.«—6) zu einer beliebigen stetigen, monoton steigenden Funktion 
iibergehen kénnen, sei schlieBlich a = 0 und } = 1 gesetzt, so daB wir erhalten: 

Axiom 1: Jedem E\H ist eindeutig eine reelle Zahl 0 (E| H), der Erwartungs- 
koeffizient EK, zugeordnet. 

Axiom 2: 0 (0|H) = 0; o (Q|H) 1. $) 

Axiom 3: 0 (E, + E,|H) = f (o (Z,|H), 0 (2,|H)) 
mit einem f der Eigenschaften: 

a) f ist unabhdngig von H. 

b) f ist stetig iiber der abgeschlossenen Hiille I der Menge WM aller (0,, 02), die 
gemeinsam in einem H als EK disjunkter Ereignisse vorkommen. 

c) Liegt (E, n) in M mit n + 0, so ist f (E, 7) ; 
Wegen E = E + O und £, + E, = E, + E, geniigt f den Relationen: 
(9.1) {(é,0)=é 
(9.2) f (&. ™) = f (m, &). 
Weiter ergibt sich aus (HZ, + E,) + EZ, = E, + (2, + E,) die eingeschrinkte 
Transitivitatseigenschaft : 
(9.3) f (f (Or 2)» Os) = f (Ov f (G2 Os), 
falls die 9, EK disjunkter Ereignisse aus einem § sind. 

Ist 0 = 9 (Z| H) + 0, so ist o = f (0, 0) = f (0, 0) > 0; andererseits wiirde 
aus 9 > | folgen: 

1 = 0 (Q|H) = 0 (E+ E|B) =f (eo, 0 (E|H))=o0>1. 

Damit ergibt sich 
(9.4) O<e(£\A)<1, 


so daB wir (9.8) nicht in die Axiome aufzunehmen brauchten. 
Aus Axiom 1 folgt insbesondere 


(9.5) o (E|\H) = 0 (E|H) 


fiir die Ereignisse E einer Vergréberung H von H. 

Es liegt nahe, von vornherein als einfachste Méglichkeit f (€,) = & + 7 
zu setzen und damit den Additionssatz der W.-Theorie axiomatisch einzu- 
fiihren, so wie dies in der maBtheoretischen Begriindung gemacht wird. Wenn 
man damit auch insbesondere die Schwierigkeiten umgeht, die aus der Un- 
kenntnis des Definitionsgebietes von f entstehen, so ist eine solche Setzung 
doch gema&B Teil I ein logischer Sprung, der tunlichst vermieden werden sollte. 
Im Gegenteil soll die W.-Axiomatik gerade auch den Additionssatz begriinden. 











Sry 





*) Umgekehrt folgt aus o (Z|! H) = 0 oder 1 nicht die Unméglichkeit oder GewiBheit. 
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In §7 haben wir eine Aquivalenz zwischen Ereignissen verschiedener 
Schemata eingefiihrt. Wir wollen nun fordern, daB eine solche Aquivalenz 
die Gleichheit der EK nach sich zieht. Dies liefert 

Axiom 4: Ist E,|H, ~ E,|H,, so ist 9 (E,\H,) = 0 (E,| H,). 

Hieraus folgt insbesondere, wenn F (H,, H,) = F die formale Koppelung 
von H, und H, ist, 


(9.6) o (Ey, 2 (H,)|F (H,, H,)) = e (E,\A,). 
Setzen wir 2 (H,) = EB, + E,, so ergibt sich die Gleichung 
(9.7) o (E,|H,) = f (o (B,, E,\F), o (2, B,|F)). 





(9.7) liefert eine Aussage itiber die EK in der formalen Koppelung, legt 
aber die Werte derselben noch nicht véllig fest. Eine véllige Festlegung wiirde 
aber dem entsprechen, was wir mit physikalischer Abgeschlossenheit meinen; 
dern einerseits sollten alle F (H,. H,) als gleich angesehen werden, anderer- 
seits darf die Sicherheit sich nicht andern, wenn wir H, durch ein H, mit 
isomorphem Ereigniskérper und zahlenmaBig gleichem EK ersetzen und den 
zu F (H,, H,) gehorigen Ereigniskérper §, x , entsprechend auf §, x §, ab- 
bilden. Wir werden daher verlangen, daB die EK von F (H,, H,) eindeutig 
aus denen von H, und H, zu berechnen sind mit Hilfe einer Funktion, die wir 
wieder als gleichmaBig stetig annehmen. Die gesuchte Rechenvorschrift soll 
weiter wieder in Ubereinstimmung mit dem Erwartungsgefiihl — so be- 
schaffen sein, daB o (Z,, E,|F (H,, H,)) nur dann gleich Null werden kann, 
wenn wenigstens eines der 0 (Z,|H,) verschwindet. Dies fiihrt zu 

Axiom 5: Es ist 


0 (Z,, E, F (H,, H,)) q (0 (E,|H,), 0 (EZ, 


mit einem q der Eigenschaften: 








H,)) 


a) @ ist stetig iiber der abgeschlossenen Hille 2 der Menge & aller (0,, 02). 
bei denen 0, = o (E,|H,) ist mit existierendem F (H,, H,); 

b) aus ¢ (é, n) 0 folgt s 7] 0. 
Unmittelbar folgt 


(9.8) y (€, 0) = 0. 
Wegen F (H,, H,) = F (H,, H,) ist weiter (n, £) ¢ 2 bei (&, y) ¢ 2 und 
(9.9) gq (E, n) g (), E). 


SchlieBlich schreibt sich (9.7) nunmehr in der Gestalt 


(9.10) 9, f(¢ (0,; 02), P (01; 2)) bei Oy o(E, H,), 0, o(E, H,) und (04; 02) EX. 


Mit (0,. 0.) € 2 ist naimlich automatisch auch (9,. 5.) € &. 

Die bisher eingefiihrten Axiome 1—5 sind bereits erfiillt durch die ,,deter- 
ministische Belegung‘: o (x, H)=1 fiir ein bestimmtes k, 0 (x, H) = 0 fiir 
vy + k mit f (€ 7) =&+ y und  (é, y) = &- x. Wir wollen nun ausschlieBen, 
daB es nur diese deterministische Belegung gibt oder daB sich die Welt nach 
geniigend langer Zeit beliebig genau durch ein deterministisches Modell 
approximieren 1éBt. Hieraus folgt die Forderung, daB es bei Wahl eines ge- 
eigneten 2 >0 jederzeit noch unendlich viele #,\H, gibt mit A< o (#, H,) 

1 — 4. Diese Forderung wire z. B. dann erfiillt, wenn es einen indeter- 
ministischen Standardversuch (etwa einen Urnenversuch) gibt, der jederzeit 
abgeschlossen gegen einen beliebig vorgegebenen Versuch H, realisierbar ist. 
Es geniigt sogar die noch schwiichere Fassung des 
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Axiom 6: Zu jedem H, gibt es ein mit H, formal koppelbares H mit Ereignis 
E|\H so, dag 


Aso(E\|H)<1-A 


ist mit einem 4 > 0 unabhiingig von H,. 

Betrachten wir A als den Grad der Undeterminiertheit, so kénnen wir 
Axiom 6 auch physikalisch folgendermaBen aussprechen: Fiir jedes H, besitzt 
der von H, nicht beeinfluBte Weltteil einen festen positiven Mindestgrad 
der Undeterminiertheit. 

Die Widerspruchsfreiheit des angegebenen Axiomsystems ist an Hand 
eines Modells leicht einzusehen: Wir denken uns eine Welt, in der es nur eine 
unendliche Folge von beliebig koppelbaren Grundversuchsschemata, die for- 
malen Koppelungen aus endlich vielen derselben und Vergréberungen der 
genannten Schemata gibt. Jedes Grundschema habe nur zwei Ergebnisse, 
die wir je mit dem EKo= 1/2 belegen. Es sei f(&,7)=&+% und 
p (€,y) =&-n. Die EK werden in den formalen Koppelungen mit Hilfe 
von Axiom 5 festgelegt. Dann sind offenbar alle Axiome erfiillt. Die Un- 
abhingigkeit der Axiome ist ebenso offensichtlich; offen bleibt dabei nur die 
Méglichkeit, die Axiome noch schwicher zu formulieren. Das Axiomensystem 
kann dagegen nicht eindeutig sein in dem Sinne, daB die numerischen Werte 
der EK a priori berechenbar werden. Es gibt also evtl. unendlich viele Sy- 
steme von EK, die den Axiomen geniigen. So hatten wir in der soeben be- 
trachteten gedachten Welt ebenfalls ein widerspruchsfreies EK-System er 
halten, wenn wir die Ergebnisse der Grundschemata mit 1/3 und 2/3 belegt 
hitten. Die Behandlung der damit sich bietenden Frage der eindeutigen Fest- 
legbarkeit (Objektivitat) der E K-Werte sei auf spiter verschoben. 





§ 10. Wahrscheinlichkeiten. 


In dem angegebenen Axiomensystem sind die Menge der vorkommenden 
o-Werte und die spezielle Gestalt der Funktionen f und @ noch offengelassen. 
Die Axiome liefern somit zunachst anstelle der iiblichen W.-Rechnung einen 
allgemeineren EK-Kalkil, in dem f den Additionssatz und den Multi- 
plikationssatz ersetzen und der unmittelbarer unserem Erwartungsgefiihl ent- 
spricht als die gew6hnliche W.-Rechnung, die nur als derjenige Spezialfall er- 
scheint, bei dem die 9-Werte dicht liegen und f= £&-+ » sowie p=&-% gesetzt 
ist. Wir werden gleich sehen, daB die erstgenannte Eigenschaft eine unmittel- 
bare Folge der beiden letzteren ist und fiihren daher den Begriff der W. ein durch 

Definition 1: Geniigt ein System von EK p(E|H) den Axiomen 1—6 mit 
((E,n) =E+m und w(&, n) =E-n, 80 heift p(E|H) die Wahrscheinlichkeit 
von E\ H. 

Es gilt zunachst der einfache 

Satz 1: Wahrscheinlichkeiten liegen dicht in 0 < p< 1. 

Beweis: Fiir jedes N folgt aus Axiom 6 durch vollstandige Induktion 








die Existenz einer Folge von Ereignissen: E,|H,,...,£y|Hy mit 
A< p(E#,\H,) < 1— A und existentem F (H,,..., Hy). Ist nun H, die zu 





E, + £, = Q(H,) gehorige Vergréberung von H,, so existiert auch F 
F(A, re H, ). Die W.en der Ergebnisse von F sind héchstens gleich (1 A), 

also beliebig klein fiir geniigend groBes N. Axiom 3 liefert die Behauptung. 
Die Frage nach der Begriindung des Additions- und des Multiplikations- 

satzes ist nunmehr die Frage nach der Berechtigung geworden, gerade die in 
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Definition 1 genannte Auswahl fiir die Funktionen f und zu treffen. Hierzu 
bemerken wir zunichst, daB die Anwendung einer stetigen, monoton steigenden 
Funktion A (x) mit h (0) = 0 und h (1) = 1 auf die o-Werte eines EK-Systems, 
also 9, = h(o), wieder ein EK-System liefert, fiir dessen 9,-Werte andere 
Funktionen /, und g, gelten. Die Gesamtheit aller o-Systeme kénnen wir 
damit in Klassen von ineinander transformierbaren Systemen zerlegen. Zwei 
Systeme derselben Klasse sind dann als nicht wesentlich verschieden anzu- 
sehen: sie unterscheiden sich — physikalisch gesprochen — nur durch eine 
MaBstabsinderung. Ist insbesondere ein EK-System in ein p-System trans- 
formierbar, so sind wir deshalb berechtigt, allein das letztere zu betrachten; 
wir werden dies wegen der besonders einfachen Struktur der p-Systeme sogar 
vorziehen. Die Begriindung fiir den Additions- und Multiplikationssatz, also 
fiir das alleinige Interesse an W.en gemiB Definition 1, liegt nun darin, daB 
jedes EK-System sich in ein W.-System transformieren léBt. Dies ist der 
Inhalt von 

Satz 2: Geniigt ein System von EK o (E|H) den Axiomen 1—6, so gibt es 
eine stetige, monoton steigende Funktion h (x) so, daB p= h(o) ein System von 
Wahrscheinlichkeiten ist. 





In der obigen Sprechweise kénnen wir auch sagen, daB jede Klasse von 
EK-Systemen wenigstens ein p-System enthilt; vermége Satz 1 enthialt sie 
dann auch nur ein p-System. Wegen der Unbekanntheit der Definitionsgebiete 
von f und @ ist der Beweis von Satz 2 etwas umstiindlich; er wird in Teil IIT 
erbracht werden. In Anbetracht des grundlegenden Charakters von Satz 2 
werden wir dabei vorher den fiir den Beweis wesentlichen Inhalt der §§ 5—7 
in axiomatische Gestalt bringen, um der Gefahr zu begegnen, daB weitere 
nicht genannte anschauliche Elemente in den Beweis einflieBen. In diesem 
Paragraphen sei jedoch noch der Tatsache Rechnung getragen, daB die Ein- 
fiihrung des Additionssatzes, also die Setzung f (£, 7) = & + », weitgehend als 
unmittelbar einleuchtend empfunden und die Schwierigkeit nur in der Be- 
griindung des Multiplikationssatzes gesehen wird. Wir geben daher jetzt 
noch den wesentlich einfacheren Beweis von Satz 2 bei Ersetzung von Axiom 3 
durch 

Axiom 3*: 0 (EZ, + E,|H) = 0 (E£,|H) 4 o (E,| H). 


Bei Axiom 3* schreibt sich (9.10) einfach in der Gestalt: 








01 = P (Oy G2) + Y (Oy 1 — ge) fit (01, 02) € %, 
woraus wegen der Stetigkeit von » folgt 
(10.1) E= p(&) + o(&,1— 7m) fiir (7) €&. 
Hieraus ergibt sich zunichst wegen  (€, 1 — ») = 0. 
(10.2) y (§.) s &. 
Ist § >0 und 9 < 1, so ist nach Axiom 5b @ (&, 1 — ) > 0, also 


(10.3) py (En) <é fir £ >0O nebst y<1. 


Wir zeigen nun zuniichst 


Lemma 1: Zu beliebig vorgegebenen 6>0 und # <1 gibt es ein N (6. 3) 
mit der Eigenschaft: Gilt o, = o (E,\H,) < @ fiir n Ereignisse E,\ H, mit existen- 
tem F = F (H,,.... H,) und ist n= N (6, 0), so ist 0 = 0 (By, ..., E,|F)< 6. 
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Beweis: Wegen Axiom 6 ist 2 nicht leer. Es sei 2, der Durchschnitt von 
mit = 5, n < #. 

Ist 2, leer, so ist wegen (0,, @,) € 2 und op, < @ sicher o, < 6. Nach (10.2) 
ist 0 < 0, < 6 fiir alle n. 


7 (&,n) ihr 


Ist dagegen 2, nicht leer, so nimmt die in 2, stetige Funktion 


Maximum Ah (6, #) in 2, an. Nach (10.3) ist h< 1. Wir wahlen N s0, daB 
h* —1 < 6 wird. Wir setzen nun: 6, = 0, 6g= & (0 02), ---> Gn = YP (On—4: On) = O- 
Ist o, <6 fir ein «<9 — 1, 80 ist wegen (10.2) auch 9 < 6. Ist dagegen 
6, 2 6 fir ws oe 1, so ist (6,. 0,4,) € 2, und daher o,,, < h-o,. Es folgt 
0= 0, 5 0,:h*—' <6 fir n= N. 

Lemma 2: Bei ‘eeaiindta H, und 6>0 gibt es ein mit H, formal 
koppelbares H, fiir dessen Ergebnisse y, gilt: o(y,|H) < 6. 

Beweis: Wir benutzen das im Beweis zu Satz | allein auf Grund von 
Axiom 6 konstruierte F mit N = N (6, 1 — 2) gemaé8 Lemma 1, wobei / die 
Schranke von Axiom 6 ist. Dann sind nach Lemma | die EK aller Ergebnisse 
von F kleiner als 4; also H = F. 

Es seien jetzt drei nichtnegative Zahlen &, 7 und € mit <1,7+¢€s1 
vorgegeben. Fiir jedes 6 > 0 gibt es nach Lemma 2 ein H, mit 0 (y,|H,) < 6. 
Wegen Axiom 3* finden wir in H, ein 01 o (Z,\H,) mit E—d<a,s 6. 
Die nochmalige Anwendung von Lemma 2 2 liefert ein mit H, formal koppel- 
bares H, mit o (z,|H,) < é fiir dessen Ergebnisse z,. H, enthiilt ein 0% 

H, ) mit 7 — d< 0 . Es ist dann 0 (B3\ H. 2) 2l—ne2l. Fir eine 
geeignete U ntermenge E%' pay i BE: mit EK oy ist daher €— 6< 93’ < €. 

Nun ist in F (H,, H,): 

(B,, Bs + By) = (B,, Es) + (By, Ex), 


so daB die Axiome 3* und 5 liefern: 





0 ( E> 








P (0;, 02 + 02) P (0,, 02) + P (0, o2)- 


Hieraus folgt bei 6 + 0 die Relation 
py (&.4+¢)= w(é,) + (F&C) 

und die Aussage, daB % das ganze Einheitsquadrat ist. Wegen der Stetigkeit 
und Symmetrie ist also @ (£, 4) = C-&-» mit C = 1 wegen (10.1). 

Fordert man Axiom 3*, so ist also das System der EK automatisch ein 
System von W.en, womit Satz 2 bewiesen ist. 

Fiir den gefiihrten Beweis war Axiom 5b sehr wesentlich. Wir wollen 
uns noch davon iiberzeugen, daB es nicht entbehrt werden kann. Hierzu 
denken wir uns eine Welt, in der bis auf Vergréberungen alle H die formalen 


Koppelungen eines einzigen beiiebig wiederholbaren H, sind mit Ergebnissen 
E und E. Es sei: 


, 1, m2 
@ (LE) =-> ; o(FE) ==>; FE. n) =F +4 


/ 
ee a 1 2\_ 6. 2 2 2 
eta) =a: ols 3) 5 (a3) 


Dann sind alle Axiome erfiillt. Das System der 9 laBt sich nicht auf W.en 
transformieren, da dies in Widerspruch zu Satz 1 stande. 


(Eingegangen am 27. Marz 1952.) 


Math. Annalen, Bd. 125, S. 235—263 (1953). 


Die Differentialgleichungen in der Theorie 
der elliptischen Modulfunktionen”*). 


Von 
Hans Maass in Heidelberg. 


Einleitung. 


Die Beziehungen der indefiniten quadratischen Formen zu den auto- 
morphen Funktionen sind durch die eindrucksvollen Arbeiten!)*) SreGEts 
weitgehend geklart worden. Spezielle arithmetische Eigenschaften, die die 
indefiniten quadratischen Formen vor den definiten auszeichnen, fanden ihren 
Ausdruck in dem funktionentheoretischen Verhalten der von SrEGEL einge- 
fiihrten automorphen Formen. Es handelt sich hierbei um gewisse nicht- 
analytische Funktionen einer komplexen Variablen z = x +i y vom Typus 
der E1sENSTEIN-Reihe 


(1) E (z, w; a, B) = 3 y (c,d) (cz + d)-* (cw + d)-?, 
c,d 


wobei w = x — ty zu setzen ist. Die Exponenten «a, § hangen nur von der 
Signatur der zugeordneten indefiniten quadratischen Formen ab. Man hat 


n m—n 
(2) a= >> B= a 
zu wahlen, wenn die reelle Normalform 
vit **+ Yn Yati—"°'— Ym 


zugrunde gelegt wird. Es ergeben sich im folgenden gewisse formale Ver- 
einfachungen, wenn wir z und w als unabhingige komplexe Variable bei- 
behalten. Das eigentliche Operationsgebiet bleibt jedoch die reelle (z, y)- 
Halbebene w = z. ¥mz> 0. Punkte, die nur durch eine komplexe Variable € 
gekennzeichnet werden, sollen dem Bereich w = 2 angehéren; d. h. es ist z = ¢, 
w= zu setzen. Der Fall £ = © ist hier mit einzuschlieBen. 

Multipliziert man die Reihe (1) mit y’, so ergibt sich mit k = « — f der 
Formentypus 


a ” 3 
(3) Ey, (2, B) = ¥° E (2,2; a, B) = pa y (¢, d) ET TET : 


Automorphe Formen dieser Art habe ich gelegentlich ,,Wellenformen der 
Dimension — k zur Wellenzahl f‘‘ genannt. Einen Zusammenhang zwischen 
den Wellenformen und den indefiniten quadratischen Formen konnte ich be- 
reits vor einigen Jahren iiber die Funktionalgleichungen der Zetafunktionen 





*) Hans Petersson zum 50. Geburtstage am 24. 9. 52 gewidmet. 

1) Srecet, C. L.: Indefinite quadratische Formen und Modulfunktionen. Studies 
Essays, pres. to Courant, New York 1948, p. 395—406. 

*) Srecet, C. L.: Indefinite quadratische Formen und Funktionentheorie I. Math. 
Ann. 124, 17—54 (1951). 
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zu den indefiniten quadratischen Formen ermitteln*). In den Fillen 0<n<m, 
n = 1 (2), m =0 (2) wurde hier im Gegensatz zu (2) die Zuordnung 





aman, p=— fiir m = 2 (4), 
(4) ; , 
m 1 , m 1 = 
a= >+5, B y a fiir m = 0 (4) 


vorgenommen. Die Betrachtungen konnten also auf Wellenformen der Di- 
mension 0 und — | beschrankt werden. Allgemein geniigen Wellenformen der 
Dimension — k, wenn k eine nicht-negative ganz rationale Zahl ist, einem 
System von k+ 1 partiellen Differentialgleichungen der Ordnung 2 k + 2. 
Diese Differentialgleichungssysteme sind zwar von einfacher Bauart, lassen 
sich aber nur in den Fallen k = 0 und 1 befriedigend behandeln, so daB auch 
nur fiir k = 0 und | eine Beziehung zwischen Wellenformen und Diricui Er- 
Reihen mit Hilfe der MELLIN-Transformation hergestellt und nach HeckEschem 
Vorbild untersucht werden konnte. 
Fiir die indefiniten quadratischen Formen, die durch m = n (2) gekenn- 

zeichnet sind, gibt es neben (2) noch die Zuordnung 
(5) a > p=0. 
GemaB (1) handelt es sich bei diesem Formentypus um gewéhnliche Modul- 
formen der Dimension — m/2. Dieser Tatbestand ist leicht einzusehen, wenn 
man die Struktur der Funktionalgleichungen der entsprechenden Zetaf.anktio- 
nen beachtet. Eine erste Klaérung dieser etwas merkwiirdigen Verhiltnisse 
erfolgte durch SreGe.'); mit Hilfe gewisser Differentialoperatoren konnte er 
im Falle m = n (2) den Formentypus (2) unmittelbar in den Typus (5) iiber- 
fiihren. Damit war der Weg angezeigt, auf dem ich schlieBlich zu einer syste- 
matischen und durchsichtigen Differentialgleichungstheorie gekommen bin. 
Hieriiber soll im folgenden berichtet werden. In der neuen Theorie tritt der 
Formentypus (1) mit gleichberechtigten Exponenten « und f, die beliebige 
reelle oder komplexe Zahlen sein diirfen, in den Vordergrund ; die Auszeichnung 
der Wellenformen ganzzahliger Dimension erwies sich nicht als zweckmabBig. 

Die ersten Bemiihungen waren darauf zu richten fiir die EIssNsTEIN-Reihen(1) 
partielle Differentialgleichungen zu bestimmen. Zugleich muBte eine funktio- 
nale Beziehung zwischen den Formentypen (1) zu verschiedenen Exponenten- 
systemen «a, # hergestellt werden. Diese Probleme werden mit Hilfe der 
Differentialoperatoren 


K, = (z — w)!- ‘= (2 — w)* = a + (2 — vw), 


Azg= (2 w)'-8 (2 wP = — B+ (z—w) = 


(6) 


héchst einfach gelést. Es gilt naimlich 

" K, E (z,w; a, 8) = aH (z,w;a+1, 8-1), 
7) AgE (z, w; «, B) = — BE (z,w;a—1, 8 +1) 
und demzufolge 


(8) (Ag, K, +a (B—1)) E (z. w; a, B)=(K,-, Ag+ B (a— 1) E(z.w; a, 8) =0. 


*) Maass, H.: Automorphe Funktionen und indefinite quadratische Formen. Sitzgs- 
ber. Heidelberg. Akad. Wiss. 1949, Math.-naturwiss. Kl., 1. Abh., 42 8. 
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Eine einfache Umrechnung ergibt 








Az 1 K,4 a (Pp - 1) K,-1 Ag t Bp (a 1) 
(9) Fs a? a \ — a > é 
¥\s5 + 3yF) 7 (a— p)tyz—— lat PYF: 


Die Differentialgleichungen (8) sind also identisch. Der Fortschritt gegeniiber 
den friiheren Entwicklungen®) ist bemerkenswert: Wir kénnen uns auf par- 
tielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung beschrinken. 

Es bezeichne {«, 8} die lineare Schar der analytischen Funktionen f (z, w), 
die in der Halbebene w = Z 3m z>0 reguliir sind und die von dem Differential- 
operator (9) annulliert werden. Zur Abkiirzung werde 
(10) f(z, w) 8S f (Sz, Sw) (ez-4 d)-* (cw + d)-* fir f (2, w) Cc {a, B} 
und reelle Substitutionen S mit der zweiten Zeile c,d und positiver Deter- 
minante gesetzt. Mit 

(cz 4 d) a e- zlog(ez d) (c w 4 d) B e— Blog(ew +d) 
werden hier diejenigen in der Halbebene Ymz>0 bzw. Ym w< 0 regular- 
analytischen Funktionen bezeichnet, die man erhalt, wenn man fiir log (cz + d) 
bzw. log (ec w + d) die durch 
a<arg(cz+d)<2 bzw. asarg(cw+d)<2 
gekennzeichneten Hauptwerte nimmt. 
‘ . , : : ‘ . ‘ ab , 
Es sei G eine Gruppe von reellen Substitutionen S = | a) mit der Deter- 
be 
minante 1. Unter einer automorphen Form vom Typus {G; «, #, v} soll nun 
eine Funktion f (z, w) mit folgenden Eigenschaften verstanden werden: 
1. f (z, w) liegt in der linearen’Schar {«, /}. 
2. Fiir alle Sc G gilt 
f (z, w) | 8 v (S) f (z. w), |v (S) #- 
wobei v ein Multiplikatorsystem zur Gruppe G bezeichnet. Es gehért zur 
Dimension 6 — « im Sinne der PETERssonschen Terminologie‘). 

3. Ist A~1 co Fixpunkt einer beliebigen parabolischen Substitution aus G, 
so gilt in der oberen Halbebene (zx reell. y > 0) 

f(z, w)| A~-2 =O (y*) fiir y>oo 
gleichmaBig in x mit einer gewissen Konstanten K. 

Eine Rechtfertigung dieses Formenbegriffs liegt in der Transformations- 
invarianz: Fiir beliebige reelle Substitutionen LZ mit der Determinante 1 ist 
(11) {G; a, B, v}| L={L-!GL; a, B, v*}, 
wenn {G; «, §, v} zugleich die lineare Schar der Formen des angegebenen 
Typus und v’ das mit ZL transformierte Multiplikatorsystem bezeichnet. 
AuBerdem gilt, wie nicht anders zu erwarten war, 

K,{G; a. B. v} Cc {G; «0+ 1. B—1, »}, 
Ag {G; a B.v} C {G;a-—1, B+ 1, vo}. 
Ist a (f — 1)+0 bzw. 8 (a — 1) +0. so wird {G; a, f, v} durch K, bzw. Ag 
sogar umkehrbar eindeutig auf {G; « + 1, 6 — 1, v} baw. {G;a— 1, B+ 1, v} 


(12) 


*) Perersson, H.: Zur analytischen Theorie der Grenzkreisgruppen I. Math. Ann. 115, 
23—67 (1937). 
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abgebildet. Invariant gegeniiber K, und A, sind nicht die ,,Einzelgewichte“ 
« und 8, wohl aber die ,,Gewichtssumme“ « + # und die Restklassen von « 
und £ mod 1. Im Rahmen dieser Transformationstheorie kénnen die ver- 
schiedenartigen Beziehungen zwischen indefiniten quadratischen Formen und 
automorphen Formen gut verstanden werden. 

Das Interesse des Arithmetikers ist vor allem auf die Fourter-Entwicklungen 
der automorphen Formen in den parabolischen Fixpunkten gewisser Sub- 
stitutionsgruppen G gerichtet. Ist 

LQ) »(19)_ genie 
0} 


01) 
so gestatten die Formen f (z, w) C {G; «, §, v} Entwicklungen der Art 
f(z, w) a) u(y, a+ p) by 


2rxi(n + x) 


(13) + >» a,,, W (22e+H1 y: «, B, sgn (n + x)| ¢ @ = 
n x*O 
wobei iiber alle ganz rationalen n 4 x summiert wird. Hierin ist 
u(y, y) fn! - La § fogs) — yy}, 
(14) cca Pe 
W (y; a, B, e) y 2 W ia—pye «+p—1 (2 Y) (é t 1). 


9 . 9 


Mit W,.,,(y) wird wie iiblich die von WuirrakeER eingefiihrte Lésung der 
konfluenten hypergeometrischen Differentialgleichung in reduzierter Form be- 
zeichnet [s. FuBnote 5)]. Die Entwicklungskoeffizienten a, und b, verschwinden 
im Falle x > 0. 

Die Heckeschen Untersuchungen iiber Modulformen und DrricHLet-Reihen®) 
lassen sich auf den hier diskutierten Formentypus verallgemeinern. Im ein- 
fachsten Fall ergibt sich folgender Sachverhalt: Vorgegeben seien «, f be 
liebig reell oder komplex und y= +1. Ist y= 1, so soll nicht zugleich 
x = B= 0 oder | sein. Mit Hilfe der Me.iin-Transformation wird dann eine 
umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen den Formen f (z, w), die durch die 
Bedingungen 

1. f (z, w) Cia, PB}, 

2. f (z, w) =O (y™) fiir y+oo, f(z, w) =O(y—*) fir y>O mit geeigneten 
Konstanten x., x. gleichmaBig in z, 

3.f(z+1,w+1) =f (z, w), 

4. f| =, = y (— 0z)* (tw) f (z, w) 
gekennzeichnet sind, und den Paaren analytischer Funktionen @ (s), wy (s) her- 
gestellt, die folgende Eigenschaften besitzen: 

1. p(s) und yw (s) sind meromorphe Funktionen, die in gewissen Halb- 
ebenen durch DiricuLet-Reihen dargestellt werden: 
5 —, y (s) y" = 
n=1 7 n=l 





@ (8) 
5) Maenus, O., u. F. O8ERHETTINGER: Formeln und Satze fiir die speziellen Funktionen 
der mathematischen Physik, speziell Kap. 6. Springer-Verlag 1948. 
*) Hecke, E.: Uber die B»stimmung Drricuvetscher Reihen durch ihre Funktional- 
gleichung. Math. Ann. 112, 664—699 (1936). 
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2. Wird 
(15) I (s; a, B) =f Wy; a, B, 1) y*-! dy, 
d 


E (8) = (2 2)—* I (8; a, B) p (8) + (2 2)-* (8; B, a) p(s), 
(16) n (8) = (2 x)-*-1(P (6 + 1; a, p) - £5" re; «, )) y (8) 
— (2 x)~-*-*(P (8 +1; B, a) - fos P (8; B, a)) y (s) 


gesetzt, so sind 


- 1 Y re = 
(17) (8) — a (74 -a——) (@+P—4(l 5) + fe 4 at aaa) 


und 
B 


(18) (s8)+ a, = 











1 8/1 
(seat a—p) (a+p mI 5)-a-G- <a) 


bei geeigneter Wahl der Konstanten a, und }, ganze Funktionen von s von 
endlichem Geschlecht. 


3. @ (s) und y (s) geniigen den Funktionalgleichungen 
(19) E(a+ B-—s)=yé&(s), nla+ B-—8)=— yy (8). 


Die durch (s) und y (s) eindeutig bestimmten Koeffizienten a, und 6, sind 
die Entwicklungskoeffizienten von f (z, w): 


(20) f(z, w)=a,u(y,a+ B)+b,+ SX an W (2 2\n| y; a, B, sgn m) e?**"*, 
n+0 
SchlieBlich sei noch bemerkt, daB 


a—Bp 
ti py one POPet+1—a-8) p Jo aaa ae 
I (s;a, B)=2 Petia) F(B,1—a;84 1 a5) 





ist, wobei F (a, 8; y; x) die hypergeometrische Funktion bezeichnet. 

Die entsprechende Behandlung von Funktionalgleichungssystemen fihrt 
zu einem allgemeinen Ergebnis, aus welchem durch Spezialisierung bekannte 
Satze iiber Diricuiet-Reihen mit Funktionalgleichungen im Zusammenhang 
mitModulformen®), Wellenfunktionen’) und Wellenformen der Dimension — 1%) 
gewonnen werden kénnen. Zu den Funktionalgleichungssystemen fiir die Teil- 
reihen, die aus den Zetafunktionen der indefiniten quadratischen Formen®) 
durch Einfiihrung von Kongruenzbedingungen entstehen, erhilt man nun 
einen einfachen Zugang, wenn man die von SIEGEL*) angegebenen Trans- 
formationsformeln fiir die zugehérigen automorphen Formen verwendet. Zu 
einfachen Formeln gelangt man, wenn man zunichst die durch die Signatur 
n,m — n der indefiniten quadratischen Form bestimmten Gewichte 

n 


m—n 
a 2 


in zulassiger Weise geeignet reduziert. Entweder laBt sich eine der Zahlen a, 
B mod 1 in 0 oder k = « — B mod 2 in 0 oder | iiberfiihren. Der allgemeine 





*) Maass, H.: Uber eine neue Art von nicht-analytischen automorphen Funktionen 
und die Bestimmung Drricatetscher Reihen durch Funktionalgleichungen. Math. 
Ann. 121, 141—183 (1949). 

*) Stece., C. L.: Uber die Zetafunktionen indefiniter quadratischer Formen I und II. 
Math. Z. 48, 682—708 (1938); 44, 398—426 (1939). 
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Formelapparat wird so weit entwickelt, da8 die Durchfiihrung dieses Ver- 
fahrens keine Miihe mehr bereitet. Doch soll die explizite Aufstellung der 
Funktionalgleichungen hier unterbleiben, da sich das Interesse nach der von 
SIEGEL eingeleiteten Entwicklung von den Zetafunktionen auf die Modul- 
funktionen als das kraftigere analytische Hilfsmittel in der Theorie der in 
definiten quadratischen Formen verlagert hat. 

Es bezeichne M (Q) die Hauptkongruenzuntergruppe der Modulgruppe zur 
Stufe Q und v ein im parabolischen Fixpunkt oo unverzweigtes Multiplikator 
system zur Gruppe M(Q) und zur Dimension k= B-—«a. Mit «=0 gilt 
dann fir f (z, w) C {M{(Q); «. 8, v} eine Entwicklung der Art (13). Jeder 
solchen Form kann also ein Paar von DrrIcH1£1-Reihen 


> © oo a 
(99 . SS = le ‘ n 
(22) ga=2— yl)=2 | 
n=1 7 n=1 0 
zugeordnet werden. Ist k ganz rational und v = 1, so 1aBt sich das Problem 


der Euterschen Produktentwicklung mit den von Hecker’) und PeTersson!®) 
entwickelten Methoden auch jetzt befriedigend behandeln, wenn man die 
lineare Schar {M(Q); «, 8, 1} in Teilscharen geeignet aufspaltet. Hier ist zu 
beachten, daB {M (Q); «. 8, 1} endlichen Rang hat, was man mit einer SIEGE! 

schen SchluBweise ahnlich wie fiir Wellenfunktionen’) beweist. Zunachst hat 
man nach dem klassischen Vorbild®) eine Zerlegung der vollen Schar in die 
..Teilscharen zum Teiler und Charakter y“*, die mit § (¢. y. Q. «, 6) bezeichnet 
werden sollen. vorzunehmen. Die weitere Zerfillung wird durch einen neuen 
Operator © bestimmt, der die Beziehungen zwischen Formen und DrricHLeEr- 
Reihen vereinfacht. Der durch 

(23) X f (z, w) = f (— w, — 2) 

definierte Operator X bildet {«, 6} umkehrbar eindeutig auf {8, «} und all 


gemein {G; «, 8, v} umkehrbar eindeutig auf {G*; f, «, v*} ab, wobei 


1 Q-!} 1 0 ab {/ a—b 

und v* v 
0 1) G 0-1 cd ec d) 
gesetzt ist. Insbesondere gilt also 
24) X {M (Q); «, B, 1} = {M(Q); B, «, 1}. 
Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit darf also k = « — 8 =>0 angenommen 
werden. Die Operatoren K und A mégen auf {«. 8} dieselbe Wirkung haben 
wie K,, As. Da die Scharen {«. 8} nicht elementfremd sind, sind K f (z. w) 
und A f(z, w) erst dann eindeutig erklirt, wenn genau feststeht, aus welcher 
Schar {a, 8} die Funktion f (z, w) ausgewahlt ist. Wir setzen nun 


GF = | 


or I (3) 

) k 

(25) 0 I (2) X A‘, 

wobei /'() endlich, also £ + 0, — 1, — 2,... sein mu8. Mit Hilfe der Relation 


K X X A ergibt sich leicht ©? = 1. @ bildet die Teilscharen § (t, 7, Q, «, 8) 


auf sich ab. Wir kénnen also eine Zerlegung 


(26) & (t, x, Q, a, B) =F (t, x. Q. a, B)+F (tx. Q, x B) 

*) Hecke, E.: Uber Modulfunktionen und die Drricnietschen Reihen mit Evier- 
scher Produktentwicklung I und II. Math. Ann. 114, 1—28, 316—351 (1937). 

1°) Perersson, H.: Konstruktion der saimtlichen Lésungen einer RremMannschen 
Funktionalgleichung durch Diricniet-Reihen mit EuLEerscher Produktentwicklung I, II, 
Ill. Math. Ann. 116, 401—412 (1939); 117, 39—64, 277—300 (1940/41). 
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vornehmen, so daB ¥* und §~ aus Eigenfunktionen des Operators @ zum 
Eigenwert + 1 bzw. 1 bestehen. Die DrricHLET-Reihen (22) unterscheiden 
sich nur um einen konstanten Faktor. wenn die zugehérige Form f (z w) in ¥* 
oder }~ liegt. Darin liegt die Bedeutung des Operators 8. Auf die Scharen ¥* 
und ¥~ lat sich die Hecxesche Theorie der 7',-Operatoren ohne besondere 
Modifikationen iibertragen. Beziiglich der EuLER-Produkte sind dieselben Re- 
sultate zu erzielen wie im klassischen Fall®)!°). Dieser Hinweis mag hier 
gentigen. 

Die vorliegende Differentialgleichurgstheorie kann in beschrinktem Um- 
fang auf die Srecetschen Modulfunktionen verallgemeinert werden. Dariiber 
soll spiter berichtet werden. 


§ 1. Differentialoperatoren. 


Wir untersuchen hier die formalen Grundregeln fiir das Rechnen mit 
den eingefiihrten Differentialoperatoren. Die Wirkurg der Operatoren K,, A, 
auf die E1senstetn-Reihen E (z w; « ) ist leicht festzustellen, da die Ablei- 
tungen nach z und w im Bereich der absoluten Konvergenz gliedweise gebildet 
werden kénnen.. So ergeben sich ohne weiteres die Relationen (7) und (8) 
Bei der Umrechnung der Operatoren auf die Variablen 


























7 ] 
(27) r=—>z(z+w), y a7 — w) 
sind die Formeln 
é 1 / é P Q l1/a . 2d 

(28) —— slo — § = }, . — (— rt a 

z 2 y au 2 \dz oy 
zu verwenden. Es gilt also 

2? 2 a? 
(29) 7 — o)2 _ of a 
G— & dz0w y* | a x? é F) 
) a 
.-<+ eu hewvebiodl 
(30) 02 ox ey 
A — B+ (z—w) —B y(i—— —) 

4 ' ‘i aw ’ W\" Oz dy)’ 

folglich 
32 a 
A, z—w)? Sa Se ~~" aod _ 
‘ B : K, ( w) ozaw B ( w) Gz a ( w) = a (I p), 
(31) ‘ : 9 
K, A z— w)* : — DP(z— Ww Ze + z— w } — 
i Ag = ( w) —— B ( w) > + oo ( wv) = + B(l x), 


woraus 
Az i K, t a (f—1) K, 1 Ag t B (a —1) 
ae a a 


(32) (z— w)? 20w — p (z — w) De - a (z— w) = 





a2 a2 


e o oC vm 2 ¢ @ 
— (gat ap) t (2 — Bing — (a+ Ay gy 


erhellt. In der komplexen Mannigfaltigkeit der Punkte (z, w) bezeichne § die 

»,Obere Halbebene w= 2, Jmz>0. {a, 8} besteht also aus den Funktionen 

f (z, w), die in § regulir sind und von dem Operator (32) annulliert werden. 

Da es sich hier um eine elliptische Differentialgleichung spezieller Art handelt, 

so ist die Analytizitat von f(z, w) in § sicher dann gewihrleistet, wenn die 

Funktion nach den Variablen xz, y im Reellen zweimal stetig differenzierbar ist. 
17* 
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Hilfssatz 1: 1. Es ist stets 
(33) K, {a, B} Cc {a +1, B— 1}, Ag {a B}c{a—1, B+ I}. 
2. Ist a(B — 1)+0 bew. B(x — 1) +0, 80 wird {a, B} durch K, bzw. Ag 
umkehrbar eindeutig auf {a + 1, B — 1} bzw. {a — 1, B + 1} abgebildet. 
Beweis: Fiir fc {a, f} ist 
(Ap—1 K, + & (B— 1) f= (Ke-1 Ap + B(a— 1) f=0. 
Wendet man hierauf K, bzw. A, an, so ergibt sich 


(K, Ag-1 + «(8 — 1)) (K, f) = (Ag K.-1 + B (a — 1)) (Ag f) = 0, 
also 


K.fC{at+1B—1, Agfc{a—1, 6+); 


denn K, f und A, f sind sicher in § regular. 
Die durch K, bzw. Ag vermittelte Abbildung von {a, 8} ist im Falle 
x(B—1)+0 bzw. B(a—1)+0 umkehrbar eindeutig, da es eine inverse 
l 
aa— py -1 Fa) 
sich schlieBlich auch, daB jede Funktion aus {a+ 1, 8 — 1} baw. {a—1, B+]} 
als Bild einer Funktion aus {«, 6} vorkommt. 


Abbildung gibt, namlich 





K,—,. Daraus ergibt 


™ . . a ' at , ’ . 
Hilfssatz 2: Fiir reelle Substitutionen S (° :) mit der Determinante 1 ist 
¢ 


(34) {a, B}| S = {a, B}. 


Beweis: Es sei 7= Sz, #= Sw. Die Operatoren K,, Ag_; mégen aus 
K,, Ag_, entstehen, wenn man hierin z, w durch 2, ® ersetzt. Mit Hilfe von 
z—w a 0 od 


zt d)cwtd)’ oF (cz + d)? 32’ bo (cw + d= 


7—® 








ergibt sich dann die Operatorenidentitat 


(35) Ap-1R, (cz + dy (cw + dP = (cz +d)" (Cw4 dP A,_, K 


a? 


Zum Beweis fiihren wir die linke Seite von (35) iiber in 





(a — B+ (2—®) ° ) { a + (2 — @) =F) (cz + d)* (cw + dy 


aw } az 





‘ cw+d @ cz+d 2 
=(1 — P+ (2— w) czt+d ow (a re- +d Fz) (2 +d)? (cw + d). 
Die Identitaét mit der rechten Seite von (35) ist nun leicht zu bestatigen. Sei 
f (z, w) C {a, B}, also 
(As_, K, + «(8 — 1) f (2, @) =0. 

Hieraus folgt 
(cz + d)* (cw + d)’ (Ag_i1 K, + «(8 — 1)) (ez + d)-* (cw+ d)—* f (2, &) = 0 
oder 

(Ag_, K, + «(8 — 1)) (f (z, w) | S)=90, 
mithin f(z, w) | Sc {a, 6}; denn f(z, w)| S ist in § sicher regulir. Da es zu 
der Operation / (z, w) + f (z, w)| S eine inverse gibt, ist {a, B}|S mit {a, B} 
identisch, q.e.d. 
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Hilfssatz 3: Sei f (z, w)C{a, B} und S (71) eine reelle Substitution mit 


der Determinante 1. Dann ist 
(36) (K, f (z, w))| S = K, (f (z, w)| 8), (Ag f (z, w)) |g Ag (f (2, w) | S). 


Beweis: Wir setzen wieder 7 = S z, 6 = S w und finden 





Analog erschlieBt man die zweite Relation. 


Hilfssatz 4: Sei f (z, w) C {a, B} und S = (2*) eine reelle Substitution mit 
der Determinante 1. Dann ist 
(37) . (X f (z, w))| S = X (f (z, w)| S*) mit S* »- “aa , 


Beweis: Da die Differentialgleichung 
(Ag_, K, + a (B — 1) f (z, w) =0 


in sich tibergeht, wenn man gleichzeitig «, # durch £, « und x durch — z er- 
setzt, so gilt offenbar 


(38) X {a, B} = {B, a}. 


Damit ergibt sich 


(X f (z, w)) |S =f (— w, — 2)| 8 





G w b a b 
f( 7 vrrt er a) Eee z) + d)-? (—e(— w) + d)-* 


X (f (z, w) | S*). 


Hilfssatz 5: Es sei 8B +0, —1,—2,... und k= a — B ganz rational = 0. 
Mit © pit x AF ist dann 0 {a, 8} = {x, B} und 0? = 1. 


Beweis: Nach (38) und Hilfssatz 1 ist 

© {a, B} = XK AF {a, B}CX{a—k, B+ k}={P +k, a— k} = {a, Bh. 
Zum Beweis der Relation 0? = 1 benétigen wir die Vertauschungsregel 
(39) KX=— XA. 


Wegen X? = 1 ist sie gleichwertig mit X K X - A. Fiir g (x, y) C {a, B} gilt 
nun in der Tat 
2 \ 


- 2 
XKpXg (x, 9) =X(B+y(i e+ Z)) g(x) 


de (- B 4 y(i4 _ *)) g (x, y) = —Agg (x, y). 
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Damit wird 








6 (FEY xan 1 (FO) Ken 
. (1 (8)\2 
( 1)! Tia) K, i K, 2 Ky A, LA, 2 AY 
- a a ( 1'(3)\2 
(a — 1)? (« 2... 6 (>?) l 


wobei beriicksichtigt wurde, daB K,,,A,_,-, auf die Schar {f+ y + I, 
x — 1— v} dieselbe Wirkung hat wie der Operator (B+) (a—1 v) 
Wegen 0? = 1 wird {«, 8} durch 0 auf sich abgebildet. 

§ 2. Automorphe Formen. 


Fir Ym z>0, Ym w < O und reelle c, d + 0, 0 ist 


(cz + d)* etlog(ez+d) (ew + d)é ef log (cw + d) 
und 
log (c z+ d) = log|cz + d|+ iarg (cz +d), — a< arg (ez +d) 
log (cw + d) log |cw + d|+ iarg (cw + d), Sf arg (cw + d) 
mit reellen log |cz 4 d\, log |cw + d| gesetzt worden. Offenbar ist 


log (cz + d) + log (cw + d) reell fiir w = 2. 


Folglich treten in den Transformationsformeln, die das Verhalten der Funk- 
tionen 


(cz + d)* (cw + d)’ = (cz + d)*—*- (cz + d) (cw + d) 


und (cz+d)*—* gegeniiber reellen Substitutionen z+ Sz, w+ Sw beschreiben, 
dieselben Faktorsysteme o'*~*) (.M, S) (in der PerErssonschen Bezeichnung *)) 


> © , ay by . ae : : ; 
auf. Sind S, (° d ) reelle Substitutionen mit der Determinante 1 und ist 
S, = 8, 8,, so gilt also 


(c, S, z + d,)* (c, S, w + d,)* (c, z + d,)* (c. w + dy) ? 
(40 . 

a (S,, Sq) (¢s z + dy)* (cg w + d,)? mit o = o 
Allgemein kann nun 
(41) f | (S, 8.) = a (S,, S,) (f | S,) | 8, fiir fc {a, B} 
bewiesen werden. 

Es sei G eine Gruppe reeller Substitutionen und f eine nicht identisch ver- 
schwindende Funktion aus {x, 8}. Mit gewissen Zahlkoeffizienten v (S) vom 
Betrag 1 sei 
(42) {\S=v(S)f fir SCG. 

Die Formel (41) ergibt dann | 
v (S, S,) = 0 (S;, Sy) v (S,) v (Sp) fiir S,, 8,cG. 


Die Zahlwerte v (S) bilden also ein Multiplikatorsystem zur Gruppe G und 
zur Dimension f — «. In der iiblichen Weise bestitigt man, daB sich die 
transformierte Funktion f | A~' nach der Regel 





(43) (f | A") | S = v4" (8) f| A-? " fir SCAG A-! 
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umsetzt. Dabei ist A eine beliebige reelle Substitution mit der Determinante 1 
und 





-lg -1 
(44) v4-1 (9) = » (4-1. 8 A) 24 84,47) 
a (A7*, 8) 
Nach Hilfssatz 3 und 4 ist auBerdem 
(45) (K, f)| S=o(S)K,f, (Apf)|S=v(S)Apf fir SCG 
and 
. la . " she OY 1 0 
(46) (Xf)|S=v*(S)Xf fiir SC (, } G(, i) 
mit 
- a b’ a —b' 
(47) v*(° a)" v( ° a) 


Wir bestimmen nun die FourteR-Entwicklungen der in {«, 8} gelegenen 
periodischen Funktionen. 

Hilfssatz 6: Es sei g, (y) e'**C {a. B} und g,(y) =O (y*) fiir reelles y> co 
mit einer gewissen Konstanten K im Falle ¢ + 0. Dann ist 

Jo (y) =aul(y,a+ f)+b, g,(y)=a W (y; a, Be) fire=+1 

mit den durch (14) erklarten Funktionen. a und b bezeichnen beliebige Kon- 
stanten. 

Beweis: Im Falle ¢ = 0 wird behauptet, daB 1 und u (y, «+ #) ein Haupt- 
system der Differentialgleichung 


(48) y go {y) + (a + B) gc (y) = 9 
bilden. Das ist leicht zu bestitigen. Sei nun e= +1. Fiir g, (y) ergibt sich 
dann die Differentialgleichung 
(49) y ge’ (y) + (% + B) ge (y) + ((a— Ble — y) ge (y) = 9, 
die sich in einfacher Weise auf die WuirrakeErsche Differentialgleichung — 
eine spezielle reduzierte Form der konfluenten hypergeometrischen Diffe- 
rentialgleichung — zuriickfiihren 14Bt [s. KamKe"), 2-273 (9)]. Es gilt 
namlich 
a+8 
——e= a ((a—fe at+f—i 2y) 
a(y=y * w/e Ms, sth) oy), 
wobei W (i, m, y) eine Lésung der Differentialgleichung 
(50) 4y2°W”’ =(y¥2—4ly+4m*—1)W 


bezeichnet. Diese besitzt das Hauptsystem Wm (y). W—im(— y) [s.°), S. 116). 
Fiir yoo geht die erste Funktion exponentiell gegen 0 und die zweite 
exponentiell gegen oo. Mithin ist 

2+8 


(51) g.(y)=ay 





Zur Abkiirzung ist hierfiir 
(52) g. (y) = a W (y; a, B, e) 
geschrieben worden. 


_ 


11) Kamxg, E.: Differentialgleichungen, Lésungen und Lésungsmethoden I. Leipzig 
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Wir bestimmen die Wirkungen der Operatoren K,, As, X auf die in Hilfs- 
satz 6 genannten Funktionen: 

Hilfssatz 7: 1. X1=1, Xu(y.a+ BP) =uly,a+ P), 

X W (y; «, B, e) e*? = Wy; B, a, — e) e~ *** (e= +1), 
2. K,l=a, K,u(y,a+ p)=(1— p)u(y,a+ B)4+1, 
. W (y;a+1, B—1, «) e*? iir a 

K. W (y; a, Be) et” hs 1) Sieaaks 1, e) et*? bp ‘. 

3. Ag) B, Agul(y,a+ B)=(a—lhu(y,a+ B)-—1, 


, Jl-1IPWly;« B+l,ele** fiir e=1, 
| > 


l, 
W (y; a, B, e) e* : 
Ay W (y; a, Bs, €) Wi(y;a—1,B+1eje**? fire a 


Beweis: Die behauptete Wirkung von X ist elementar zu priifen, ebenso 
die von K, und A, auf die Funktionen 1, u(y, « + £). Darauf braucht nicht 
mehr eingegangen zu werden. Fiir die restlichen Transformationsformeln be- 
nétigen wir einige Identitaéten. die zwischen den Lésungen W (/ m, y) der 
Wuirtakerschen Differentialgleichung (50) zu verschiedenen Parameter- 
werten /, m bestehen. Zunichst bestatigt man leicht, daB 


y W’ (l, m, y) + (lL— 4 y) W (l,m, y) 


eine Lésung vom Typus W (1+ 1,m y) ist. Wahlt man speziell W (J, m, y) 

Wim(y), so zeigt das asymptotische Verhalten dieser Funktion, daB 
W (1+ 1, m, y) bis auf einen konstanten Faktor mit W741, m(y) identisch ist. 
Dieser Faktor kann mit Hilfe der asymptotischen Entwicklung 

= i x 1 n 
r a. Rote: 6° 2 i te \ ,)2 
Wim (y) = € y'(1 ~ ae i |= (i+ 4 **)) 

{[s.5), S. 116] ermittelt werden, wenn man hierin hinreichend viele Glieder 
beriicksichtigt. So ergibt sich 




















(53) y Wim (y) — (L— 4 y) Wim (y) (m? — (lL —})*) Wi_i,m(y), 
(54) y Wi, m(y) + (L— $y) Wim (y) Wi +1,m (y)- 
Damit erhalten wir nun 
K, W (y; a, B, e) ef? 
a+, 
a 2 \' ——_— ooo tex 
(« y (i ay) ¥ * We pe s+f 1 (2y)e 
_ 2+8 ‘ 
= ¥ & [29 WwW’ (a— Be a+s—1 (2 y) T 
2( S59 - y) W Be ate 29) eet 
o*s 2 ’ < 
| y 2 W sntae a+p—1 (2 y) e** fiir ¢ l, 
2 , 2 
| a(B—1)Wy-e-2 «a+p—-1 (2y)e** fir « l, 
2 ’ 2 
f W (y;a+1, B—1, e) e**? fir e= 1, 
l\—a(P—l W(y;a4+1, B—lLele** fir e=— 1, 
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A, W (y; «, B, e) e** = — X Ky X W (y; «, B, e) ef** 
X Kz W (y; B, a, — €) e~ **? 


XW (y; B+1,«a—1,—e)e-*** fiir ¢« = — 1, 
eae be Wie l,a — 1, — e) e—*** fir ¢ = 1, 
Pte a—1, B+1, ee fir ¢= — l, 

B(a—1)W(y; «—1, B+1, eet? fiir «= 1. 


Hilfssatz 8: Es sei g(x, y)C{a, B}, g(xa+Q. y) =e ***g (xz, y) (Q>0, 
0< x <1) und g (z, y) =O (y*) fiir reelles y+ gleichmafig in 0 < x < Q mit 
einer gewissen Konstanten K. Dann laBt sich g (x, y) in eine Fourter-Reithe 
g(x, y)=a,u(y,a+ B)+b,+ 

° 2xi(n +x) 
ks dn pe W (== 5 E* y; a, B, sgn (n+ x) e Q , 
n+n+0 Q 7 / 
entwickeln, die fiir reelle x und y > 0 absolut konvergiert. Die Koeffizienten a, 
und b, verschwinden im Falle x > 0. Umgekehrt stellt jede solche Fourterrethe 
eine Funktion mit den genannten Eigenschaften dar. 

Beweis: Es‘ sei g(x, y) C {a, B} und g(x+ Q, y) = e®***g(z, y). Dann 

gibt es eine FourreR-Entwicklung 
- 2xi(n +x) 
g(z,y)= JS Ansalybe °° , 
die sicher absolut konvergiert, da g (x, y) mindestens zweimal stetig differen- 
zierbar ist. Offenbar ist 
2st +s) , 

Ansx(ybe & C {a, B} fiir alle n, 
also auch 

Ans (gre) ec {a, B} fir n+x+0 
mit ¢ = sgn (n + x) und 


Ans (y) Cc {a, B} fir n+x=0, 
was nur im Falle x = 0 méglich ist. Wachst g (zx. y) gleichmaBig in z fiir 
yoo héchstens wie eine Potenz von y, so gilt dies auch fiir die FourtEer- 
Koeffizienten 








“é 2axi(n +x) 
aI (y) Ly q(z,y)e @ "dz 
4in+x y¥) Q | g ’ y 
6 
Hilfssatz 6 liefert nun 
Ay (y) = ap u(y, a + B) + dg (im Falle x = 0) 
»{ 2:3 +x . ; 
Ansx(y) = Gn+% Vi (= y;%,B,sgn(m+x)) firn+x+0. 
Die Betrachtung ist leicht umzukehren, wenn man die asymptotische Ent 
wicklung 
(a — Ae a+p —aje 
55) Wiy;a,B,e)~2 7 y . e-! fir y-> 


beachtet. 
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Wir wenden uns nun den Formenscharen {G; «, f, v} zu, wobei || 1 sei. 

0 
0-1 
werden, wenn dies aus beweistechnischen Griinden bequem ist. Die Formen 
f (z, w) C{G; a, B, v} sind durch die folgenden Eigenschaften gekennzeichnet: 


Ohne Einschrankung der Allgemeinheit kann auch ( - G vorausgesetzt 


l. f (z, w) C {a, B}, 
2. f (z, w) | S=v(S) f (z, w) fir SCG, 


: = l P 
3. Ist co parabolischer Fixpunkt von AG A~! und erzeugt (" e (mit 


1) 
Q > 0) die Gruppe der parabolischen Substitutionen Cc A GA~! mit dem 
Fixpunkt oo, so gibt es eine Entwicklung 


(56) f (z, w)| A+ =a,u(y,a+ PB) + 5-4 


Zai(n +x) 


wobei 
a7? (1 Q\ Qxix Eten 
: (9 i) . » OSX 
gesetzt ist. 
Die Gleichwertigkeit dieser Bedingungen mit den in der Einleitung for 
mulierten ist mit Hilfe von (43), Hilfssatz 2 und 8 ohne weiteres festzustellen 
Satz 1: Fiir reelle Substitutionen L mit der Determinante | ist 
{G; a, B, v}| L={L-'GL; a, B, v*}. 
Beweis: Sei f (z, w)C {G; «, 8, v}. Dann ist nach Hilfssatz 2 f (z, w)| L 
{a, B} und nach (44) (f (z, w)|L)| S = v” (S) f(z, w)| L far SCL-'GL. 
- . . ae 1 ; 
Weiter sei co parabolischer Fixpunkt von BL™'GL B-}; ae erzeuge die 
Gruppe der parabolischen Substitutionen BL-\GLB-} mit dem Fix 
punkt co. Wird A = BL~! gesetzt, so gilt fiir f(z, w)| A~* und folglich auch fi 
1 
— ee! ——Ie 
(f (z,w) | L)| B SIL. B=) f (z, w)| A 
eine Entwicklung der Art (56). Damit ist 
{G; a, B, v}| Lo{L-'GL; a, B, v*} 


bewiesen. Hierin ersetzt man LZ durch Z~', sodann G, v durch L~-!G J, v. 
Dies ergibt 
{L-'GL; a, B, v’}| L-1C{G; a, B, v} 


oder 
{L-1G L; a, B, v"} c{G; a, B, v}| LD, 
mithin 
{G; a, B, v}| L={L“GL; «, B, v*}. 
Satz 2: 1. Es ist stets 
K,{G; a B, vo} C{G;a+ 1, B—1, vo}, Ag{G; a, B, vo} C{G;a—1, B+ 1, v}. 


2. Ist a (8B — 1) +0 bew. B (a — 1) +0, 80 wird {G; a, B, v} durch K, bzw. 
A, umkehrbar eindeutig auf {G; a+ 1, B—1,v} bw. {G;a—1, 8+1,2} 
abgebildet. 
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Beweis: Sei f (z, w) C{G; «, 8, v}. Nach Hilfssatz 1 liegt dann K, f (z. w) 
in {a + 1, B— 1} und Agf (z, w) in {a — 1, 8 + 1}. Auch gegeniiber den Sub- 
stitutionen aus G zeigen die Funktionen nach (45) das richtige Verhalten. 
Aus (56) folgt schlieBlich, wenn Hilfssatz 3 und 7 beachtet wird, 




















(K, f (z, w))| AT? = (L— B)aguly, « + | Ay + a dy 
; -(2a\n+x ik te 
57) — J an..W { —y;a+l, f—1, 1). Q 
” 7 0 Q 
2ain+x S2t(n +s) 
—a(B—1) JS ay.., W(|—— 9;a+ 1, p—1 1) ¢ 
| <e Q ' | 
(Ag f(z, w)) | A“? = (a— 1) ay u(y, a + B)— ag — B by 
2axi(n + x) 
: (Qn \n+x as 
58) p(a—1) pa On Ww % —y:a—l.p+llje @ 
9 ag 
> a,,,.¥W(——— vsa—-LpPt+l—lije 9 
_— n x ’ P j 
~<0 Q 


Damit ist Teil | von Satz 2 bewiesen. Nun ist wie beim Hilfssatz 1 weiter zu 
schlieBen. 

Satz 3: Es seik=a— | 
Dann ist 


v 


ganz rational > 0 und 6 + 0,--1,—2,... 


0 {G; a, B, v} = {G*; a, B, v*} 


ab / a — b\ 


a a-*_i 
ed) v\ c d)* 


, 0\ 
mit G* lo—1 G{, ;) und v*| 


Beweis: Wegen (46) und Hilfssatz 4 ist 
(59) X{G; a, B, v} = {G*; B, a, v*} 
Satz 2 ergibt also 
0{G; a, B, v} = XA*{G; a, B, v} = X{G; B, a, v} = {G*; a, B, v*}. 


(10 
\o1 


Satz 4: Die Funktion f (z, w) C {a, 8} gestatte die FourtEr-Entwicklung 


Wiederholte Anwendung der Formeln (57) und (58) fiir A ) ergibt 


f(z, w) =a,u(y,a+ B)+ 5,4 
2ai(n +x) 
2a 'n+x 








(60) >” an.,V(— _y; a, B, sgn (n +- x)) € v ‘ 
n+ +0 q y f 8 

Dann ist fiir h>0: 

K* f(z, w) = (— 1)" =. a, uly, « B) 

Tig —h UY a+ | 
h 1 7 ’ . . 

_ . I'(8) (a+ h) I"'(a +- h) 
(61) | 5 - v u em + Be F 

. Ry 2) (gg —v)P(a+vr+ 1) } 4 + I" («) b 


2ai(n +x) 
2a \n+x . am fem: 


D y;a+h, B—h, lle 


. 2ri(n +x) 

22 \n-+ x ———a 

nigga Of ° = = Q 
7 ¥,a- h B h, lle 








v | 
a , a Any, WI 
an+x<0 
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und 
r > 
AP f (z, w) Fier a, u(y, «+ B) 
P'(a) (6 + h) r'(8 +h) 
as j 5 - eee =< 1 S ee bp 
2) (2.- "par nreret y) at Te °° 


2xi(n+x) 


"(8-4 4 22 > 5 
, T(8 + h) F(a) wv Gan W (at Y; % h, p + h, Ie Q 





T@)Ta—® Aso Q 
22 i(n +x) 
> Gnis w (Sabra y;a—h, B+h, I) _ 
n+«<0 Q 


I'(a +h) I’ (a+ h) 
(a) * r(a+r4+)) 


weils die Werte der analytischen Funktionen 





Die /’- Quotienten usw. stellen in diesen Formeln je- 


I'(z+ h) I'(z+ h) 
(z) * (z+vr4+)) 





usw. an 
der Stelle z = « dar. 

Mit Hilfe der zweiten Entwicklung in Satz 4 kann nun auch die Wirkung 
des Operators © auf die Fourrer-Reihen bestimmt werden. Man braucht nur 


auf A* f(z, w) mit k = « — B den Operator at X anzuwenden. Der Einfach- 
heit halber setzen wir x = 0. 
Satz 5: Es sei k = « — B ganz rational > 0, 8 + 0, — 1, — 2,... und 
f(z, w) = ag u(y, a+ B) + 554 
(63) xi" s 


2a\n 





+ S' a, W y; «, B, sgn n) ¢ 
n+ QO 4 f 


die FourtER-Rethe einer periodischen Funktion aus {a, B}. Dann ist 














0 f(z, w) 
a, ' I'(a) Tg \ 
aM u(y, a + f) 4 (2 e i” "Te STU Ts + 1) a + (— 1 by 
(64) ‘ . 2xin 
_r _(2xn a i ion 
Tia) i," nW ( Q Y; a, 1) 
r(2) —— > 
Tia an W 7 y; a, B, — 1) é 
Hierin ist insbesondere 
(65) FR ye" I'(«) (8) Q far k = 0(2 
. o=0 P(a—v)I(8 +y+1) ” (2), 


was man direkt bestitigen oder auch aus @? = I folgern kann. 


§ 3. Spezielle Typen automorpher Formen. 

Die Reduktionsformeln von Satz 4 sollen hier speziell auf solche Formen- 
scharen {G; «, 8, v} angewendet werden. die eine Bezichung zu den klassischen 
automorphen Formen oder den Wellenformen von der Dimension 0 oder | 
aufweisen. Es wird also vorausgesetzt, daB eine der Zahlen a, 8, a — B ganz 
rational ist. In diesen Fallen lassen sich die WurrTaKERschen Funktionen auf 
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BesseLsche Funktionen und Exponentialfunktionen zuriickfiihren. Das soll 
zunichst gezeigt werden. Nach FuBnote 5), 8. 118 ist 
Zz 
a 
(66) Wis my) = —+ 
r(m ro _ i 6 


fir y > 0, Re (m+ 1/2—1)>0. Mit k= « — B wird also 


. } m+l—4 
/ m—'—te-t (1 4) * dt 














a+B 
Wy;% Be)=y * Wee a+p-1 (29) 
(67) Be, be-s-f — » this in 
a Es [im ome Oe * he dt 
(/a+p—ke z Qy 
I 3 6 
Die Substitution t = y (u — 1) fiihrt auf 
W (y; a, B,£) 
Nee Ee 
— 2 ry a+ ke a+B+ke 
ea es | (u-1) 2 (u+1) 2 e-¥% du 
ay SR 
1 £3f —. 
ae > | (u? — 1-1 (w + e)Fe— 4M +9) du. 
ss ae Silos 


Ist k ganz rational = 0, so ergibt sich 
Wy; B+k, Be) 











k 
1 pB— — co 
: 2 ov k - 
(-1P — kl ) 5 | (uw? — 1P-le-¥@+9 du 
(69) r(é | dy 
1—k 
— r() P , 
had ko 2 } a U4 B 
(e+ > 
mit 
l B } ~ 
(70) K g—1(y) Ve(sy) ] (u? — 1-1 e—¥* du [s.!2), 6+ 3] 
Bindi ray i :3 
fir k = 0, 1 also 
71) Ww 2 yi-'K ) 
(7 (y; B, B, e) 1 v p—3(y), 
i , l "(8 alu 
(72) Wy; 1+ B, B,e) Carre —— yt -° (Kg. 4 (y) +e Kp_4(y)), 
= r(e+ty) 
wobei 
- 1 _ y — 
y K3_1(y) 4 - B) Ks—1(y) = — y Kg4a(y) [s.*), 3+ 71] 
: 2 ] 2 ; 





#2) Watson, G. N.: A treatise on the theory of Bessrt functions. Cambridge 1922. 
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beriicksichtigt wurde. Da stets 


Wi m(y) Wi — m(y) 














ist, so gilt fiir y > 0, Re (a + BP + ke) < 2 auch 
W (y; a, B, €) y 2 Wy »—p (2 y) 
(73) ka et hed » gibbon ~ ok Seed 
a*s .* «? -——_, t : 
. a+f+ke | f . (1 ' 2y dt 
] {1 —, —] r ! 


Das Integral hat fir P = 0, « 1, Re « < 1 bekanntlich den Wert /'(1 — z). 
Allgemein ergibt sich damit 


(74) W (y; a, 0, 1) W (y;0,a,—1)=2 


Wir reduzieren nun die Formenscharen {G; «, , v}, fiir welche « oder / 
ganz rational ist. Da der Operator X die gegebene Schar nach (59) auf ele- 
mentare Art umkehrbar eindeutig auf die Schar {G*; f, «, v*} abbildet, 
brauchen wir nur den Fall ganz rationaler § darzustellen. Dabei beriicksich- 
tigen wir (74) und Satz 2 4. 

Satz 6: Es sei B reell, h B eine natiirliche Zahl und f(z, w) eine auto- 
morphe Form aus {G; «, B, v}, die eine Fourter-Entwicklung 

f(z, w) a, uly, % B) + by 


2xi(n + x) 
gee J 





75) ‘ (2: + x 
i a (—S— 9: «, B, sgn (n +4 x)) 
gestatte. 
1. Ist p > 0, 8o stellt 
s . ; . 
, ; Ith) '(a +h) I'(a + h) 
Kh 2. w 5‘ a BP . — sade 
- ] (z, w) = ( ) Th y) (a+r +1) ) 4% Ta) 9 
(7 >) 2+f8 2ai(n + x) 
-iys* fF ae F 
Nn x U0 


eine automorphe Form der Dimension (x + PB) zur Gruppe G und zum Multi- 
plikatorsystem v im klassischen Sinne dar. 
2. Ist B < 0, 80 wird 








7 T(x) , 
A* f(z, w) Tah 10% (ys % + 8) 
h 1 ’ . 
» I(a) (hk — v) \ . 
‘ ——_—_ —— + > 
(= Ga ) a [th 1) by 
(47) ‘ Th +1) Ia) oe < 2xi(n +x) 
(— 1’ —————_ 2 * is. 4 Q 
(a — h) sae 
: Sela tm 2xi(n + x) 
2 (Ont w (== ta 7 y; a+ B,0, 1) e Q 


Die Funktion W(y;«,0,—1) hangt mit der ,,unvollstandigen Gamma- 
funktion“ [s.5), 8. 125] zusammen, ist also keine elementare Transzendente. 
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Folglich wird die ausgefiihrte Reduktion im allgemeinen keine gewdhnliche 
automorphe Form ergeben. falls 8 < 0 ist. 

Die Behandlung der Fille « — 8 =0 (1) erfolgt mit Hilfe der Sitze 2, 
4 und der Formeln (71), (72). Wegen der Gleichwertigkeit von « und # darf 
x — B => 0 angenommen werden. 

Satz 7: Es sei a— 6 ganz rational > 0. Die automorphe Form f(z. w) ¢ 
{G; a, B, v} gestatte eine FUuRIER-Entwicklung von der in Satz 6 angegebenen 


irt. Wird h ihe 4 gesetzt, so stellt 
y? + AP f(z, w) 
eine automorphe Wellenform zur Gruppe G, Dimension 2h + B — a, Wellen- 
zahl B +h und zum Multiplikatorsystem v dar. Es gilt 
" I(x) 
» Bah Ah > ’ 
(78) y A* f (z, w) Ta—h 
(es pyaer_@) PUB +) wa LTD 2) sae 
(= (—I "Fa HT +r Fy) ot (— Fy Pog 


a,u(y,%+ B) y®t* 4 


- g(z, w), 








1. fiir « — B ='0 (2): g(z, w) 
B h ] . 
2 Q \' 2 T'(8+2h) ‘ ! 
= — |s=— ——— n+ xlt—f—* a 
1 e) (8) ... | x\8 uli 
, l 2ri(n =) s 
— 2a\in+zx ; 
y2 K ha-1 | Q y) ¢ Q 
r - B+h—} 
VE (By int alts 
a \en n+x<0 


2ai(n+ x) 


. os 2Qa\in+x| — 
y? K »a-4(—_— 9) Q 
y B+h—-} Q i] 


2. fira— B=1(2): g(z, w) 
B+h—41 “WRT - 
= (*) > (8 +h) I'(a) y |n + x|t-?—* a 
\¥ a I(8)T(a —h) n+x>0 








n+e “ 


2xi(n + x) 


y (Koss {=a y) + Koen (A v))« ' 
(3) |x (a h) n Hee” *| ba 


2xi(n + x) 


ak os 22 |n + x| , 22 |n- \ 
y (Koss (A y)—Kpsi (A vie Q 
§ 4. Automorphe Formen und Diricutet-Reihen. 


Auf Grund der bekannten Potenzreihenentwicklungen der WHITTAKERschen 
Funktion [s.5), 8. 116] ist leicht festzustellen, daB 


(79) W (y; a, B, 1) = O(y~*) fiir reelles yO 





~, 2 
. on “eer - ‘ » a- a+ 
und gewisse Konstanten K gilt. Es reicht z. B.,K > Re ; 4 [me aif) =i 
2 
zu wiahlen. Nach (55) ist auBerdem 


(80) W (y; «, B, 1) = O(y~*% e~”) fiir reelles y— oo. 
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Die Me.iin-Transformierte von W (y; «, f, 1): 

(81) I'(s; x, B)=f Wy; Bl) y-*dy 
0 


ist also in der Halbebene Sie s > K regulir. Mit Hilfe der Darstellung (68) 
ergibt sich 











+s ,, “y 
I (s; a, B) -" $ ne (w — 1)?—-1 (wu + 1)*-! u-* du. 
+e 
Die Substitution u = (1 + v) (l— v)—?! fihrt auf 
! rw 
"(a > 9 2 bd ~—1 \s—a—p 1 »\— 8 ) 
['(s; a, B) =2 TB) fe (1 — v) (1+ v)-*dv. 


Damit ist ein Zusammenhang mit der hypergeometrischen Funktion 
1 





7 ‘me hon I(c) = ; b-1 sje—b—1 — »2)-@ ’ 
F(a. b;¢;2)= 7p J P-1(1 — v) (1 — v2)-*d 
hergestellt. Es folgt nun 
e+f ,, . 
. _— aan I +] a . 
I'(s;a,B)=2 * le) Fic - = ) FP (s, B; 8+ 1—-a;— 1). 


Beachten wir noch 





F (a, 6; c; z) = (1 — z) »F (b,c a;c; - ); 
so ergibt sich schlieBlich 


a 


(82) I'(s;a,p)=2 ? 





I'(s) '(s+1l—« 
~ (e+l—a) 





B) F(8, l— a;s-+ 1— ai), 


woraus erhellt, daB /’(s; «, 8) eine meromorphe Funktion von s ist, die nur 
in den Stellen « + # — und 1 — n (n = natiirliche Zahl) Pole haben kann. 

Wir betrachten die Sonderfille, die den speziellen Formenscharen in § 3 
entsprechen. Aus (82) folgt unmittelbar 





(83) I’ (s; a, 0) = 22 I’(s). 

Im Falle § = « liefert (82) mit 
' ee 2'-*Va Ie) 
I (a, 1 - a;¢;5) : 





(e+a\ ,(/c+l—a 
rT) 
zunichst 

I'(s) (8 +1— 2a) 


e+ re - 
rs r+ «) 


P'(8; a, a) = 2*-*\ x 








Die LecenprREsche Relation 


I'(s) = il r($) rs) 
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ergibt dann 


(84) I'(s8; a, «) "glial 7 ol —a). 





2 


Eliminiert man aus (72) mit Hilfe von (71) die BessrL-Funktionen, so erhilt 
man die Relation 





W(y;1+ B, Be) (yW(y;8+1,68+1,1)+eW(y; £, B,1)) 





nile , oe 
y2r(e+ 5) ) 


{ W(y;1+ B, Be) wt dy 
| r() 


— l —e 
2r( B+ 
y2r(8+—>~) 
Fiir die Funktionen auf der rechten Seite der Gleichung sind die Darstellun- 
gen (84) einzutragen. Entsprechend den Werten e = + 1 resultiert 


0 eulogy (=a) «Cay (et 
I" (s; B, B +1) 


-" 7 '(r() r(s- p)—r(s) r(+-— 8). 


Im folgenden benétigen wir ein einfaches Prinzip, um die Identitaét zweier 
Funktionen aus {«. §} festzustellen. Diesem Zweck dient 

Hilfssatz 9: Hine Funktion g(x, y)C {a, B} verschwindet genau dann iden- 
tisch, wenn 


und damit 





((is+1;8+1,8+1)+el(s; B, B)). 











bo] % 








Oqg(x,y 
90,9) = REE) _=0 


ist. 
Beweis: Wir gehen mit dem Potenzreihenansatz 


g(x,y) = » gn(y) x” 
) 


n ( 
in die Differentialgleichung, der g(x, y) geniigt, und erhalten fiir die Funk- 
tionen g, (y) die Rekursionsformel 

(m + 2) (m+ 1) ygnaa t+ (B— a) i(m4+ 1) gna t+ ygn + (a+ B) gn =9. 
aus der die Behauptung folgt. 

Wir wenden uns nun dem Hauptproblem zu. 

Satz 8: Es seien fest gegeben: zwei reelle oder komplexe Zahlen «, B, eine 
eelle Zahl 4 >, eine natiirliche Zahl q, eine N-reihige quadratische Matrix 
(c,,»), deren Quadrat gleich der Einheitsmatrix ist und ganz rationale Zahlen 
ee by. Die Anordnung sei so gewiihlt, dap b, =0(q) fiir uxt und 
b, #0 (q) fiir u >t gilt. SchlieBlich werde vorausgesetzt, daB das lineare Glet- 
chungssystem 

D Cyr bp’ = bo”, bo) =0 (lspsN,t<tsQN) 
’ 1 
nur trivial lésbar ist, falls « = B = 0 oder 1 und t > 0 ist. 


Mathematische Annalen. 125. 18 
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Wir betrachten nun Funktionensysteme 


I f, (2, w), fe(z, w),.--, fy (z, w), 
die folgenden Bedingungen geniigen : 
I. f, (z, w) C {a, B} (lsv<sQW). 


2. Gleichmidfig in x ist 
f, (z, w) = O (y”) fiir yoo, f, (z, w) = O(y—*) fir y+ 0 (lsvsQ), 
wobei x,, x, positive Konstanten bezeichnen. x, y sind hier reell anzunehmen, 


auBerdem y > 0. 


2Qxib 
3. ft, (2 | a w + =) et £608 (l<xv<QN). 
, q q 
l 1 re a 
f tal —, = (—iz)* (tw)? D> c,,f,(z, w) (lsu N). 
sa ’ l 


Jedem Funktionensystem dieser Art lift sich mit Hilfe der MELLIN-T'rans- 
formation ein Funktionensystem 
I] $1 (8), Po(8),---» Py (8); yy (8), Wo(8),---, Py (Ss) 
mit folgenden Eigenschaften umkehrbar eindeutig zuordnen: 
1. Die Funktionen ¢,(s). y,(s) sind meromorph und lassen sich in gewissen 
Halbebenen in DiricHLet-Reihen der Art 


(¥) (¥) 





a a 
= ’ n , n , 
(Si) P, (8) » —. w, (8) » — (l<»v:< N) 
n=b(q) m n=b,(q) |" 


n>0O n<0O 


entwickeln. 





























2. Wird 
' , , eee 
&, (s) =) I'(s; a, B) op (8) (——) I'(s; B, a) yr(8), 
2 a— 8 
n(s)=(s>) (P41; % B)-=S=T; a B)) gle) 
|S at , p—« 
—(gz) (Pets Ba-45 (8; Bs @)) wy. (e) 
gesetzt, so sind 
al! ) v a’ ) of N of) 
E,, (8) ye t—-+ 26 
a(@+l—a—p) ,—, **—a@t+e—8 eo 1 et F— 4 
und 
, y ) (u) 
Ny(s) +4 a—6 | “o Cus me > + 
4x \|s(e+1—a—8) =, “(1-8 (@+P—8) ii 
[fo 
<, *’ («+8-9) 


bei geeigneter Wahl der Konstanten a) und b ganze Funktionen von s von 
endlichem Geschlecht (1 < u < N). 


3. Die Konstanten a‘), b\) geniigen den Bedingungen 


a) = bi) — 0 (t(<p~sQ). 
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1. Die Funktionen ¢p,(s), y, (8) geniigen den Funktionalgleichungen 


N N 


r (a + B 8) >’ Cur é, (s), Nul% + B—s) 8) = 2 “ns N» (8) (1 s a N) . 


| E pe 
oa] ’ 

Beweis: Eine etwas langere aber elementare Rechnung zeigt, daB durch 
die Einschriinkungen, die im Falle « = 6 = 0 oder 1 gemacht worden sind, 
gerade diejenigen Fille ausgeschieden worden sind, in welchen die Kon- 
stanten a), b& durch die Forderungen II, 2. und 3. nicht mehr eindeutig 
bestimmt sind. 

Wir gehen von einem Funktionensystem I aus. Den Bedingungen 1., 2. 
und 3. zufolge gibt es FourtreR-Entwicklungen der Art 

A 





f, (z, w) =a u(y,a+ B)+ 0+ 3” o a W |= 


y; a, P sgn n) ¢ 
n= b, (q) 
ne 

Da der Multiplikator von f,(z, w) (vy >t) beziiglich der Translation x> x + — 
von 1 verschieden ist, so geniigen die Koeffizienten a, b) jedenfalls den Be 
dingungen II, 3. Setzt man in der Koeffizientenformel 
Is 1 A 2xin ‘ 
22 . ey 

y; a, p, sgn n) Ft | f, (z, w) e “ dz 


0 





a W(t 


- c . one , - 
speziell 4 c geeignete positive Konstante), so erhailt man wegen I, 2 
I y Tal geeig 


In| 
a) O(n *) fiir |n| 


Die mit den Koeffizienten a‘? gebildeten DrricHLEt-Reihen (87) konvergieren 
also in gewissen Halbebenen und stellen dort analytische Funktionen dar. 
Zur Abkiirzung werde nun 





2 

(88) F, (y) >» a, W (= 4 | y; a, P, sgn n), 

1 = b,(@) A 

n+0 
(89) G, (y) » na,yW (22 i y, a, 6, sgn n), 

n= b. (q) . 

n+0 

— , a 

(90) H, (y) G, (y) AF. (y); 
(91) FF (y) =a® u(y, a+ B)+ 0 + F,(y), 
(92) H} (y) = @,(y) — A~[—— FF (y) 


gesetzt. Nach Hilfssatz 9 ist das System der Transformationsformeln I, 4. 
gleichwertig mit den Gleichungen 


ha (=. *) sia s Cur fli y,—*Yy)s 
j v 1 
Me l . . P Z Of, (2, ») 
—t,(— ~-s) (— 4 z)—* (tw) 3 0 - ¢w(—p2—), 0° 


18* 
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Wie eine einfache Rechnung zeigt, kann hierfiir 
y 





sy f 2 - ’ _ 
Pa(t)= or? Y cue FRY), 
(93) ‘ a 
] — 
Ht (— —yt? dc, He (y) 
geschrieben werden oder, wenn man auf die ungesternten Funktionen zuriick- 
geht, 
l A 
F,,(—) y*t? Sc, F,(y) 
y v=1 
N l 
y* + B >” Cy» (at? u(y, 4 B) \ b))— a u(— « B)— Le), 
om 1 y 
1 N 
(94) H,(—) = —y*+? 3°, H, (y) 
y . pant : 
—— 3 N 
4 ly" +B SS c,,(a® u(y, a + B) + B®) 
It 9 l 


) | 


l , 
a” u(—, a 4 B) 1 flu 
y j 
In bekannter Weise ist nun 


(P.(=)y tidy, 


(95) E.(s)= fF. (y) y-'dy=/F, (yy -'dy4 
l l 


0 


: : : , | 

(96) »,(8s)= / H,(y) yY-!'dy=/f H,(y) y-'dy+ | H,(—) y~*-!dy 

0 1 1 : 

zu bilden. Beriicksichtigt man hier die Transformationsformeln (94), so ergibt 
sich nach einigen elementaren Integrationen 

co N x 
E.(8)= f Ply) y~'dy + S tus f Pily) yt? -*-* dy 
i 1 i 


’ 


























- (a) (v) (u N (» 
(97) a" ‘"; a‘ Pa hb”? = by” 
s(s+1—a— ®) mh” (l—s) (a+ B—=8) 8 et 8 —8) 
, N 0 
n.(s)= { H, ly) y'~'dy— Se, f Hy) y ‘-ldy 
l v=] l 
a > al \ a v) 
“ (7 \’ > 
9S +A —{ Yt Cur 
(98) “tn \ wet1—< . mP Bek oe Ss ee 
(us \ ») 
b , z’, b | 
8 a “(a+ B—s)) 
Mit Hilfe von (88), (89) erhalten wir schlieBlich 
= > ae (fl Sain > I 
E, (s) Ss" a” f W (—- y¥;%, Pp, sgn n) y~'dy 
lad rad n A a 
nz=b_ (q) 0 
“a 
n+0 
2 {8 al" - 
sr) XY —-] Wa A sgnn) y'dy 
on n bq n ‘ 
n+ 0 








- ) ["(8; 4, B) py (s) 2 ) Lr’ (8; B, «) py (8) 


ain 
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und 
a f° ‘ Br Us 
nuls)=f G,(y) y°~! dy — A E, (8) 
0 
,a—f 
=) N Ay f yW (=% — | y; a, B, sgn n) y? 'dy—A=—*£, (8) 
=b @ Bs 4 
n + 


f4 s+1 : 

A . na . , a— 6 
(=| p —<—T | y W(y; a, B, sgn n) y*~'dy—A——— &,, (8) 
n =, (@) \n| 3 

n+C 








0 
ayrtt . ,a—fP 


I'(s +1; a, B) p(s) —- (=) I'(s +1; B, x) pyls)—A TE uls) 


2 2x 
+1 
A 


2 
I 


_ ( —) (r(s + 1; B, a) —- 5 *I'(s; B, «)) p, (8). 








Die Funktionen &,,(s), ,,(s) haben also die in II, 2. angegebene Bedeutung. 
Die Bedingungen IT, 2. und 4. kénnen nun auf Grund der Darstellungen (97), 
(98) unmittelbar gepriift werden. Satz 8 ist damit in einer Richtung bewiesen. 
Die Umkehrung ergibt sich in der iiblichen Weise, wenn man von der zu (81) 
inversen Transformationsformel 





(99) W(y; a, B,1)=- : : | y~* I'(s; a, B) ds 


gehérigen Gebrauch macht. 

Hinsichtlich der speziellen in § 3 behandelten Formentypen sei noch fol- 
gendes bemerkt: 

1. Es mégen gewoéhnliche automorphe Formen zugrunde liegen. In diesem 
von Hecke‘) diskutierten Fall ist also § = 0 und y,(s) = 0 fiir alle v. Folg- 
lich wird 

f 4 « x 4 8 


E, (s) (zz) I’(s; a, 0) p,(s) = 2? (a) I'(s) gy (8). 


22 


bo 
a 





(100) ny (8) ls ) (re 1; a, 0) 5! (8; 2,0) ge (s) 


A py? . ™ +) I'(s) y, (8). 


22 





Die Funktionalgleichungssysteme II, 4. besagen also dasselbe. 
2. Die Formen seien vom Typus der automorphen Wellenfunktionen. Dann 
ist « = £, mithin 








E, (8) i ) I'(s; x, «) (p(s) + yy (s)) 
< a—1 7\8 - 
(101) mt), rMs)r(s ) (ga (s) + yrs). 
; @+1 
nv (8) (sx) I(s + 1; a, &) (p(s) — yr (s)) 


(AY ($4) rg + 12) (oot yoo 
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Der Funktionalgleichungstypus ist also mit dem in 7) angegebenen vergleichbar. 
3. Sind die Formen vom Typus der automorphen Wellenformen zur Di- 


mension — 1, ist also « = § + 1 und # + 0, so ist eine etwas langere Umrech- 
nung erforderlich. um zu einem Funktionalgleichungstypus zu gelangen, der 


mit dem in *) diskutierten vergleichbar ist. Wird 


4:8 l @ -t ait 4 
EF (8) (=) P )! (= B)(B p(s) + yrs), 
(102) 


+\8 l os 
nto (2) r($) r(54— A) @ 0 — yon 





gesetzt, so lassen sich mit Hilfe von (85) und (86) die Beziehungen 


A . l s Q-/ 2 2 
Ny (8) = 5—(s— pP =) §, (8) oe (nF (s) EF (s)), 
(103) a 
i gi-3. Po 
PZ §, (8) “Vin (7, (8) + & (s)) 


ableiten. Man erkennt nun ohne weiteres, da8 die Funktionalgleichungen IJ, 4. 
mit dem System 


(104) nu(2B+1—s)= J’ c,, &(8) (lsvsQN) 


aiquivalent sind. 


§ 5. Die Theorie der 7',,-Operatoren. 


Die Verallgemeinerung der Heckeschen Operatorentheorie auf die Formen- 
scharen 
& (Q, «, 8) = {M(Q); «, B, 1} 


} 
bietet keine besonderen Schwierigkeiten, so daB wir uns auf einige grundsiatz- 
liche Bemerkungen und eine kurze Skizzierung der wesentlichen Gedanken 
beschriinken kénnen. Das Interesse ist hier auf diejenigen Formenscharen 
& (Q, «, 8) gerichtet, die auBer E1senstern-Reihen noch sog. Spitzenformen ent- 
halten. Das sind solche Formen, die in den parabolischen Spitzen eines Funda- 
mentalbereichs zur Gruppe M(Q) verschwinden. Besteht namlich §(Q. «. £) 
nur aus EIsENSTEIN-Reihen, so sind die den Formen entsprechenden D1iRICHLET- 
Reihen mit L-Reihenprodukten der Art (¢, t,)~' L(s, 7,) L(s — « — B+ 1. x) 
linear aquivalent. Die Frage nach den EvLER-Produkten ist damit bereits be- 
antwortet. Hinsichtlich der Existenz von Spitzenformen hat man nur liicken- 
hafte Kenntnisse. Man wei nur, daB die ,,analytischen Formenscharen“ [in 
vy (Q. «, 0) gelegen] im allgemeinen Spitzenformen enthalten und daB gewisse 
andere Scharen, auf die man von seiten der indefiniten quadratischen Formen 
gefiihrt wird”), sicher keine enthalten. 

Damit Operatoren sinnvoll definiert werden kénnen, muB k = « — f ganz 
rational vorausgesetzt werden; es sei auBerdem k > 0 und «+ f§ > 2. Dann 
sind die E1sensrern-Reihen 


(105) Ex (z, w; B, (a,, ae), Q) ts (m, z + m,)~* (m, w + m,)~ ? 
mn, = a,(Q) 


(m,.m,) + (0,0) 
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absolut konvergent und % (Q, «, 8) laBt sich in die von den E1sEnster-Reihen 
und den Spitzenformen erzeugten Teilscharen €(Q, «, 8) baw. S(Q, «, f) 
zerlegen : 

(106) ¥(Q, a, B) = E(Q, «, B)+ S(Q, w f). 

: ; ‘1 0) ‘ ; . eae ; 
Wir setzen S,, fete 3 wobei ” eine zu Q teilerfremde natiirliche Zahl sei, 
und bezeichnen mit V, ein volles System von Substitutionen n-ter Ordnung 
S = 8S, (mod Q), die sich nicht um einen linken Faktor aus M = M (1) unter- 


scheiden. Sodann wird 7' (n) T,, durch 


(107) f|T,=atte-1 DFS fir f CH} (Q,a, B) 
SCV, 

erklart. f hei&t eine Form zum Teiler ¢, wenn in der Fourter-Entwicklung von f 

nur solche Exponenten vorkommen, die mit @ den gréBten gemeinsamen 

Teiler ¢ haben: 

(108) f(z, w) 


2aint 
—-— 1 


‘22 \n\t > 
Sabie y; a, B, sgn n) e & 


" a(n) Ww ( Q 


1 


a’(0)y'-*-F+a”"(0O)+ 
: (», 2) 


‘ ° ° 4 ° ° ° i ° ° 
Fiir die lineare Schar dieser Formen wird ein Operator 7, wobei sich qg aus 
Primteilern von Q zusammensetzt, durch 


(109) {\Te= qth! D | (3"*) (Q = th) 
ImodQ q 

erklirt. Es geniigt (g, t,)= 1 anzunehmen, da 7%, im Falle (q, t,) >1 jede 

Form zum Teiler ¢ in 0 iiberfiihrt. Eine beliebige natiirliche Zahl m kann ein- 

deutig in m= nq zerlegt werden, wenn n den gréBten zu Q teilerfremden 

Faktor bezeichnet. Wir setzen dann 


(110) 1, = T,, Ts. 
Die Substitutionen 
1 
° 0 
(111) R,CM mit R, =(5 ') (mod Q), (a, Q) = 1 


definieren eine endliche Gruppe von Operatoren fiir die Schar ¥ (Q, «, /). 
Ist 
(112) {| R,= zx (a)f fiir (a, Q) = 1. 
so heiBt f eine Form zum Charakter y. § (t, 7, Q, %, (3) bestehe aus den Formen 
zum Teiler t und Charakter 7. Wegen 
(113) (Qa, B)= S Flt, x. Qa, B) 

t.% 
geniigt es, die Teilscharen zum Teiler ¢ und Charakter 7 zu betrachten; sie 
sind gegeniiber den Operatoren T’, = T*(m) invariant. Beziiglich #¥(t, 7, Q. 
x, B) ist 


(114) T* (m,) T* (ms) Sr ( A) g@arte-?. 
U ae 
Nun ist der Operator 
(3 : 
(115) 9 ==) x A 


I*(«) 
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heranzuziehen, insbesondere also # + 0, 1, — 2,... vorauszusetzen. Nach 
Satz 5 fiihrt 0 die Formenschar zum Teiler ¢ in sich itiber. Auf Grund von 
Hilfssatz 3 und 4 ergibt sich leicht die Vertauschbarkeit von © mit R, und T*... 
® fiihrt also auch die Formenschar zum Charakter in sich iiber. AuBerdem 
sind die Teilscharen §* (t, 7, Q, x, 8) und § ~ (t, 7. Q «, f), die sich aus den 
Eigenfunktionen c % (t, 7, Q, «, 8) beziiglich © zum Eigenwert + 1 bzw. — 1 
zusammensetzen, invariant gegeniiber den Operatoren T... Im folgenden be- 
zeichnet eine beliebige gegeniiber den Operatoren T’.. invariante Teilschar 
aus einer der Formenscharen 


(116) et = F(t, x, 2, «, B). 


Wir betrachten eine Form f c § mit der Fourter-Entwicklung (108). Kenn- 
zeichnend fiir 9 f = + f sind nach Satz 5 die Beziehungen 





I(x) , 
(117) a(— n) Ti) a(n) fir n 0, 
a’ (0) + a’(O), a’’ (0) + (— 1)F a’’ (0). 


Die der Form / zugeordneten DiricHLet-Reihen (22) unterscheiden sich also 
wirklich nur um einen konstanten Faktor, so daB eine umkehrbar eindeutige 
Zuordnung 

a(n) : 
77 fiir fC 


=" (nt)’ 





(118) f(z, w) = @(s) 


a 
besteht. Das Produkt n ¢t an Stelle von n entspricht der modifizierten Bezeich- 
nung in (108). Die Summationsbeschrinkung (n = 1) kénnen wir fallen 


@ 


lassen, wenn wir a(n) = 0 fiir [n, i - 1 setzen; das soll fortan geschehen. 


Bezeichnen b’ (0), 6’ (0), b(n) die Entwicklungskoeffizienten der Form f T’.., 
so 1aBt sich mit Hilfe eines speziellen Repriisentantensystems V,, 





(119) b(N) > a | == ) x (d) d ek fir m>1,N+0, 
dim, N all - 


d>0 


b’ (0) a’ (0) x (m) Ps 7% (d) d* a F 





djm 
(120) d>0 
b”’ (0) = a” (0) SX x(d) d***-! 

dim 

d>0 
beweisen. Die Formen f¢(o -- 1, 2, ..., *) mit den Entwicklungen 

> Zrint 
’ ~{[Z22a\n\t =A 

(121) fe = at (0) y' ~*~? + ag (0) 4 >» at (n) W (+ y; a, B, sgn n) ¢ Q 

na&l 


° ° ° . . rt ° . ° 
mégen eine Basis von § bilden. Da § beziiglich 7; invariant ist, bestehen 
Gleichungen 


at — a 
T'n D> Ag. (m) f° (lsosx%) 
o=1 


(122 fe 
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mit gewissen Zahlkoeffizienten J4,,(m). Berechnen wir beiderseits die Ent- 
wicklungskoeffizienten, so ergeben sich die sog. Grundgleichungen 





’ N\ a » 

(123) bi at (2 )x@) d*+#-1— SQ. (m) a®(N) 

d/jm,N d o=1 

d>0 
fir N +0, m>0, 0 1,2,...,. Die Gleichungen gelten auch noch fiir 
m < 0, wenn wir 

F I'(a) , - ‘ 

(124) hog (— m) 4 hog (m) fir m>0 





I’(8) 
setzen. wobei das obere oder untere Zeichen gelten soll, je nachdem § in ¥* 
oder §~ liegt. Das System (123) gestattet eine Auflésung nach den Aon (m); 
man erhialt 

(125) A(m) = (A,,(m)) = 3) a’(m) B fiir m + 0 

» 1 

mit gewissen konstanten Matrizen B’. Bei geeigneter Definition von 4) ,(0) 
und Aj’, (0) stellen 





(126) foo = Ap, (0) y'—*—-* + AY, (0) 4 
2xint 
14 -{(22Wlt - 
+2 Ao (n) W (22h y; a, B,sgnnje & 
n+0 \ 


fir 1<o,o6< x Formen dar, die mit den f¢ linear aiquivalent sind. Fiir die 
Matrizen A(m) gilt eine zu (114) analoge Multiplikationsregel. Man benutzt 
sie, um fiir die Funktionenmatrix 


(127) PD (s)= 3S’ A(m) (mt)-* 
m= 1 
die Eutersche Produktentwicklung 
(128) P (s) = t-* IT (A(1) — A(p) p-* + x (p) p** 8! ** A())~! 
p 
abzuleiten. 

Es bleibt noch das ,,Hauptachsentheorem“, die Frage nach der simultanen 
Transformation der A(n) auf Diagonalgestalt zu behandeln. Nach einer zu 
Beginn des Paragraphen gemachten Bemerkung kann man sich dabei auf die 
Schar der in § gelegenen Spitzenformen beschrinken. Das entscheidende 
Hilfsmittel ist wieder das Pererssonsche Metrisierungsprinzip. Wir erklaren 
ein Skalarprodukt fiir zwei Spitzenformen f, g cC {M(Q); «, 8, v} durch 


(129) .g)= Sf to yrt?-2dady, 
B 


wobei 8 einen Fundamentalbereich zur Gruppe M(Q) bezeichnet. Wieder gilt 


(130) (f | Tg) = x(n) (f.9| Tr), 

wenn f und g Spitzenformen {M(Q); «, 6, 1} zum Charakter y bezeichnen 
und (n, Q) = 1 ist. Die weiteren Untersuchungen verlaufen nun vdllig in den 
vorgezeichneten Bahnen. 


( Eingegangen am 1. April 1952). 
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Uber ausgeartete meromorphe Abbildungen. II. 


Von 


Water Tur in Bonn. 


§ 1. Eliminationssiitze. 


1.1. Es werden dieselben Bezeichnungen wie im Teil I dieser Arbeit [Math. 
Ann. 125, 145—164 (1952)] Nr. 1.1., verwendet. 
Definition I. t sei ein System von k komplexen Parametern. 


(1) (%), = A (2x), 
sei eine nicht ausgeartete lineare Transformation der Variablen (z),,. 
(2) H (ys +1/(y),,t) = 9 


sei eine algebroide Gleichung fiir y,,,.H sei ein Polynom von y, ,,, dessen 
Koeffizienten im Punkte {(y), = ((),, t} analytisch sind und dort verschwin- 
den mit Ausnahme des héchsten Koeffizienten, der 1 ist. H sei im Punkte 
{(y), = (O),, tp} irreduzibel. 


’ Gi (Ys 4 (ye, t) , . iH 
(3) eg gee iu $3)... —-ad a 
‘ H’ ys +1/(y)s,t) 2Ys +1 


G,; sei ein Polynom von y,,, mit im Punkte {(y), = (O),, ts} analytischen 
Koeffizienten. G; sei iiberall dort 0, wo H und H’ zugleich verschwinden 
y, ., sei auch in diesen Punkten stetig. 

Die Formeln (1), (2), (3) sind die kanonische Darstellung einer im Punkte 
{O, to} irreduziblen analytischen Mannigfaltigkeit M(t). Wir sagen: M (t) 
haingt ,,parametrisch“ von ¢ ab. Die Zahl s heiBe Dimension von M(t). 

Der Punkt {(y’),, t’} heiBe regulir fiir M(t), wenn die Diskriminante 
von H in ihm nicht verschwindet. Durch die algebroide Gleichung (2) werden 


im reguliren Punkte Zweige yi”), A=1,2,...,A, bestimmt. Setzen wir y) , 
in die rechten Seiten der Formeln (3) ein, so erhalten wir Funktionen gy” ., 
TS 4 eee n—8, die zusammen mit y’) , eine Reihe zugeordneter Zweige 


im Sinne der Definition VIII, Teil I, bilden. 
1 
Ist F ((x),,¢) analytisch im Punkte {O,t,}, so werde das Produkt: // 
Aut 


OS Seer a, Pe y”), t) als Norm von F beziiglich M“ (t) bezeichnet. 


1.2. Satz 1. 

t sei ein einziger komplexer Parameter. Die Funktionen F’; ((2),,, ), 7 = 1, 
Rican m, seien analytisch im Punkte {O, t)}. Die gemeinsamen Lésungen 
der Gleichungen: F, = 0,7 = 1,..., m, erfiillen in der Umgebung des Punktes 
{O, ts} endlich viele im Punkte {O,¢,} irreduzible analytische Mannigfaltig- 
keiten, die sich in zwei Gruppen einteilen lassen: 

1. Die Mannigfaltigkeiten der Art A erfiillen identisch die Gleichung t = t 

2. Die Mannigfaltigkeiten der Art B haingen parametrisch von t ab. 


0° 
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Alle Lésungsmannigfaltigkeiten besitzen kanonische Darstellungen nach 
Definition I, und zwar ist bei den Mannigfaltigkeiten der Art A k = 0 und bei 
den Mannigfaltigkeiten der Art B k = 1 zu setzen. 

Beweis: Der Beweis geschiekt nach der Beweismethode fiir den 2. WEIER- 
strassschen Satz, vgl. Oscoop, Lb., 8. 132, also durch vollstiindige Induktion 
nach m, der Anzahl der Gleichungen F; = 0. Man verwende zusitzlich nur die 
SchluBweise im Abschnitt 3. 3. des Teiles I. Sie sorgt dafiir, daB der Para- 
meter ¢ nicht in die lineare Transformation, die eventuell vor Anwendung des 
WetrerstTrassschen Vorbereitungssatzes erforderlich ist, einbezogen zu werden 
braucht und liefert die Mannigfaltigkeiten der Art A. 


1.3. Satz 2. 


t bezeichne ein System von k komplexen Parametern. T7' sei ein Gebiet des 
Parameterraumes. U sei eine Umgebung des Punktes 0. Die Funktionen 
F. ((x),, 4), 7 =1,2,..., m, seien analytisch im Gebiet {U,7}. Fir den 
allgemeinen Punkt ¢, aus 7’ (Definition IV, Teil I) besteht folgendes Ergeb- 
nis : 

Es gibt eine Umgebung U, von 0, U,c U, und eine Umgebung 7’, von fy, 
derart, daB die gemeinsamen Lésungen der Gleichungen F; = 0,7 = 1, 2, . . ., m, 
im Gebiet {U,, T,} zu endlich vielen im Punkte {0, f)} irreduziblen analyti- 
schen Mannigfaltigkeiten gehéren, die parametrisch von ¢ abhingen und 
kanonische Darstellungen nach Definition I besitzen. 

Beweis: Die Methode des Beweises ist dieselbe wie beim 2. WEIERSTRASS- 
schen Satz. Wihrend bei einem Parameter ¢ die Anwendung des WEIERSTRASS- 
schen Vorbereitungssatzes durch Division der Funktionen durch eine Potenz 
von t erméglicht wird, ist dies Verfahren bei mehreren Parametern nicht zu 
benutzen. Dafiir verwende man die SchluBweise im Abschnitt 3.5. des 
Teiles I, die den Ubergang zu einem Nachbarpunkte in 7’ benutzt. 


§ 2. Meromorphe Abbildungen. 


2.1. A,, sei eine m-dimensionale, im Punkte O irreduzible analytische 
Mannigfaltigkeit des R,. Die Funktion: 
t= © (x), =2* 
q (X)n 
sei meromorph im Punkte O (p und q analytisch in 0). 

Wenn p und q gleichzeitig auf 4,, identisch verschwinden, nennen wir 
® (zx), ,,volilstindig unbestimmt auf 4,,“. 

2.2. Hilfssatz 1. 

4,,, sei eine im Punkte O irreduzible analytische Mannigfaltigkeit des R,,. 
Die Funktion ¢ = ® (x), sei meromorph in O. Es gibt 3 Méglichkeiten fiir das 
Verhalten von t auf /,,: 

1. Die Funktionswerte von t auf A,, geniigen einer algebroiden Gleichung. 

2. Wenn der Nenner g von @ auf A,, identisch O ist, wihrend der Zihler 
p von ® nicht identisch auf A,, verschwindet, werde t = co auf A4,, gesetzt. 

3. t ist vollstindig unbestimmt auf 4,,, vgl. 2.1. 

Beweis: Die kanonische Darstellung von A,, im Punkte O werde durch die 
Formeln (1), (2), (3) von Definition I gegeben (bei k = O und s = m). Die Norm 
der Funktion tq (x) — p(x) beziiglich A,, ist ein Polynom von ft. dessen 
Koeffizienten im Punkte (y),, = (Q),, analytisch sind. 








Water THM: 


Ay (Y) mf + Oy (Y)m &—! + * ++ + Or (Y)m = P(t) (Yn) - 
Die Funktionswerte von ¢ auf A,, geniigen der Gleichung: 
P (t/(y),,) = 9. 
Das Polynom P verschwindet nur im Falle 3 identisch. 

2.3. Definition II. 

t bezeichne ein System von & komplexen Parametern. M? (¢) sei eine im 
Punkte {O,t,} irreduzible analytische Mannigfaltigkeit, die parametrisch von ¢ 
abhiangt, vgl. Definition I. w sei eine im Punkte O meromorphe Funktion, die 
auf M® (t) nicht vollstandig unbestimmt ist. Die Funktion w heiBe ,,endlich 
mehrdeutig’‘ auf M“? (t) in den beiden folgenden Fillen: 

l. w © auf M) (t), vgl. Aussage 2 in Hilfssatz 1. 

2. w geniigt auf M (t) einer algebroiden Gleichung der Form: 

P (w/t) = cy (t) w+ ¢, (t) w+ +--+, (())=0,r=1, 
wobei die Koeffizienten c, (¢) im Punkte ¢ = t, analytisch sind. 

Ein spezieller Fall werde besonders hervorgehoben: 

Die Funktion w heiBe ,,eindeutig*‘ auf M“ (ft), 

l. wenn w=oco auf M®) (t) ist, 

2. wenn die Werte von w auf M“) (t) durch eine in t¢; meromorphe Funktion 

a(t) 
b(t) 

2.4. Hilfssatz 2. 

Die Funktion w sei meromorph im Punkte O. M’*) (t) sei eine im Punkte 
{O,t } irreduzible analytische Mannigfaltigkeit, die parametrisch von ¢ 
abhinge, vgl. Definition I. Bei beliebiger Spezialisierung t= t’ aus einer 
Umgebung von ¢, gehe M(t) in eine Mannigfaltigkeit M (t’) tiber, die 
im Punkte O irreduzibel ist. 

Wenn w endlich mehrdeutig auf M-*) (t) ist, so ist w sogar eindeutig auf 
M© (t), vgl. Definition IT. 

Beweis: Fir w=co auf M® (t) ist die Behauptung nach Definition II 
trivial. 

Nun geniige w auf M“) (t) einer algebroiden Gleichung: P (w/t) = 0. Durch 
rationale Rechenoperationen werde aus dem Polynom P ein Polynom P, 
berechnet, das in allen Lésungen der Gleichung P = 0 verschwindet und dessen 
Diskriminante + 0 ist. Es ist zu beweisen, daB der Grad von P, r = 1 ist. 
t= t' sei eine Spezialisierung aus der Umgebung von ¢,, derart, daB die Dis- 
kriminante von P, in t’ nicht verschwindet. Die Gleichung P, = 0 liefert fiir w 
im Punkte ¢’ r verschiedene Werte: w,, we, ...,w,. Nach Voraussetzung ist 
M*) (t’) irreduzibel im Punkte O. Setzen wir in die Funktion w die Systeme 
zugeordneter Zweige eines reguliren Punktes von M* (t’) ein, so entstehen 





von t: w bestimmt werden. 


Funktionen w, w@,..., we’, die in der Umgebung von O analytisch 
zusammenhiangen. Ist daher z. B. w! const, so gilt fiir die iibrigen Funk- 
tionen dasselbe mit der gleichen Konstanten. Daraus folgt r = 1. 


2.5. Hilfssatz 3. 


Die Funktion w sei meromorph in O. M) (t) sei eine im Punkte 


(O, to} irreduzible analytische Mannigfaltigkeit, die parametrisch von ¢ ab- 


hinge, vgl. Definition I. Es gebe einen Punkt {(7),,¢}, der fir M® (t) re- 
gular ist und folgende Eigenschaft hat: , 
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y ,i=1,2,...,—s, sei ein System zugeordneter Zweige von M“) (t) 
im Punkte {(y),, t}. Setzen wir diese Zweige in die Funktion w ein, so entstehe 
eine Funktion w,, die nur von ¢ abhiinge und im Punkte ¢ meromorph sei. 
() 1) ad 
P(Yrr Yar-+ +> Yor Yepaees9¥n) = -B 
w, = = 
1 


I (Yrs Yrs +> Yo I seer 9) q x(t) 





Dann ist w endlich mehrdeutig auf M© (t). 


Beweis: w ist nicht volistindig unbestimmt und nicht = oo auf M®) (t). 
w geniigt daher auf M?) (t) einer algebroiden Gleichung: 


) 
(1) wr + Ye D 14... 4 Glo) _ 9 
Ao ((Y)s, t) Gy ( ¥)s, t) 


wobei die Funktionen a, im Punkte {(y), = (O),, t)} analytisch sind. Weil 
M©? (t) im Punkte {O, t,} irreduzibel ist, kann das System zugeordneter Zweige 
y¥) ,+=1,2,..., n — 8, in jedes andere derartige System y\”) , durch analy- 
tise he Fortsetzung in der Umgebung des Punktes {(y)s = (O),, ty} iiberfiihrt 
werden. Bei dieser analytischen Fortsetzung geht w, in Funktionen w; iiber, 
die ebenso wie w, nur von t abhingen. Die Norm von w beziiglich M“ (t) 
ist daher ein Polynom von w, dessen Koeffizienten in der Umgebung von 
7 . . . = . ay Y's,t . . 
(7),,¢} unabhingig von (y), sind; d. h. die Funktionen 14°" sind in der 
Go Y's» 
Umgebung dieses Punktes von (y), unabhingig. Daraus folgt, daB sie von (y), 
ay ((O)g, t) 
Ap ((O)s, t) 
ergibt sich nach Definition II die Behauptung. 
2.6. Definition III. 


A, sei eine im Punkte 0 irreduzible analytische Mannigfaltigkeit. Die k 
Funktionen: 


gar nicht abhingen kénnen und z. B. mit iibereinstimmen. Daraus 


(1) ne: taht ow 


5 => 
Gi (Z)n 


pi (0) = qi (0) = 9, 


seien meromorph im Punkte O. 


Die Funktionen q; (x),,i=1,2,...,%, sollen auf A,, nicht identisch 
verschwinden. Es sei (z') ein regulirer Punkt von /,,. In der Umgebung 
von (2') besitzt A,, eine Darstellung durch analytische Funktionen: 


a= vy (¥).,, v=al,...,8- 


Setzen wir diese Darstellung in die Abbildungsfunktionen ¢; ein, so entstehen 
meromorphe Funktionen von (y),. Der Rang der Funktionalmatrix: 


et e 
(<4), Awtl,...,8, p=wi,...,@, 
OUu 





in bezug auf identisches Verschwinden der Determinanten heibe Rang der 
meromorphen Abbildung (1) auf A,,. Wenn der Rang kleiner als m ist, heiBe 
diese Abbildung ausgeartet. 


ma 











WALTER THIMM: 


§ 3. Fasern einer meromorphen Abbildung fiir den allgemeinen 
Punkt des Bildraumes. 
3.1. Das Gleichungssystem (G),. 
1, sei eine im Punkte O irreduzible analytische Mannigfaltigkeit; 4,, werde 
durch die Gleichungen: 


gy, (z),=9, wv=1,2,...,/ N, 


bestimmt, deren linke Seiten analytisch im Punkte O seien. A, sei die mero- 
morphe Abbildung: 
t; = © oe k, 
qi (zn 
von A,,. Im Mittelpunkt der folgenden Untersuchungen steht das Gleichungs- 
system: 
Q 9, (z), = 0, 3 * are N, 
(@) Gi (2), b p;(z),,=90, 4 ere 

3.2. 

t, sei ein Punkt des Parameterraumes. Eventuell werden in ¢, die folgen- 
den Aussagen richtig sein. 

Aussage I. Die Lésungen des Gleichungssystems (G), in der Umgebung 
des Punktes {O, t,} erfiillen endlich viele im Punkte {O, t,} irreduzible analy- 
tische Mannigfaltigkeiten, die parametrisch von ¢ abhingen und kanonische 
Darstellungen nach Definition I besitzen. 

Wir bezeichnen die im Punkte {0,¢,} irreduziblen Lésungsmannigfaltig- 
keiten des Gleichungssystems (G), mit L‘” (t). Hier sei o die Dimension 
(Definition I) und / ein laufender Index. Es werde vorausgesetzt, daB keine 
Mannigfaltigkeit L‘” (t) ganz zu einer héherdimensionalen Lésungsmannig- 
faltigkeit des Systems (G@), gehére; daraus folgt ihre eindeutige Bestimmtheit 

Aussage II. L*‘ (t) sei eine beliebige Lésungsmannigfaltigkeit des Systems 
(G), im Punkte {O, t,}. Ihre kanonische Darstellung werde durch die Formeln 
(1), (2), (3) in Definition I (mit s =o) gegeben. Dann sei 0, der Punkt (y) (0)... 
Es gebe eine Umgebung 7’ von ¢,, derart dai die Monodromiegruppen von 
L(t) in allen Punkten {0,, t’} isomorph sind, wenn ¢’ aus 7’ ist. Die Mono- 
dromiegruppe von Li” (t) im Punkt {0,, t’} stimme mit der Monodromiegruppe 
von L‘) (t’) im Punkte O, iiberein. 

Der Satz 9 des 1. Teiles und Satz 2 zeigen, daB die Aussagen I und II 
im allgemeinen Punkt des t-Raumes zutreffen. 

3.3. Klasseneinteilung der Léisungsmannigfaltigkeiten von (G),. 

In t, gelte Aussage I. Die Lésungsmannigfaltigkeiten L‘’ ((), vai. 3. 2., 
werden in 3 Klassen eingeteilt: 

Klasse I. Zur ersten Klasse sollen diejenigen L‘¢) (t) gehéren, auf denen 
fiir einen Wert von i die beiden Funktionen p; (x) und q; (2) gleichzeitig 
identisch verschwinden. 

Klasse II. Eine Mannigfaltigkeit L‘*) (t) sei in Klasse II enthalten, wenn 
sie nicht bei jeder Spezialisierung ¢ = t’ (aus einer Umgebung von ¢,) in eine 
Mannigfaltigkeit L's) (t’) ibergeht, die den Punkt O enthilt. 
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Klasse III. Die Mannigfaltigkeit L‘), (t) gehore nicht zur Klasse I. Bei 


jeder Spezialisierung t = t’ (aus einer Umgebung von ¢,) entstehe aus ihr eine 
Mannigfaltigkeit Lie, (t), die den Punkt O enthalt. Dann sei sie Element 
der Klasse ITI. 

Die Lésungsmannigfaltigkeiten der ersten beiden Klassen sind ohne 
Interesse fiir unsere weiteren Untersuchungen. 

3.4. Definition IV. 

A, sei eine meromorphe Abbildung der im Punkte 0 irreduziblen analyti- 
schen Mannigfaltigkeit A,,. In t, seien die Aussagen I und II (vgl. 3. 2.) 
richtig. Jede im Punkte {O, t,} irreduzible analytische Lésungsmannigfaltig- 
keit des Gleichungssystems (@),, die keiner héherdimensionalen Lésungs- 
mannigfaltigkeit dieses Systems angehért und in Klasse IIT liegt (3. 3.), werde 
Fasermannigfaltigkeit des Punktes ¢, genannt und mit F’’’ (t) bezeichnet. 
In diesem Symbol seien o die Dimension (vgl. Definition I) und / ein lau- 
fender Index. 

Bei beliebiger Spezialisierung t = t’ aus einer Umgebung von ¢, geht die 
Fasermannigfaltigkeit F'’’ (t) in eine analytische Mannigfaltigkeit Fy’ (t’) 
liber, die wegen der Aussage II im Punkte O irreduzibel ist. Fy’ (t’) heiBe Faser 
der Abbildung A, im Punkte ?’. 

3.5. Definition V. 

A, sei eine meromorphe Abbildung der im Punkte 0 irreduziblen analyti- 
schen Mannigfaltigkeit 4,. Der Punkt ¢’ heiBe regulir-fiir A;, wenn er die 
folgenden Bedingungen erfiillt: 

R 1. In @’ gelte die Aussage I, 3.2. 

R 2. In @’ sei die Aussage II richtig. 

Wegen R 1 und R 2 kénnen nach Definition IV im Punkte t’ Fasermannig- 
faltigkeiten F’;’ (t) bestimmt werden. Den Punkten einer Umgebung von ?¢’ 
werden nach derselben Definition Fasern zugeordnet. Ist ¢ ein beliebiger Punkt 
dieser Umgebung, so soll jede Faser F;” (t) folgende Eigenschaften haben: 

R 3. Fiir keinen Wert von i,i=1,2,...,%, sollen p; (x) und q; (x) auf 
Fy’ (t) gleichzeitig identisch verschwinden. 

R 4. F,’ (t) soll zu keiner héherdimensionalen Lésungsmannigfaltigkeit 
L(t), t >, des Gleichungssystems (@), gehéren, in dem die Parameter t 
durch die Koordinaten des Punktes ¢ ersetzt sind. 

R5. F{’ (t) und FY’ (t) sollen verschieden sein, falls 2, + A, ist. 

R 6. Setzen wir in eine Lésungsmannigfaltigkeit des Gleichungssystems 
(G),, die zum Punkte {O, t’} und zur Klasse II gehért, t = t ein, so entstehe 
eine analytische Mannigfaltigkeit, die nicht den Punkt O enthilt. 

3.6. Teilergebnis 1. 

Der allgemeine Punkt des Parameterraumes ist regular fiir die Abbildung 
A, von A 


ane 
Beweis: Der Beweis ergibt sich aus den Eigenschaften der Fasermannig- 
faltigkeiten und der Lésungsmannigfaltigkeiten der Klasse II. 
37. Teilergebnis 2 
Die Anzahl der Fasern der Abbildung A j 


Umgebung eines reguliren Punktes konsta: 


» ist fiir die Punkte einer 
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Beweis: Diese Anzahl ist nach der Definition [IV und wegen R 5 gleich 
der Anzahl der Fasermannigfaltigkeiten des reguliren Punktes. 


§ 4. Fasern fiir die Punkte einer analytischen Ebene. 

4.1. Die Gleichungssysteme (H), und (H’),. 

A, sei eine meromorphe Abbildung der im Punkte O irreduziblen analyti- 
schen Mannigfaltigkeit 4,,. EZ sei eine analytische Ebene des Parameterraumes 
und besitze die Darstellung: 

(2) t; 2 8; + ,2,48=1,2,..., k. 
t’ ist ein fester Punkt des t-Raumes; die Konstanten 1; legen die Lage der Ebene 
fest. Durch Einsetzen der GréBen ¢; in die linken Seiten der Gleichungen 
(@),, vgl. 3.1., entsteht das Gleichungssystem: 

gy, (z), = 0,7=1,2,...,N, 
q; (x) (5 + tz) — py (x) = 0,4 = 1,2,...,&. 
Um auch den unendlich fernen Punkt der Ebene Z mit zu erfassen, setzen wir 


z z* in die Gleichungen (H), ein und erhalten nach Multiplikation mit z* 
das Gleichungssystem : 


(H), 


g(x), =0,¥=1,2,...,N, 
qi (x) (2* t§ + tj) — z* p; (x) = 0,4=1,2,..., b. 

4.2. Die Kreisbereiche B,. 

Ist z, ein beliebiger endlicher Punkt der Ebene Z, so gibt es nach Satz 1 
einen Kreisbereich mit z, als Mittelpunkt, B (z,) und dazu eine Umgebung U, 
des Punktes O, derart, daB die Lésungen des Systems (H), in {U5, B (z9)} zu 
analytischen Mannigfaltigkeiten gehéren, deren Eigenschaften Satz 1 beschreibt. 
Auch dem unendlich fernen Punkt von Z kann ein Kreisbereich B (co) zuge- 
ordnet werden, nur ziehe man das Gleichungssystem (H’), zu seiner Bestim- 
mung heran, indem man z* = 0 nehme. Aus dem Hetne-Boretschen Uber- 
deckungssatz ergibt sich: 

Teilergebnis 3. Es gibt endlich viele Kreisbereiche B, (Mittelpunkt z,), 
A=1,2,...,A, welche folgende Eigenschaften haben: 

1. Die Vereinigungsmenge der B, iiberdeckt die Ebene £ einschlieBlich 
des unendlich fernen Punktes. 

2. Die Lésungen des Gleichungssystems (H), (bzw. (H’),), die zum topo- 
logischen Produkt von B, mit einer geeigneten Umgebung des Punktes O 
gehoren, liegen auf endlich vielen analytischen Mannigfaltigkeiten der Arten A 
und B, die im Punkte {O, z,} irreduzibel sind und dort kanonische Darstellungen 
nach Definition I besitzen. 


(H’), 


4.3. Die folgenden Untersuchungen beziehen sich auf einen bestimmten 
Kreisbereich B, mit dem Mittelpunkt z,. B, kann auch den unendlichfernen 
Punkt der Ebene Z zum Mittelpunkt haben; in diesem Falle ersetze man in 
den Formeln z durch 2z* ( z) und z, durch z* = 0. Wahrend die zu B, gehé- 
renden Lésungsmannigfaltigkeiten der Art A (vgl. 1.2.) nicht weiter interes- 
sieren, teilen wir diejenigen der Art B in 3 Klassen ein, deren Definition 
dieselbe wie im § 3 ist. 

Definition VI. A, sei eine meromorphe Abbildung der im Punkte 0 irre- 
duziblen analytischen Mannigfaltigkeiten A,,. E sei eine analytische Ebene 
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des t-Raumes. Es sei M‘ (z) (o Dimension, , laufender Index) eine zum 
Bereich B, gehérende Lésungsmannigfaltigkeit des Gleichungssystems (H), 
oder falls B; den unendlichfernen Punkt von E enthalt, des Gleichungs- 
svstems (H’),). M‘’ (z) besitze die folgenden Eigenschaften: 

1. M‘” (z) sei im Punkte {O, z,} irreduzibel und hinge parametrisch von z 
ab (Definition I). 

2. M‘” (z) gehore keiner héherdimensionalen Lésungsmannigfaltigkeit des 
Gleichungssystems (H), bzw. (H’), an. 

3. Fir keinen Wert von i sollen p; (x) und gq; (x) gleichzeitig 0 auf 
M‘” (z) sein. 

4. Ist z= 2’ eine beliebige Spezialisierung aus B,, so enthalte M hee 
den Punkt 0. 

Unter diesen Voraussetzungen heiBe M‘’’ (z) eine zu B, gehérige Faser- 
mannigfaltigkeit der Abbildung A; von A,, von der Dimension o. 


4.4. Definition VII. 

A, sei eine meromorphe Abbildung der im Punkte O irreduziblen analyti- 
schen Mannigfaltigkeit A,,. EH sei eine analytische Ebene des t-Raumes. 
‘ sei ein beliebiger Punkt von Z. z’ liege im Bereich B,. M? (z) sei eine zum 
Bereich B, gehérige Fasermannigfaltigkeit (vgl. Definition VI). Obgleich 
M (z) im Punkte {O, z,} irreduzibel ist, kann es im Punkte {O, z'} reduzibel 
sein. Es sei M‘’’ (z) eine im Punkte {O, z’} irreduzible (c-dimensionale) Teil- 
mannigfaltigkeit von M (z), welche bei beliebiger Spezialisierung z = 2 
aus der Umgebung von z’ in eine Mannigfaltigkeit M‘’ (2) tibergeht, die den 
Punkt O enthalt, also zur Klasse III gehért. Dann hei®Be M“’ (z) Fasermannig- 
faltigkeit des Punktes z’. 

Weil jede zum Bereich B, gehérige Fasermannigfaltigkeit zur Klasse III 
gehért (Definition VI), liefert sie wenigstens eine Fasermannigfaltigkeit des 
Punktes 2’. Es braucht aber nicht jede in {O, z’} irreduzible Teilmannigfaltig- 
keit von M© (z) zur Klasse IIT zu gehéren. 


1.5. Zur Rechtfertigung der Definition VII diene folgendes Resultat : 
Teilergebnis 4. Der Punkt z’ gehére zu den Bereichen B,, und B;,. Als 
Punkt von B,, werde z’ mit den Fasermannigfaltigkeiten M7,” (z) und als Punkt 
. . ~~ . , xo , . . 
von B,, mit den Fasermannigfaltigkeiten NY” (z) versehen. Diese beiden Reihen 
stimmen iiberein. 
° (e ° ms _ ° . , 
Beweis: MY? (z) sei Teilmannigfaltigkeit der zum Bereich B,, gehérigen 
Fasermannigfaltigkeit M™ (z), Definition VII. Wenn z. B. B;, derjenige Bereich 
ist, der den unendlichfernen Punkt von Z enthalt, wende man in den zu B; 
e . _ . . . - . > 
gehérigen Fasermannigfaltigkeiten vor Durehfiihrung der folgenden Uhber- 
legungen die Transformation z* — 1/z an. 
a) - - a , : . ° = . o_ Be 
Da M;’ (z) im Punkte {0, z’} irreduzibel ist und bei beliebiger Speziali- 
sierung von z den Punkt © enthalt, muB es ganz auf einer zum Bereich B, 
gehorigen Lésungsmannigfaltigkeit des Gleichungssystems (//), liegen: L’ (2). 
Die Dimension 7 dieser Mannigfaltigkeit kann nicht gréBer als o sein, da 
(a) (a) ° . —— 
andernfalls M;’’ (z) und daher M”’ (z) zu einer zum Bereich B,, gehérigen 
héherdimensionalen Lésungsmannigfaltigkeit von (H), (bzw. (H’),) gehéren 
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wiirden, im Widerspruch zur Bedingung 2 in Definition VI. Es ist also rt = a. 
In Klasse I kann L”’ (z) deswegen nicht liegen, weil fiir keinen Wert von i 
p; (x) und q; (x) gleichzeitig auf 7,” (z) identisch verschwinden. Wenn L *" (2) 
Element der Klasse II wire, gabe es nur endlich viele Punkte Zz in B..,, fiir 
welche L” (2) durch den Punkt O geht. Das ist unvereinbar mit der Tat- 
sache, daB M,”’ (z) bei jeder Spezialisierung von z in der Umgebung von 2’ 
den Punkt O enthalt. L”’ (z) ist daher eine zum Bereich B,, gehérige Faser- 
mannigfaltigkeit. Zerlegen wir L”° (z) in die im Punkte {0O, z’} irreduziblen 
Teilmannigfaltigkeiten, so faillt eine von diesen mit M,”’ (z) zusammen. Jede 
Manniefaltigkeit M‘°’ (z) ist daher in der Reihe NJ (z) enthalten. Die Um- 
kehrung wird genau so bewiesen. 

1.6. Definition der singuliren Punkte von E. 

M*)(z) sei eine zum Bereich B, gehérige Fasermannigfaltigkeit, vel. 
Definition VI. Aus den Ergebnissen des Teiles I (Satz 9, Folgerung | 
Nr. 5.9.) folgt: Es gibt im Bereich B, endlich viele Punkte: €,, 0o=1,2,...,P. 
derart, daB in der Punktmenge B,, die aus B, durch Herausnehmen der Punkte 
tf, entsteht, folgende Bedingung gilt: Die Mannigfaltigkeit M~” (z) besitzt in 
allen Punkten {0,, z’}') fiir z’ aus By, isomorphe Monodromiegruppen. Die 
Monodromiegruppe von M~”) (z) im Punkte {0,, z’} ist isomorph zur Mono- 
dromiegruppe von M~” (z’) im Punkte O,. Die Punkte ¢,, 9 = 1,2,...,P, 
sollen singulire Punkte von B, heiBen. In derselben Weise definieren die 
iibrigen Fasermannigfaltigkeiten von B, singulire Punkte in B;. 

In jedem Bereiche B, gibt es héchstens endlich viele singulire Punkte. 
Jeden Punkt der Ebene £, der fiir einen Bereich B, singulir ist, nennen wir 
singuliren Punkt von £. Die Ebene Z enthalt héchstens endlich viele singulire 
Punkte. 

4.7. Analytische Fortsetzung der Fasermannigfaltigkeiten. 

z’ sei ein nicht singularer Punkt der Ebene Z, der zum Bereich B, gehére. 
M,’ (z) sei eine Fasermannigfaltigkeit des Punktes z’. Nach Definition VII 
ist M,’ (z) eine im Punkte {O, z’} irreduzible Teilmannigfaltigkeit einer zum 
Bereich B, gehérigen Fasermannigfaltigkeit M‘ (z). Wegen der Isomorphie 
der Monodromiegruppen von M (z) in den Punkten {O,,z}') fiir 7 aus B; 
gibt es eine Umgebung von z’: U (z’), derart, daB M\’’ (z) in allen Punkten 
{O,, =} fiir Z aus U (z’) isomorphe.also transitive Monodromiegruppen hat. 
M, (z) ist dann in den Punkten {O, z}, z¢ U(z’), irreduzibel. 

Daraus folgt, daB M,”’ (z) Fasermannigfaltigkeit aller Punkte von U (z’) 
ist. Wir kénnen daher jedem nicht singuliren Punkt z’ von B,; eine Umgebung 
U (z’) so zuordnen, daB die Fasermannigfaltigkeiten des Punktes z’ gleichzeitig 
Fasermannigfaltigkeiten der Punkte von U (z’) sind. 

Die den nicht singuliren Punkten z! und z? von EZ zugeordneten Umgebun- 
gen U (2!) und JU (2) sollen einen nichtleeren Durchschnitt besitzen. Die 
Fasermannigfaltigkeiten des Punktes z! seien M’y’ (z) und die des Punktes 
z*: NY (z). In den Punkten des Durchschnittes miissen diese Reihen iiberein- 
stimmen, wie Teilergebnis 4 beweist. Es gibt also eine Mannigfaltigkeit N\’’ (z), 


1) Zur Definition von O, vgl. Aussage II, 3.2. 
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— , _ a ‘ . (e) ‘ 2 . - 
die im Durchschnitt U (21) U (z*) mit M, (z) identisch ist'). Wir nennen 
sla . . fa) . . 
N;, (2) die analytische Fortsetzung von M,’ (z). Man erkennt jetzt leicht, 
(a) . . - » oe 
daB M7,’ (z) nach allen nicht singuliren Punkten der Ebene E fortgesetzt 
’ . (a) . . . . es 
werden kann. Setzen wir M,” (z) auf verschiedenen, die singuliiren Punkte 
vermeidenden Wegen vom nichtsinguliren Punkte z! zum nichtsinguliren 
Punkte z* analytisch fort, so kénnen wir zu verschiedenen Fasermannigfaltig- 
keiten des Punktes 2? gelangen. 
Weil die analytische Fortsetzung auf einem bestimmten, keine singuliiven 
Punkte enthaltenden Wege zwischen z! und 2? eindeutig ist, folgt: 
Teilergebnis 5. Die Anzahl der Fasermannigfaltigkeiten der meromorphen 
Abbildung A, von A,, ist in allen nichtsinguliren Punkten der Ebene # 
gleich groB. 
§ 5. Fasergesamtheit der meromorphen Abbildung A, von A 
; hk 


me 


5.1. Teilergebnis 6. 

A, sei eine meromorphe Abbildung der im Punkte 0 irreduziblen analyti- 
schen Mannigfaltigkeit A,,. t, sei ein regulérer Punkt von A,, Definition V. 
Die analytische Ebene E gehe durch den Punkt ¢, und besitze die Parameter 
darstellung : 

(EZ) t=O +24; it=-1,2,...,h. 
Insbesondere sei: 
t; t’ Ze ti; i Soe : 


a) Aus einer Fasermannigfaltigkeit des Punktes ¢,, vgl. Definition LV, 
entsteht durch Einsetzen der Parameterdarstellung (2) eine Fasermannig- 
faltigkeit des Punktes z,, vgl. Definition VII. 

b) Jede Fasermannigfaltigkeit des Punktes z, kann durch Einsetzen der 
Parameterdarstellung (#) aus einer Fasermannigfaltigkeit des Punktes / 
erhalten werden. 


Beweis: 1. F (t) sei eine Fasermannigfaltigkeit des Punktes ¢,. Durch 
Kinsetzen der Parameterdarstellung (/) entsteht aus ihr eine Lésungsmannig- 
faltigkeit M‘ (z) des Gleichungssystems (/7),, vgl. 4.1. M™ (z) ist im Punkte 
O, 29} irreduzibel, da andernfalls die aus ihr durch Spezialisierung z == z, 
gewonnene Mannigfaltigkeit: M‘” (z)) == F™ (t)) im Punkte O reduzibel wire 
Das ist ein Widerspruch zur Eigenschaft R 2 des reguliiren Punktes t,, Defi- 
nition V. M™ (z) liegt auf keiner h6herdimensionalen Lésungsmannigfaltigkeit 
des Systems (H),. Andernfalls miiBte auch M™ (z,), also F” (t)) einer héher- 
dimensionalen Lésungsmannigfaltigkeit des Gleichungssystems (@), (vgl. 3.1.) 
in das t= t, eingesetzt ist, angehéren. Das widerspricht der Eigenschaft R 4 
des reguliren Punktes t,. .M (z) gehdrt nicht zur Klasse I (vgl. 3.3.), da fiir 
keinen Wert von ¢ p; (x) und q; (x) auf F© (t,) gleichzeitig identisch verschwin- 
den, vgi. Eigenschaft R 3 von t,. .W4” (z) liegt nicht in der Klasse II, da F™ (1) 
bei jeder Epezialisierung von ¢t den Punkt O enthilt, also auch bei den Speziali- 
sierungen (Z). M.° (z) liegt also in Klasse ITT und ist nach Definition VIT eine 
Fasermannigfaltigkeit des Punktes Zp. 

2. M (z) sei eine Fasermannigfaltigkeit des Punktes zp, vgl. Definition VII. 
Da M (z) im Punkte {O, z,} irreduzibel ist und dem Gleichungssystem (//), 
1) Dabei kénnen ihre kanonischen Darstellungen ganz verschieden sein. 


1a* 
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geniigt, gibt es eine im Punkte {O,t,} irreduzible Lésungsmannigfaltigkeit 
des Systems (@),: L” (t), die nach Einsetzen der Parameterdarstellung (Z) 
M® (z) ganz enthalt. Ihre Dimension t muB o sein, da M‘ (z) zu keiner 
héherdimensionalen Lésungsmannigfaltigkeit des Systems (H), gehért, vgl die 
Definitionen VI und VII. L‘’ (¢) gehért nicht zur Klasse I, da fiir keinen Wert 
von @ p; (x) und q; (x) auf M™ (z) gleichzeitig identisch verschwinden. Bei der 
Spezialisierung t = t, geht L (¢) in eine analytische Mannigfaltigkeit L'’ (t,) 
iiber, die M“ (z,) enthalt, also durch den Punkt 0 geht. Daher kann wegen der 
EKigenschaft R 6 des reguliren Punktes t, L'° (¢) nicht zur Klasse II gehéren. 
Es ist also L (t) eine Pasermannigfaltigkeit des Punktes t,. Damit ist das 
Teilergebnis 6 bewiesen. 

5.2. Definition VIII. 

Es sei A, eine meromorphe Abbildung der im Punkte O irreduziblen analy- 
tischen Mannigfaltigkeit A ,. ¢, sei ein regularer Punkt von A,, vgl. Definition V. 
Vermdége der Definition IV werden dem Punkte ¢, (o-dimensionale) Faser- 
mannigfaltigkeiten zugeordnet. Durch den Punkt t, werde das Biischel von 
analytischen Ebenen gelegt: 


(EB) t “i+2ztu, 4 = ee k. 


Den Punkten jeder solchen Ebene werden (o-dimensionale) Fasermannig- 
faltigkeiten gemaB der Definition VII zugeordnet. Teilergebnis 6 zeigt, daB in 
der Umgebung von ¢, die Fasermannigfaltigkeiten der Punkte dieser Ebenen 
aus den Fasermannigfaltigkeiten des Punktes ¢, durch Einsetzen der Para- 
meterdarstellung (Z) gewonnen werden kénnen. Die Vereinigungsmenge aller 
(o-dimensionalen) Fasermannigfaltigkeiten werde ,,Fasergesamtheit ¥ ° (t)*‘ 
genannt. 

f («) sei die Anzahl der Fasermannigfaltigkeiten des reguliren Punktes fy. 
Die Teilergebnisse 5 und 6 zeigen, daB f (¢) auch die Anzahl der Fasermannig- 
faltigkeiten in den nicht singuliren Punkten (Definition in 4.6.) jeder Ebene 
des Biischels (Z) ist. f(¢) werde Faseranzahl der Fasergesamtheit °° (¢) 
genannt. Die Abhangigkeit der Zahl f (c) von der Dimension o wird im § 7 
untersucht. 


§ 6. Funktionen auf der Fasergesamtheit. 


6.1. Satz 3. 


, - . ‘x es i. a 
Die Funktion w $a" sei im Punkte O meromorph. A; sei eine mero- 
W\%)n 
morphe Abbildung der im Punkte O irreduziblen analytischen Mannigfaltig- 
keit A,,. Es sei Z eine analytische Ebene des t-Raumes mit den folgenden 


Eigenschaften: z sei die Koordinate auf der Ebene #. Die Abbildung A, 
besitze in den Punkten von E (o-dimensionale) Fasermannigfaltigkeiten, 
deren Bestimmung nach Definition VII geschieht. 

Es gebe einen Punkt z’ auf Z, derart, daB die Funktion w auf allen Faser- 
mannigfaltigkeiten des Punktes z’ endlich mehrdeutig (vgl. Definition I), 
jedoch nicht ~ ist. Dann ist w auf der Ebene £ eine algebraische Funktion 
von z. 

Beweis: a) Wie in Nr. 4.2. erklart wurde, wird die Ebene EZ einschlieBlich 
des unendlich fernen Punktes mit endlich vielen Kreisbereichen B, iiberdeckt, 
fiir welche die Fasermannigfaltigkeiten nach Definition VI berechnet werden. 
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Der Punkt z’ gehére zum Bereich B,. Jede zu B, gehorige Fasermannigfaltig- 
keit M‘)(z) liefert wenigstens eine Fasermannigfaltigkeit des Punktes z’, vgl. 
Nr. 4.4., die nach Definition VII eine im Punkte {0, 2’} irreduzible (o-dimen- 
sionale) Teilmannigfaltigkeit von M™ (z) ist. Da die Funktion w auf dieser 
endlich mehrdeutig ist, erfiillt sie auf M™ (z) die Voraussetzungen zu Hilfs- 
satz 3, aus welchem folgt, daB w auch auf M (z) endlich mehrdeutig ist. Die 
Funktion w ist also auf allen Fasermannigfaltigkeiten des Bereiches B, end- 
lich mehrdeutig. 

b) Wenn die Bereiche B,; und B,. einen nichtleeren Durchschnitt haben, 
so ist die Funktion w auf allen Fasermannigfaltigkeiten der Punkte des Durch- 
chnittes von B, und B,, endlich mehrdeutig, woraus durch Wiederholung des 
Schlusses in a) folgt, daB w auch auf den Fasermannigfaltigkeiten des Bereiches 
B,. endlich mehrdeutig ist. SchlieBen wir so von Bereich zu Bereich weiter, 
so erhalten wir das Ergebnis: Die Funktion w ist auf den Fasermannigfaltig- 
keiten simtlicher Punkte der Ebene E endlich mehrdeutig. 

c) Z sei ein nicht singulirer Punkt der Ebene £, vgl. Nr. 4.6. Dann ent- 
stehen aus einer Fasermannigfaltigkeit M° (z) des Punktes z durch Speziali- 
sierungen z = z, aus einer Umgebung von 2 Mannigfaltigkeiten M© (z,), die 
im Punkte O irreduzibel sind, vgl. Nr. 4.7. Jede Fasermannigfaltigkeit des 
Punktes z erfiillt die Voraussetzung des Hilfssatzes 2. Nach diesem Satz ist 
die Funktion w daher auf den Fasermannigfaltigkeiten des Punktes Z sogar 
eindeutig, d.h., in der Umgebung von z durch / (¢) im Punkte z meromorphe 
Funktionen von z gegeben: w= w,(z),v=1,2,...,f(¢0). Dabei sei f (oc) 


die Anzahl der Fasermannigfaltigkeiten in den nichtsinguliren Punkten der 
Ebene #. Nun kénnen die Fasermannigfaltigkeiten des Punktes Z nach allen 
nichtsinguléren Punkten von £ analytisch fortgesetzt werden, vgl. Nr. 4.7. 
Hieraus folgt, daB die Funktionen w, (z) sich nach allen nichtsingularen 
Punkten von £ analytisch fortsetzen lassen. Entfernen wir aus £ die singuliiren 
Punkte, so entstehe die Punktmenge EZ’. Die Funktionen w, kénnen in £2’ 
unbeschrinkt a: alytise fortgesetzt werden. Es sei q @ (UW, We, -- Wj(¢)) 
eine ganz rationale symmetrische Funktion der w,. Die Funktion @ ist ein- 
deutig in EZ’ und verhalt sich in allen Punkten von EF’ meromorph. 

d) Es sei € ein singularer Punkt von Z£, und S® (z) sei eine Fasermannig- 
faltigkeit von €. Auf S‘ (z) geniigt die Funktion w einer algebroiden Gleichung 
val. b): 

P (w/z) = cy (z) w’ + € 


1 (z) w- 1 +--+ +, (z) = 0, 


wobei die Koeffizienten c, (z) im Punkte ¢ analytisch sind. Wir diirfen iiberdies 
annehmen, daB die Diskriminante von P nicht identisch null sei, sonst ver- 
schaffen wir uns aus P durch rationale Rechenoperationen ein Polynom mit 
dieser Eigenschaft. Es sei Z ein nichtsingulirer Punkt in der Umgebung von ¢, 
in dem die Diskriminante von P nicht verschwindet und in dem die Funktionen 
w, (z) analytisch sind. Mindestens eine dieser Funktionen geniigt der Gleichung 
P (w/z) = 0. Die iibrigen geniigen anderen Gleichungen derselben Art, die 
von den weiteren Fasermannigfaltigkeiten des Punktes € herkommen. Aus 
diesen Gleichungen folgt, daB es fiir jede Funktion w, eine Potenz (z — ¢)” 
gibt, derart, daB (z — £)"" w, (z) beschrinkt bleibt, wenn z gegen ¢ strebt. 
Dann gibt es auch fiir die symmetrische Funktion gy eine Potenz (z — C)*, 
derart, daB (z — ¢)* @ beschriinkt bleibt, wenn z gegen ¢ strebt. Die Funktion g 
ist daher auch im Punkte € meromorph. Da ¢ ein beliebiger singularer Punkt 
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von E iat, ist @ auf der Ebene £ eindeutig und in allen Punkten meromorph, 
also eine rationale Funktion von z. Daraus folgt die Behauptung, wenn wir 
fiir » die elementarsymmetrischen Funktionen der w, wiblen. 

6.2. Hauptsatz I. 

t bezeichne das System der k Variablen t,, t,,... , t. Es sei Ay, eine mero- 
morphe Abbildung der im Punkte O irreduziblen analytischen Mannigfaltig- 
keit A,,, vgl. Definition III. Es gebe einen Punkt f,, der fiir die Abbildung A, 
reguliir ist, vgl. Definition V, und in dem die Anzahl f (a) der o-dimensionalen 
Fasermannigfaltigkeiten (Definition VIII) 1 ist. Die Funktion w sei im 
Punkte O meromorph und eindeutig auf den Fasermannigfaltigkeiten des 
Punktes ¢,, Definition IT. Dann ist w eine algebraische Funktion der Variablen 
‘hy See th. 

Beweis: a) Wir fiihren zunichst cine einschriinkende Voraussetzung ein, 
von der wir uns spiiter frei machen werden: 

\uf keiner Fasermannigfaltigkeit des Punktes ¢, gelte w = x. 

b) Nach der Voraussetzung des Hauptsatzes gibt es f(a) im Punkte ¢ 

meromorphe Funktionen 


(1) pee I 


h(t) ’ i fio), 


welche die Werte der Funktion w auf den f (¢) Fasermannigfaltigkeiten des 

Punktes {, bestimmen. Es sei ¢’ ein Punkt in der Umgebung von f¢,, 1. der 

regulir fiir die Abbildung A, sei, 2. in dem keine Funktion h, (#) verschwindet, 
BB Sarr. |! 

c) g @ (Wy, We, ..., Wyo)) Sei eine ganz rationale, symmetrische Funk- 
tion der w,. Ersetzen wir in der Funktion g die Argumente durch die Funk- 
tionen (1). so entsteht eine Funktion ¢ (¢), die im Punkte ¢’ analytisch ist. 
Es sei U (t') eine Umgebung von t’, in der @ (t) analytisch ist. 

ad) Mittels des Biischels analytischer Ebenen durch den Punkt ¢’ werde 
eine Fasergesamtheit }© (t) aufgebaut, vgl. Definition VIII. EF sei eine Ebene 
dieses Biischels, und 


(EB) t t: T; 2 t 3 J. a 


sei ihre Parameterdarstellung. Nach dem Teilergebnis 6 erhalten wir die 
Fasermannigfaltigkeiten M,”’ (z) des Punktes z = 0 durch Einsetzen von (E) 
in die Fasermannigfaltigkeiten F,”’ (t) des Punktes t’. Die Werte der Funktion 
w auf M,’ (z) gewinnen wir entsprechend durch Finsetzen von (E) in die 
Funktion w, (t), welche die Werte von w auf F,’’ (t) bestimmt. Da w, (t) im 
Punkte ¢’ analytisch ist, erhalten wir so eine im Punkte z = 0 analytische 
Funktion von z: w, (z). Die Funktion w ist daher eindeutig auf den Faser- 
mannigfaltigkeiten des Punktes z= 0. Nach Satz 3 ist w eine algebraische 
Funktion von z. Die symmetrische Funktion @ ist folglich rational in z. 

e) In der folgenden Weise gelingt es, den Definitionsbereich der Funktion 
y (t), der zunichst nur eine Umgebung des Punktes ?¢’ ist, auf den ganzen 
(endlichen) t-Raum auszudehnen: Es sei ¢, irgendein Punkt des endlichen 
t-Raumes, verschieden von ¢t’. Es gibt eine eindeutig bestimmte analytische 
Ebene, die t, mit ¢’ verbindet. Auf ihr ist g eine rationale Funktion von z 
die im Punkte ¢, einen bestimmten Wert besitzt, den wir als Funktionswert 
von ~ im Punkte ¢, definieren. Wegen des Teilergebnisses 6 stimmt diese 
Definition in der Umgebung von ?’ mit der in c) gegebenen iiberein. 

















(ber ausgeartete meromorphe Abbildungen. IL. 


f) Um die Eigenschaften von @ (t) zu studieren, nehmen wir eine Koordi- 
naten-(Cremona)-transformation des endlichen t-Raumes in den Raum mit 


den Koordinaten 1,, T.,..., Ty, 2 vor, indem wir setzen: 
(2) t=t+14,2, +=1,2,..., b— i. 
ck th = 


z= t, — t, 
(3) u—t 
—_—_—_ ’ = ae k—1 
he — ty 


Die Funktionaldeterminante von (2) hat den Wert z*~!; in der Tat hért die 
eindeutige Umkehrbarkeit von (2) lings der Hyperebene z = 0 auf. In allen 
anderen Punkten des (endlichen) {7, z}-Raumes ist die Transformation ein- 
deutig analytisch umkehrbar. Durch Einsetzen von (2) in die Funktion  (t) 
erhalten wir eine Funktion q’ (r,z). Der Raum mit den Koordinaten 1 
Wee Fer T,;,—, heiBe t-Raum. 


g) Es sei r°® ein beliebiger Punkt des t-Raumes. Wir legen im r-Raum eine 
Umgebung von 7° durch Ungleichungen: 
(4) ln—t?}<4,(4>0), #=1,2,...,k-1, 
beliebig fest und bestimmen dazu eine Zahl 6 > 0 so, daB die Pankie mit 


den Koordinaten (2) in der Umgebung U (t’) liegen, vgl. c), wenn dic 7, durch 
die Ungleichungen (4) und z durch: 


(5) lzji< 6, (6>0), 


beschrinkt werden. Da @ (¢) in U (t’) analytisch ist, ist die Funktion g’ (r, z) 
analytisch, wenn t der Umgebung (4) und z der Umgebung (5) angehoren. 
Eine beliebige Spezialisierung t = t° bedeutet, daB eine analytische Ebene 
durch den Punkt t’ festgelegt wird. Aus d) folgt daher: Bei beliebiger Speziali- 
sierung t = t° geht q’ (7, z) in eine rationale Funktion von z: gy’ (r°, z) tiber. 
Die Funktion q’ (t, z) erfiillt die Voraussetzungen zum Satz 1, Oscoop, Lb., 
Seite 282. Nach diesem Satz hat q’ die Form: 





’ o rT 
: ? Jot G2+ Gez?= +--+ + Grz 
(6) gy’ (t, z) g Js — 

hy + hy z+ hgrz?+ +--+ +h,* 


wobei die Funktionen g, und h, Funktionen von 7 sind, die im Punkte r° 


analytisch sind. Es ist h, (1°) + 0. 

h) Die Darstellung (6) zeigt, daB q’ sich in allen Punkten des folgenden 
Gebietes meromorph verhalt: 

z ist beliebig, t variiert in einer Umgebung von 1°. Da 1° ein beliebiger 
endlicher Punkt des t-Raumes ist, kénnen wir feststellen: g’ ist in allen 
endlichen Punkten des {1,z}-Raumes meromorph. Jetzt werde die Koordi- 
natentransformation (2) riickgiingig gemacht. (¢) ist in allen endlichen 
Punkten des t-Raumes meromorph, allerdings mit Ausnahme eventuell der- 
jenigen Punkte, die z = 0 entsprechen, da in diesen die eindeutige Umkehr- 
barkeit von (2) aufhért. z= 0 bedeutet ¢, t}.. 

i) Nun ist in der Transformation (1) die Koordinate t, ausgezeichnet. 
Setzen wir t,_, = te, + 2,%;=% +217;, #=1,2,..., k — 2, k. so lautet das 
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Ergebnis derselben Uberlegung:  (t) ist in allen endlichen Punkten des t-Rau- 
mes meromorph nur eventuell mit Ausnahme der Punkte auf der Hyperebene 
t._, = t_,. Dann wird t,_,=% —2+2 gesetzt usw. Durch Zusammenfassung 
aller Teilergebnisse kommt schlieBlich heraus: @ (f) ist in allen endlichen 
Punkten des t-Raumes meromorph, eventuel) mit Ausnahme des einzigen 
Punktes t’; aber in ¢’ ist  (t) sogar analytisch, vgl. c). 

k) Um das Verhalten der Funktion @ (¢) in den unendlich fernen Punkten 
des t-Raumes zu studieren, legen wir den Raum der Funktionentheorie zu- 
grunde und nehmen eine tineare Koordinatentransformation etwa von j der k 
Koordinaten vor 


= I l l 
j ty ts rene ——_ , l ' ¥ 6 eg t 
t, %, .s ts Ls t x 


1 





Dabei soll «; von ¢j, i= 1,2,..., 7, verschieden und sonst beliebig sein. Der 
Punkt ¢ wird dann in einen endlichen Punkt t’’ des ¢*-Raumes iiberfiihrt. 
Die Abbildung A, gehe durch die Transformation (7) in die Abbildung Az 
iiber. Af ist ebenfalls eine meromorphe Abbildung von A,,. Aus dem Glei- 
chungssystem (@), (vgl. 3.1.) entstehe durch Einsetzen von (7) das Gleichungs- 
system (G*),. Der Punkt ¢’” ist ein regulirer Punkt der Abbildung Aj, denn 
aus jeder Lésungsmannigfaltigkeit des Systems (@), in t’ entsteht durch Ein- 
setzen von (7) eine solche des Systems (Gf) in t’’. Die Klasseneinteilung der 
Lésungsmannigfaltigkeiten, vgl. 3.3., bleibt unverandert, so daB jede Faser- 
mannigfaltigkeit des Punktes ¢’ in eine solche des Punktes t’’ iibergeht. Die 
Funktion w ist daher anf den Fasermannigfaltigkeiten des Punktes t’’ eindeutig 
Die Werte von w auf diesen Fasermannigfaltigkeiten entstehen aus den 
Funktionen w, (vgl. b) durch Einsetzen der Transformation (7). Die symmetri- 
sche Funktion g’ (f*) entsteht aus @ (t) auf dieselbe Weise. Da die Abbil- 
dung Af die gleichen Voraussetzungen wie A, erfiillt, folgt aus den bisherigen 
Ergebnissen, daB q’ (t*) in allen endlichen Punkten des t*-Raumes meromorph 
ist. Daher ist die Funktion @ (¢) auch in allen jenen unendlich fernen Punkten 
des t-Raumes meromorph, die durch die Transformation (7) in endliche Punkte 
iiberfiihrt werden. An die Stelle der Transformation (7) kann jede andere 
Transformation treten, die unendlich ferne Punkte des t-Raumes in das End 
liche holt. Zusammenfassend stellen wir fest: Die Funktion @ (¢) ist mero- 
morph in allen Punkten des t-Raumes der Funktionentheorie. Der WEIER- 
sTRASSsche Satz (Oscoop, Lb., Seite 275) lehrt: Die Funktion @ (¢) ist rational 
in t. Nehmen wir fiir m die elementarsymmetrischen Funktionen der w, 
so ergibt sich: Die Funktion w geniigt einer algebraischen Gleichung in 
t,, t,,....t, vom Grade f (oe). 

m) Eine besondere Untersuchung erfordert noch der bisher ausgeschlossene 
Fall, dab w auf einer Fasermannigfaltigkeit des Punktes ¢’ © ist, vgl. a) 
Um diesen Fall zu erledigen, ist eine Abainderung des Begriffes der Faser- 
mannigfaltigkeit erforderlich, die darin besteht, die in 3. 3. gegebene Definition 
der Klasse I durch die folgende zu ersetzen: 

Klasse I’. Zur ersten Klasse sollen diejenigen Lésungsmannigfaltigkeiten 
des Systems (@), im Punkte ¢, gehéren, auf denen fiir einen Wert von ¢ die 
beiden Funktionen p; (x) und q; (x) gleichzeitig identisch verschwinden oder 
der Nenner q (x) der meromorphen Funktion w identisch null ist. 

Der letzte Absatz ist auch bei der Definition des reguliren Punktes, vyl. 
Definition V. und den Definitionen der Fasermannigfaltigkeiten, Definitionen 
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iV, VI, und VII zu beriicksichtigen. Im iibrigen bleiben die Schliisse unver- 
andert. Es kann eintreten, daB nunmehr die Faseranzahl f’ (¢) null wird, obgleich 
f(c) =>1 war; das bedeutet w= oo auf der ganzen Fasergesamtheit % ° (t). 
Dieser Fall ist ein Spezialfall der Gleichung w = const. Allgemein bedeutet 
f’ (oc) < f (o), daB w auf einer Teilgesamtheit von } (t) = co ist, wiihrend auf 
einer anderen Teilgesamtheit zwischen w und ¢ eine algebraische Relation 
besteht. Die Fasergesamtheit } (¢) ist dann reduzibel. f (c) f’ (c) Werte 
der algebraischen Funktion fallen in den Punkt oo. In diesem Sinne aufgefaBt, 
gilt der Hauptsatz I allgemein. 


§ 7. Uber die Faseranzahl. 

7.1. Satz 4. 

A, sei eine meromorphe Abbildung der im Punkte O irreduziblen analyti- 
schen Mannigfaltigkeit A,,. f (co) sei die durch Definition VIII eingefihrte 
Anzahl der Fasermannigfaltigkeiten eines reguliren Punktes von A,. 

Ks gilt f (oc) = 0 fiir o + m — k. 


Uber f{ (m — k) kann im allgemeinen keine Aussage gemacht werden. Diese 
Zahl kann auch 0 sein. 

Beweis: a) Der Beweis werde durch vollstandige Induktion nach k bei 
festgehaltener Mannigfaltigkeit A, gefiihrt'). Wir beweisen die folgende 
3ehauptung: 


n 


Satz 4a. Die Lésungen des Gleichungssystems (G@),, vgl. 3.1., im topolo- 
gischen Produkt einer Umgebung des Punktes 0 und einer Umgebung des all- 
gemeinen Punktes (Definition IV, Teil I) (¢,), liegen auf endlich vielen im 
Punkte {O, (t,),} irreduziblen analytischen Mannigfaltigkeiten L” (t),, die 
parametrisch von (t), abhaingen und kanonische Darstellungen nach Defi- 
nition I besitzen. Ihre Dimensionen o sind >m—k. Fir o > m— k ver- 
schwinden wenigstens fiir einen Wert von i auf L” (t), gleichzeitig p; (x) 
und gq; (x) identisch. 

Beweis: b) Fir k = 0 ist Satz 4a richtig. 

Satz 4a sei bewiesen, wenn die Dimension des t-Raumes < k ist. A, 4+, 
entstehe aus A, durch Hinzufiigen der meromorphen Funktion: 
> Peay (9) = Ge 41 (0) = 0. 


th i Ad had 
1 71 ®) 


Diese Abbildungsfunktion ergibt die weitere Gleichung: 
(1) Ue +1 (2%) tes — Pen 1 (2%) = 9, 


die das Gleichungssystem (G), zum System (G@),,, erganzt. Ist L‘” (t), eine 
Lésungsmannigfaltigkeit von (@),, die zu einem allgemeinen Punkte (t’), 
gehort (vgl. Satz 2), so liegen die zu L'” (t), gehérenden Lésungen der Glei- 
chung (1) im topologischen Produkt einer Umgebung von O und einer Umge- 
bung des allgemeinen Punktes (f,), ,, auf endlich vielen, im Punkte {O, (to), +1} 
irreduziblen analytischen Mannigfaltigkeiten L‘” (t),.,, die von dem Para- 
metersystem (ft), ., abhingen und kanonische Darstellungen nach Definition I 
besitzen. Falls die Gleichung (1) durch L® (t), identisch erfiillt wird, ist 


1) Daher hezeichnen wir Punkte des ¢-Raumes jetzt durch (t),. 
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LX (t), ., mit L”? (t), identisch. In diesem Falle ist t= 0; p, ., und gq, , sind 
dann auf L‘’ (t), gleichzeitig identisch null. Andernfalls gilt +t =o — 1, 


also wegen der Induktionsvoraussetzung t > m — k — 1. Es ist zu beweisen: 
Fiir t > m — k — 1 sind wenigstens fiir einen Wert von 7, i = 1,2,...,k+4 1, 


die Funktionen p; (x) und q; (x) auf L’” (t),., gleichzeitig identisch 0. Fiir 
t = o haben wir das soeben festgestellt. Fiir tr = o -- 1, also o > m — k, folgt 
es aus der Induktionsvoraussetzung. 

7.2. Beispiel. 

Ein Beispiel fiir f (m+ sk) = 0 ist das folgende: A,, sei der (x),-Raum. 
Die Abbildung A, sei: 


Der Rang dieser Abbildung in bezug auf identisches Verschwinden der Deter- 
minanten ist 3. Das System (G@), ist: 


(C)s: % — x,t, = 0, 2%, — 02 0, Fo X% r,t, = 0 
Die Lésungsmannigfaltigkeiten sind: 
] i 
r. x,t to 2. x é 
Lg 1415 % X, Uy 
te t,t 


und: z, = 0, z, = 0, z, = 0. 


In der Klasseneinteilung von 3.3. gehdrt die erste Mannigfaltigkeit zur Klasse II 


und die zweite zur Klasse I. Es ist f (m — k) = f (1) = 0. 
7.3. Hilfssatz 4. 


Es sei A, eine meromorphe Abbildung der im Punkte O irreduziblen ana- 
lytischen Mannigfaltigkeit 4,,. Die Anzahl der Fasermannigfaltigkeiten eines 
reguliren Punktes von A, f (oe) sei l fir c—m--k. F-® (0), sei eine 
Fasermannigfaltigkeit des allgemeinen Punktes (t,),, vgl. Definition IV. 
Es gibt auf A,, in beliebiger Nahe von O Punkte (x'), deren Umgebung auf A, 
von F™-—F* (t), iiberdeckt wird. Darunter ist folgendes zu verstehen: Die 
kanonische Darstellung von F(” ~* (t), werde durch die Formeln (1), (2), (3) 
in Definition I gegeben. {(7),,,— ;, (t),} sei ein regulirer Punkt dieser Mannig- 
faltigkeit. In der Umgebung dieses Punktes wird F("~* (t), durch Potenz- 
reihenentwicklungen gegeben: 

Gu —b+t = Wi lis For - >> a er t.), t=1,2,...,8+h—m. 


Dann ist die Funktionaldeterminante: 





O (ty, ten - +: tk) 


Beweis: a) Nach dem Satz 2 bei Oscoop, Lb., Seite 157, kann die Behaup- 
tung des Satzes folgendermaBen formuliert werden: 

Es gibt keine Funktion Q(y,, yo,..., y,,), die in einem Punkte 
der Umgebung von (y),,, = (O),, analytisch ist und die auf Ft“~” (t), identisch 
verschwindet. 

b) Der Satz werde durch vollstaindige Induktion nach k bei festgehaltener 
Mannigfaltigkeit A,, bewiesen. Fiir k = 0 ist er richtig. Er sei fiir Dimensionen 

k bewiesen. A, . , sei eine meromorphe Abbildung von A,, mit f (m— k— 1) 

1. Durch die k ersten Abbildungsfunktionen von A, ., werde die Abbildung 
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A, erzeugt. Aus f(m—k—1)=>1 fiir A,., folgt f(m—k)=1 fiir A,. Es 
gibt eine Fasermannigfaltigkeit FO—* (t), der Abbildung A, mit folgender 
Eigenschaft: Unter den Lésungsmannigfaltigkeiten der Gleichung: 


” Ge +1 (2) te 41 — Pees (x) = 9, 
die auf F"~ * (t), liegen, befindet sich die Fasermannigfaltigkeit 


Fim — k—}) (t)p : 
der Abbildung A, .,. 

c) Um einen indirekten Beweis zu fiihren, machen wir die folgende Annahme 
Es gebe einen Punkt {(y°),,, (¢°),.,}, der auf F"—*—» (t), ., liegt, derart 
daB die Funktion Q (y,, ¥,..., Y,) in diesem Punkte analytisch ist und 
auf einer in diesem Punkte irreduziblen Teilmannigfaltigkeit Fm —k-D(t),. von 
Fim ~£~ (t), . , identisch verschwindet. Wegen der Voraussetzung der vollstiin- 
digen Induktion ist Q(y),,, = 0 auf F(”"—* (t),. Ohne die Aligemeinheit des Bewei- 
ses einzuschranken, diirfen wir annehmen, daB Q(y),, auf FP" —* (t®), nicht iden- 
tisch verschwindet. Die Lésungen der Gleichung Q(y),, = 0 auf F("—* (#), in 
der Umgebung von {(y?),, (¢°),} erfiillen analytische Mannigfaltigkeiten 
Gim—k—V) (t), die von t,,, unabhingig sind. Die Mannigfaltigkeit 
Fim —k~) (t), ., liegt ganz auf einem G(”-*~1(t),, da sie im Punkte: 
{(y),, (t°)y « 4} irreduzibel ist, der Gleichung Q(y),,, = 0 geniigt und zu F(™ —* (t), 
gehort. Es sei (t’), eine Spezialisierung von (¢), aus der Umgebung von (f°),, fiir 
die Fe" -*~1) ((t’),, t. .,) von | , , wirklich abhingt. Dann muB diese Mannig- 
faltigkeit fiir jeden Wert von t, , , auf G™~*—" (t’), liegen, was der Abhingig- 
keit von ¢,., widerspricht. Da also die Mannigfaltigkeit F"—*— (t), 4, von 
t. ., unabhingig ist und der Gleichung (1) geniigt, verschwinden auf ihr p;, ,, 
und q., gleichzeitig identisch; F(°"-*~—» (t),,, wire dann keine Faser- 
mannigfaltigkeit. 

7.4. Hilfssatz 5. 

A, sei eine meromorphe Abbildung der im Punkte O irreduziblen analyti- 
schen Mannigfaltigkeit 4,,. A; besitze auf 4,, den Rang k; es seik << m. w sei 
eine im Punkte O meromorphe Funktion, die auf 4,, nicht vollstindig unbe- 
stimmt und nicht = oo ist. Vgl. Definition ITI. 

Der Rang der erweiterten Funktionalmatrix: 


ou 





ox P 
rn, ee OES, SS wat. f ... ct 





auf A,, sei k. 
(zx!) sei ein Punkt von J,,, in dem: 
1. A,, regular ist, 


2. die Abbildungsfunktionen ¢;, i = 1, 2,..., k, und w analytisch sind, 





‘ . : . t) » ° . 
3. der Rang der Funktionalmatrix | — ) auf A,, gleich k ist. 
Vu ’ 
Dann besteht in der Umgebung von (2!) eine Gleichung: w = gq (t);, 
wobei g im Punkte: (¢') = A, (2") analytisch ist. 
Beweis: 


Der Satz ist ein Spezialfall des Satzes 2 bei Osaoon, Lh.. Seite 157. 


c 











WALTER THIMM: 


7.5. Hauptsatz II. 


° (Zz ° ° ° 
Es sei A, t; Pile 5 = 1,2,...,k, eine meromorphe Abbildung der 
Gi(®)n 
im Punkte O irreduziblen analytischen Mannigfaltigkeiten /,,. 


1,, werde durch die folgenden Gleichungen bestimmt: 
Pr (X)n = 9, y a 3 
Der Rang von A, auf A,, sei k << m, so daB die Abbildung A, ausgeartet ist 


(Definition III). Es gebe einen Punkt ¢,, derart, daB die analytischen 
Gleichungen: 


0 @ (z),=0, #»v=1,2,...,N, 

{ ) 

7 q; (2) t;— p(z)=0, i=1,2,...,k, 

im Punkte {O, t,} eine Lésungsmannigfaltigkeit F°"~*” (t), besitzen, die para- 


metrisch von (t), abhangt (Definition 1) und die weiteren Bedingungen erfiillt: 
1. Auf F("—* (t), verschwinden fiir keinen Wert von i gleichzeitig p; (x) 
und q; (x) identisch. 
2. Bei jeder Spezialisierung t= ¢’ aus einer Umgebung von f, enthalte 
Fo —*) (#’) den Punkt O. 


w sei eine im PunkteO meromorphe Funktion, die auf A,, nicht vollstandig 








unbestimmt und nicht © ist, vgl. 2.1. Der Rang der Funktionalmatrix 
et 
ry j 
shi. 4 ee ke u 2 n 
cw 
az, | 


auf A,, sei k. 
Dann besteht auf 4,, zwischen w und t,, f,,..., t eine algebraische Relation. 

Beweis: Aus den Voraussetzungen iiber A, folgt f(m— k)>1. Fo™-* (tj 
sei eine Fasermannigfaltigkeit eines reguliren Punktes ¢,, vgl. Definition IV. 
Aus Hilfssatz 4 folgt, daB es in der Umgebung von 0 Punkte auf A , gibt, deren 
Umgebung auf A,, von F("-* (t), iiberdeckt wird. F(~* (t), itiberdeckt 
daher auch Umgebungen von Punkten auf /,,,, welche die Voraussetzungen zu 
Hilfssatz 5 erfillen. Hilfssatz 5 lehrt, daB8 die meromorphe Funktion w ein- 
deutig auf F(™~* (t), ist. Daher ist der Hauptsatz I anwendbar. Aus diesem 
Satze ergibt sich die Behauptung. 

7.6. Die einschrinkenden Voraussetzungen iiber die Abbildung A, im 
Hauptsatz II kénnen im allgemeinen nicht entbehrt werden, wie das folgende 
Beispiel zeigt: 


1,, sei der Raum R,. A, sei die Abbildung: 


uy x z x 
a ee 
Zz. - Leo 


Ihr Rang ist 2. w sei die meromorphe Funktion: 















Uber ausgeartete meromorphe Abbildungen. II. 


C uj | 
“a ra) z - . * ° 
Der Rang der erweiterten Matrix “| auf R, ist 2. Es besteht zwischen 


aw 





OX 
w und ¢,, t, die nicht algebraische Relation: 
w ty 1 ots t 
A, erfillt nicht die Voraussetzungen zum Hauptsatz. Die Lésungsmannig- 
faltigkeiten der Gleichungen: 
(G)s a,—t,2%,=0, % + 2%2%,—t,27,=90 


sind: 


a 
Ly’: =, %,2%,=t,—t, und Zs’: 2,=0,2,=0. 


Die erste Mannigfaltigkeit gehért zu Klasse IT und die zweite zu Klasse I. 
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Self-Dual Primitives for Modal Logic. 
By 
ALAN Rose in Nottingham 


It has been shown by Cuurcn!') that the logical constants t and f together 
with the conditioned disjunction function [p, qg,r] with the same truth-table 
is (p-q)V("*~q) form a complete set of independent connectives for the 
2-valued Propositional Calculus and that these connectives are self-dual 
the dual of a formula being obtained by writing it backwards and inter- 
changing the letters t and f. This theorem has been extended to the m-valued 
Propositional Caleculus*) and to the Theory of implication*). We shall consider 
here the corresponding problem for modal Jogic'). We shall take as primitives 
the logical constants m and 7 denoting a necessary statement and an impossible 
statement respectively and the function [r, », s, g, 7] with the same meaning as 


(v:~ ~r)vi(((p:s)v (q-~ 8))- Sr-Own~nr)y (q:~ ons P 


where © P means: P is possible. 
We shall show that if to the axioms of Lewis*) we add the axioms 


\f ~ ~ n 
then in S 2 and all stronger calculi we can define LEwis’s primitives by 
wr ciP.¢, P.2, P 
P = ar [P, 2, a, 1, P 
P-Q=ar (P,Q, P,t, P 


In order to justify these definitions we shall give an outline of a proof that 
in S 2 and all stronger calculi the formulae 


(A) ~p=(t-~O~p)vi((i-p)v(n-~p)): Op: ~p\v (n> ~Q p) 
(B) 5 Pp (n-~ : ~ p)vi(((n-n)v (i> ~n))- Sp ~pjyv la ~OP 
(C) P°q=(q°~O~P)VI((q- p)v (@-~>p)): p> O~Pplv(t:~ p) 


are derivable. 
From (a) and (b) we deduce 


(1) pvyvn=n 
(2 pvi Pp 
(3) p-n p 
(4) D- t Be 


1) CuurcH, ALonzo: Portugal Math. 7, 87 (1948). 

2) Rosg, ALAN: Math. Ann. 123, 76 (1951). 

*) Rose, ALan: J. Symbol Log. (forthcoming). 

4) Lewis, C. I1., and (. H. Laxarorp: Svmbolic Logic. New York and London 1932. 
5) Op. cit. p. 500. 
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Further in 8 2 we can prove 


) ~pr~Qs-~?P 
(6) p-OP=P 
(7) ~O~pvorp= oO” 
(S) 


~O~pPvVp=DP. 


In ecarrving out deductions we shall make use of these formulae and also of 
the fact that if P-- Q is a theorem of the 2-valued Propositional Calculus 
then P = Q is a theorem of 8 2. 


(A) (i: ~ QO ~p)v(((i-p)v (m-~ DP) O PO ~ PV (n> ~ OP) 
(~p:Op-O~p)v~ © p (by (2), (3), (4)) 
(~p'O~Pp)v~OP 
~pv~ © p(by (6)) 
~ p (by (5)) 

(B) (n>-~ QO ~p)v(((n-n)v(ir~ n))-Op:-O~pl\v(i-~ p) 
~QO~Ppv(O Pp: ~ p) (by (1), (2), (3), (4) 
~QO~PVOP 

p (by (7)) 

(C) g:-~O~p)v((q- P)v(i-~p)*OP°O~P)V-~ 

q°~O~P)V(q°P*O PO ~ P) (by (2, (4)) 


(q°-~O~ p)v(q:p- ~ p) (by (6)) 
q°(~QO~Pv (Pp: ~ P)) 


A, p) 


q:(~O~pvp) 
q:° p (by (8)) 
P*q- 


If the formula ® (p,, po, ..., Pa) = ~ VY (~ Py, ~ Par ++ +s ~ Pn) 18 pro- 
vable, then we say that Y/ is the dual of ®. We shall show that our primitives 
are self-dual, the dual of a formula being obtained by writing it backwards 
and interchanging the letters » and 7. 

To do this we must show that the formulae 


(D) 


i ~n 
(E) (p7-~ O~r)v(((p-s)v (gq: ~s))* Or: 
~((~q:~¢ 


~rvqe~O") 
~~r)v(((~q:~s)vV(~p-~~s))'O~r'¢ .) 


/ 
v(~9°~ 90 ~*#)) 


are provable in S 2. We shall omit the proof of (D) and outline the method of 
proving (E). 

In the 2-valued Propositional Calculus, if P,Q, R are mutually exclusive 
and the formula Pv Qv R is a theorem then (P- 8) v (Q-7)v(R-U)- 
(~ Pv 8)-(~ Qv T)-(~Rv VU) holds. But the formula ~ 6 ~ pv~ O 
pPv(® p- © ~ p) is a theorem of S 2. Thus we have in 8 2 
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~((~q°~ O~n~nrnvill~q:~ s)v(~ p> ~~8)): ~r: ~~Tr)\V 


(~ p>~ QO~?r)) 


~((~ qv r)-((~a-~s)v(~p:s)v~(¢ ~r-Or))-(~ pv O~r)) 
(q°>~ Or) V(Uqdv 8): (pv ~ 8)° ( ~r r))V(p ~ Sar 
(p-~ O~r)vi((p-s)v(q-~s))-Or- ~r))\v(q°>~ Or) 


because (p-s) v (¢° ~ 8) is equivalent to (q v s)- (pv ~ 8). 

It remains for us to show that the primitives are independent. [r, p, 8, q, 7] 
cannot be defined in terms of the other primitives since these are constants. 
If we omit the constant n, we cannot define it in terms of the other primitives 
since the formula [i, i, i, i, i] = 7 is provable by means of (2) and (4). Similarly 
the independence of 7 can be deduced from (1) and (3). 

It follows from our duality theorem that negation is self-dual. Thus the 
rule for obtaining the dual of a formula still holds if we make the abbreviation 
~ Pp “a! A Ae yi! 

Since this paper was originally submitted, Professor Dr. B. L. VAN DER 
WAERDEN has found that the above 4-argument function can be replaced 
by the 3-argument self-dual function [P, q,r| with the same meaning as 
(~Or-p-gdv(~O~p-avrnviOr:-O~p:~q). The Lewis primitives 
are then ae fined by 

P = ar [t, P, 2] 
>) P=au, (P, 4, P) 
P-Q=«. [P, Qi] 

I should like to express my gratitude to the referee, Professor Dr. P. BER 

NAYS, for much valuable advice on the preparation of this paper 


( Eingegangen am 21. April 1952.) 
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Approximation analytischer Funktionen 
auf nichtgeschlossenen Riemannschen Flachen. 


Von 
HERBERT FLATHE in Miinster (Westf). 


Einleitung. 

Die Frage nach den Bedingungen dafiir, wann eine in einem Bereich 8 
regulire Funktion innerhalb von 8 approximiert werden kann durch Funktio- 
nen, die in einem 8 umfassenden Bereich $* noch reguliir, bzw. meromorph 
sind, ist in der klassischen Funktionentheorie fiir schlichte Bereiche durch den 
RuncEschen Satz beantwortet worden und dariiber hinaus allgemein fiir 
beliebige nichtgeschlossene RreMaNNsche Flichen durch Ubertragung des 
tuncEschen Verfahrens von H. BEHNKE und K. Strern im Jahre 1948. 

Wahrend jedoch der klassische RuncEsche Satz in der schlichten Ebene 
bereits die Klasse der approximierenden Funktionen auf Polynome, bzw. 
rationale Funktionen einschrinkt und in diesem Falle eine Anzahl] von Ver- 
fahren zur Herstellung der Approximationsfunktionen vorliegt — eine umfas- 
sende Darstellung gibt das Lehrbuch von J. L. Watsu: Interpolation and 
approximation by rational functions in the complex domain (New York 1935) 
hat man auf allgemeinen nichtgeschlossenen RiemMannschen Flichen nur 
einen Beweis fiir die Existenz approximierender Funktionen, der sich durch 
Anwendung der RunGceEschen Polverschiebung auf die RremMANNschen Summen 
des Caucuyschen Integrals ergibt. 

Die Giiltigkeit der Caucnyschen Integralformel auf Rremannschen Flachen 
legt nun den Gedanken nahe, bestimmte Reihenentwicklungen zu suchen, die 
im Innern von $ gegen die vorgegebene Funktion konvergieren und deren 
Partialsummen noch in einem gréBeren Bereich, bzw. der Gesamtfliche 


regular sind analog den Potenz- und Polynomreihenentwicklungen in der 
schlichten Ebene —, um auf diese Weise ein Verfahren zur Konstruktion von 


Approximationsfunktionen zu bekommen. Damit ein solches Verfahren von 
der speziell vorgegehenen, zu approximierenden Funktion f unabhingig wird, 
ist eine Isolierung der Eigenschaften von f anzustreben, wie sie z. B. in den 
Koeffizienten c,, einer gew6hnlichen Potenzreihe 2 c,, (z — a)" verwirklicht ist. 
AuBerdem sollen die Approximationsfunktionen in der ganzen Flache regular, 
méglichst eindeutig bestimmt sein und einen einfachen Aufbau aufweisen. 

In II. wird ein solches Verfahren zuniichst fiir spezielle Bereiche & einer 
nichtgeschlossenen RigeMANNschen Fliche R angegeben, die bei geeigneter 
Transformation w = P(z) von Rt. in R,, in mehrblattrige Kreise K iibergehen. 
Eine in K eindeutige, regulire Funktion f(w) besitzt dann innerhalb K eine 
im wesentlichen aus dem Caucuyschen Produkt zweier Reihen 2 c, w" und 
= B,,(w) w" bestehende Entwicklung, in der die konstanten Koeffizienten c, 
und nur diese von f (w) abhingen, waihrend die Funktionen B, (w) die Struktur 
der Fliche R,, ausdriicken. (Bei der gewéhnlichen Potenzreihenentwicklung 
ist die zweite Reihe identisch gleich 1.) 
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Approximationsfunktionen lassen sich dann zu beliebigem f(w) konstru- 
ieren, wenn man auf der Flache R,, die (von f unabhingigen) Funktionen B,, (w) 
kennt. Es zeigt sich, da8 lediglich die Kenntnis einer zu R,,, bzw. R, gehérigen 
Elementarfunktion 1. Ordnung in zwei Variablen nétig ist, um die Koeffizien- 
tenfunktionen B, (w) berechnen und damit das Verfahren anwenden zu kénnen. 
Die durch f bestimmten Koeffizienten c, sind von der Wahl dieser Elementar- 
funktion unabhingig. Eine Abschatzung ergibt sich unmittelbar aus der 
Caucuyschen Integralformel. 

Die Partialsummen der soeben skizzierten Entwicklung lassen eine iiber- 
sichtliche Schreibweise Zu (Satz 2), die sich auf eine zur Flache gehérige Prim- 
funktion 2 (2, z) stiitzt. 

In III. werden diese Ergebnisse auf eine allgemeinere Klasse von Teil- 
bereichen § in Rt ausgedehnt, was durch eine Verscharfung des verallgemeiner- 
ten RunceEschen Satzes erméglicht wird (Satz 3). 

Uber den Nachweis der Existenz approximierender Funktionen hinaus- 
gehend wird somit in dieser Arbeit fiir nichtgeschlossene RreMANNsche Flachen 
ein lediglich auf der Kenntnis einer Elementarfunktion 1. Ordnung (bzw. einer 
Primfunktion) beruhendes und dadurch der Flache angepaBtes Verfahren zur 
Approximation regulirer Funktionen angegeben, das die wesentlichen For- 
derungen, die man an ein solches stellt, erfiillt. 


I. Definitionen und vorbereitende Sitze iiber Funktionen auf 
nichtgeschlossenen Rremannschen Flichen. 


1. Die Grundlage fiir die folgenden Uberlegungen ist der Begriff der kon- 
kreten Rremannschen Fliche i, einer der komplexen z-Ebene iiberlagerten, 
triangulierbaren und nur aus inneren Punkten bestehenden Flache, die in 
isolierten Punkten verzweigt sein kann. Die Verzweigungspunkte endlicher 
Ordnung werden zur Flache gerechnet. Jedem Flaichenpunkt p (z) — z gibt die 
Koordinate des zugehérigen Grundpunktes an — ist ein ortsuniformisierender 
Parameter ¢ zugeordnet, wodurch eine umkehrbar eindeutige Abbildung 
einer Umgebung von p auf eine schlichte Umgebung des Nullpunktes der 
t-Ebene vermittelt wird. Zur Triangulierung der Rremannschen Flache % 
kénnen immer durch Strecken, Halbgeraden oder Kreisbogen (im metrischen 
Sinne) berandete Dreiecke (Elementardreiecke) genommen werden. Ist die 
Fliche durch endlich viele nur aus inneren Punkten von ft bestehende abge- 
schlossene Dreiecke triangulierbar, so heiBt sie geschlossen. Sonst spricht 
man von einer nichtgeschlossenen RiEMANNSchen Flache *). 

Die Existenz von unendlichen Folgen innerer Punkte einer nichtgeschlosse- 
nen Fliche i, die sich nicht gegen einen inneren Punkt hiaufen, erméglicht es, 
von einem ,,Rand“ von Si zu sprechen. Ist IN eine Teilmenge von i, so soll 
ein Punkt p, aus 9 innerhalb von Wt mit dem Rande von Ki verbindbar 
heiBen, wenn es mindestens eine Folge p,,p,, P2,... von Punkten aus WM 
gibt, die keinen Hiufungspunkt im Innern von § besitzt, so daB jeweils p; mit 
p;,, liber lauter innere Punkte von 3% verbindbar ist. 

1) Zu diesen Definitionen sowie zur Einfiihrung weiterer Begriffe wie ,,Bereich™, 
,,Gebiet“, ,,Teilbereich* (8 CR), ,,.ganz im Innern“ (8 < i), s. H. Bennxe u. K. STemn: 
Entwicklung analytischer Funktionen auf Riemannschen Flichen; Math. Ann. 120, 
430—461 (1948). 
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Ein Teilbereich 8 von R heiBbt relativ zu R einfach zusammenhdngend, 
wenn jedes endliche System geschlossener Kurven in $, das innerhalb 
berandet, schon in 8 berandet. 


2. Zu jeder nichtgeschlossenen RremMannschen Fliache St?) existiert eine 
Primfunktion QC, z), d. i. eine im Zylindergebiet 


B:R- xR, 


regulire*) multiplikative automorphe Funktion der beiden Variablen p (¢) 
und »(z), welche die singularitiatenfreie, irreduzible analytische Diagonal- 
mannigfaltigkeit 

¥:p(0) = ple) 


als Nullstellenfliche 1. Ordnung besitzt. 2(¢,z) ist in der Variablen yp (z) 
eindeutig und bleibt ebenfalls eindeutig, wenn p(¢) eine Sh zerlegende Kurve 
durchlauft.4) Auf das Mehrdeutigkeitsverhalten soll hier nicht eingegangen 
werden, da im folgenden meistens die erste Variable »(C) festgehalten 
wird. Man erhalt dann eine in ganz i eindeutige regulire Primfunktion 
Q (a, z) der einen Variablen )(z), die genau im Punkte p(z) = p(a) eine 
einfache Nullstelle in der Ortsuniformisierenden besitzt. 


3. Auf St existiert auch stets eine Elementarfunktion 1.Ordnung A (€, z), 
d. i. eine in 8: KR. xR, eindeutige meromorphe Funktion der beiden Variablen 
p(C) und p(z), deren Differential A (¢, z)d¢ fiir »(f) + p(z) endlich bleibt 
und fiir p(¢)=p(z) einen einfachen Pol mit dem Residuum | aufweist.5) 
Die logarithmische Ableitung einer Primfunktion nach der Variablen p (¢) 
ergibt eine solche Elementarfunktion 1. Ordnung: 


A (¢, z) - log 2(¢, 2). 


4. Mittels der Elementarfunktionen laBt sich die Caucnysche Integral- 
formel auf Rremannsche Flachen verallgemeinern. Sei 8 R ein Bereich 
mit stiickweise glattem Rand und f(z) eine in $ eindeutige regulire und auf 
dem Rande noch stetige Funktion, so gilt fiir p(z) in 8 die Darstellung 


He=52, [IAG 2AE. 


22% 
Rd. B 


Riickgang auf Rremannsche Summen und Anwendung des RunGEschen 
Polverschiebungsverfahrens liefern den 

Approximationssatz (RuNcEscher Satz auf Rremannschen Flachen): Jede in B 
eindeutige regulire Funktion f(z) ist dann und nur dann durch in ganz R ein- 
deutige regulire Funktionen gleichmdipig im Innern von 8 approximierbar, 
wenn B relativ zu KR einfach zusammenhingend ist®). 


*) R bezeichne hinfort stets eine nichtgeschlossene RreMANNsche Flache. 

*) Eine Funktion hei&t in einem Punkte einer Rremannschen Flache oder eines 
Zylindergebietes regular, bzw. meromorph, wenn sie es dort beziiglich des ortsuniformi- 
sierenden Parameters ist. 

*) s. K. Srery: Primfunktionen und multiplikative automorphe Funktionen auf 
nichtgeschlossenen RrEMANNschen Flachen und Zylindergebieten ; Acta math. 83, 165—196, 
insbes. S. 184—186. 

5) BEHNKE-STEIN: loc. cit., S. 456. 

6) BeHnKE-STEtIn: loc. cit., 8. 445. 

20* 
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Dabei bedeutet gleichmaBige Approximierbarkeit im Innern von 8, daB es 
zu jedem abgeschlossenen Teilbereich 8* von B und zu jedem vorgegebenen 
0 eine in ganz fi eindeutige regulire Funktion g(z) gibt, so daB fiir p (z) 
in B* 
f(z) -—glz)\i<s« 
gilt. 


II. Entwicklung in speziellen Bereichen. 
1. Auf einer nichtgeschlossenen Rremannschen Fliche § sei eine aus einem 
endlichen Produkt von & Primfunktionen bestehende Funktion 


(1) P (z) = Q, (%, 2) Qy (Ze, 2) . . . Qy (Zz, z) 


gegeben. Die Punkte p, (z,), (vy = 1,..., &), in denen die einzigen Nullstellen 
liegen, die P(z) im Innern von % besitzt, sollen alle voneinander verschieden 
sein. Die Punktmenge 

M:|P(z)i<u, (u>OdO), 


besteht fiir hinreichend kleines positives 4 aus k Umgebungen der Punkte 
p,(z,), sowie i. a. aus weiteren Anteilen, deren Punkte simtlich innerhalb 
von $% mit dem Rande von fi verbindbar sind. YN kann zufolge des Prinzip 
vom Maximum und Minimum keinen Punkt enthalten, der innerhalb 2% wede: 
mit einem der Punkte p,(z,) noch mit dem Rande von ® verbindbar ist. LaBt 
man die mit dem Rande der Flache verbindbaren Punkte von 2 auBer Betracht 
und bezeichnet die restliche Teilmenge von IM mit &,,, so ist letztere, wenn 
nur wenig von Null verschieden ist, ganz in den k Elementarumgebungen de: 
Punkte p,(z,) enthalten. Mit wachsendem yu dehnt sich der Bereich &, aus 
und kann, falls nicht vorher eine Vereinigung mit einem oder mehreren det 
vom Rande der Flache herkommenden Anteile von I% stattfindet, zu einem 
Gebiet ganz im Innern der Flaiche zusammenwachsen. In jedem Falle wird 
es eine kritische Zahl > 0 geben diese kann gegebenenfalls unendlich 
groB sein (wenn etwa fi die offene Ebene und P (z) ein Polynom k-ten Grades 
ist) —- derart, daB fiir 4 < my der Bereich &,, ganz im Innern von i existiert 
jedoch fiir «4 > 4, mindestens einer der Punkte p, (z,) innerhalb von I: | P (z)| <<; 
mit dem Rande von i verbindbar ist. Der letztere Fall sei im folgenden aus 
geschlossen, indem stets “ < fy angenommen wird. 

Der Betragbereich &,,ER ist relativ zu R einfach zusammenhingend’) und 
geht bei der durch 

w= P(z) 


vermittelten eineindeutigen und i. a. konformen Abbildung der gesamten Fliche 
§R auf eine iiber der w-Ebene ausgebreitete zweite nichtgeschlossene RIEMANN 
sche Fliache R in einen in & Blattern tiber dem Grunckreis w < ym liegenden 
Kreisbereich K,, iiber. Hinreichend kleine Umgebungen Ul, (z,) der Punkte 
p, (z,) werden dabei in schlichte Umgebungen U,(0) der dem Nullpunkt der 
w-Ebene iiberlagerten Punkte p,(0) transformiert*®), woraus folgt, daB w 
zugleich ortsuniformisierender Parameter in den Punkten p,(0) von RB ist. 
Die aus héchstens endlich vielen nur aus inneren Punkten von Si bestehenden 
geschlossenen analytischen Kurven gebildete Berandung ©, von S&,, erscheint 

7) Dies folgt ebenfalls aus dem Prinzip vom Maximum. 

*) Punkte, Umgebungen, Gebiete, Bereiche und Berandungen werden in der trans- 
formierten Fliche R zum Unterschiede von mit lateinischen Buchstaben bezeichnet. 
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in R als Kreisberandung (,,. deren Grundpunkte die Kreisperipherie mit dem 
Radius mu in der w-Ebene bilden. 
Die folgenden Uberlegungen sollen zuniachst auf der transformierten Flache 
R durchgefiihrt und dann in die urspriinglich gegebene Flache riickiibersetzt 
werden. Zu diesem Zwecke werde auf R neben der Variablen p(w) noch eine 
k 


zweite Variable p(w) eingefiihrt, die geméiB w= P(C)= /1 Q, (z,,f) der 
y=] 
Variablen p (¢) auf KR entspricht. 

2. f(z) sei eindeutig und regular in & = &, (der Index ,« werde voriiber- 
gehend unterdriickt) und auf dem Rance € noch stetig. Bei der Abbildung von 
R auf R iiberpflanzen sich die Funktionswerte, und die Funktion, jetzt einfach 
als f(w) bezeichnet, hat auf R in K mit dem Rand C dieselben Eigenschaften. 

Gesucht ist eine in ganz R eindeutige regulire Funktion S,,(w), die mit 
{(w) in den k dem Nullpunkt iiberlagerten Punkten p, (0) in K von (n + 1)-ter 
Ordnung iibereinstimmt. Eine solche erhalt man, wenn A (qm, w) eine zu R 
gehérige Elementarfunktion 1. Ordnung bedeutet, durch den Ansatz: 


1 Pp n+l 


(2) f(w)— S, (w) wT | = —/(w) A(o, w) doa, (p(w) auf C). 
— » @ 
a 





Diese Differenz verschwindet in den Punkten p,(0) gerade von (n + 1)-ter 
Ordnung, weil 

d @ 
n+ 


1 


f f (w) A (a, w) 


@ 


in jedem inneren Punkt p(w) aus K regular ist, also auch in den Punkten p, (0) 
endlich bleibt®). Aus 


n+ 


[ (1 a “—.| t(w) A(w, w) da 





(3) S,, (w) 


ersieht man die Regularitét von S,,(w) in ganz R, weil die von A (w, w) 
herriihrenden Singularititen im Integranden bei p(w) = p(w) durch das 
identische Verschwinden des Klammerausdrucks aufgehoben werden. 

Mittels der Hilfsfunktion 


(4) H (wm, w) = (mw — w) A(a, w), 


die sich in den beiden Variablen p(w) und p(w) im Zylindergebiet R,, x R,, 
eindeutig meromorph verhilt mit der Eigenschaft, daB das Differential 
H (w, w) d @ in ganz R endlich bleibt, erhilt man aus (3) 


S,, (w) = Y w' MF | f(w) H(w, w) 


A=0 = 


dw 
A+1° 
@ 





C 
Die einzigen Singularititen des Integranden in K in der Variablen p(w) liegen 


in den Punkten p, (0). Da die Umgebungen U, (0) dieser Punkte schlicht sind, 
kann man unter Benutzung des Caucuyschen Integralsatzes und der Caucuy- 
*) Zur Verwendung dieses Hermitreschen Integrals vgl. das Lehrbuch von J. L. 


Wats: Interpolation and approximation by rational functions in the complex domain ; 
Amer. Math. Soc., New York 1935, 50ff. 
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schen Integralformeln fiir die Ableitungen den Koeffizienten Q, (w) von 
in S,(w) folgendermaBen darstellen: 


~ 
= 
~ 














d 
(5) @:(“) = sz | f(w) H(@, w) a 
Pi @ 

> 2 dw 
2 oxi J f(w) H (a, w) m 7 

k ¥ 
ae) a 
» 1 4> Ow ’ 


wobei C, kleine, in den Umgebungen U,(0) der Punkte p, (0) liegende Kreise 

um p,(0) bezeichnen sollen. Da die Umgebungen U,(0) schlicht sind, ist 
k 

H (w, w) im Zylinderbereich ( 5’ U,(0)),, x R,, eindeutig und regular in beiden 


¥ l 
Variablen, und die Q,(w) sind somit als Funktionen der einen Variablen p(w) 
in ganz R eindeutig und regular. 
Die Folge der Funktionen 
n 
S,,(w) = Dd” Q,(w) w’ 
A 0 
konvergiert in jedem inneren Punkte von K, und zwar gleichmaBig in jedem 
abgeschlossenen Teilbereich von K. Denn zu jedem solchen Teilbereich gibt 
es eine positive Zahl ~, < u derart, daB der Teilbereich in K,,: \w| < 1, ent- 
halten ist. Es gilt dann gleichmaBig fiir alle Punkte p(w) des Teilbereiches 
gemiB (2) 
f n+1 | 
(6) f (w) — S,, (w)| : | = . B. 
wobei M unabhingig von n und p(w) in K,, ist. Damit ist fiir die Funktion f (w) 
eine im Innern von K gleichmaBig konvergente Reihenentwicklung 


(7) f(w) = » Q, (w) w" 
0 


n 





gefunden, deren Koeffizienten gewisse in ganz R eindeutige regulire Funktionen 
der Variablen p(w) sind, bestimmt durch die Ableitungen der zu approximie- 
renden Funktion f und diejenigen der Hilfsfunktion H (w, w) nach der ersten | 
Variablen, beide genommen in den k dem Nullpunkt der w-Ebene iiberlagerten 
Punkten von K. 
| 


3. Nach der Lersnizschen Differentiationsregel folgt aus (5) 


l k A j a* 
Quy =z YY (2) M9 OA—A(@, w)| peo)», 
A+ 21 x=0 x 4 2 w”™ . 
wobei der Index v andeutet, in welchem der k ,. Mittelpunkte“ p(w) = p, (0),... , 
p, (0) Funktionswerte und Ableitungen von f zu nehmen sind. 
. 1 A 1 ‘ 
Wegen TT ( ) er gilt dann 


n 
(8) S,(w)= »¥ Q,(w) w* 
a=0 





k n a fi’ *) (0) 1 | 9 
B 3 i P pn ah Fo a H (@, w) w", j 
v=1jA=0 x=0 (A—x)! x: a w"™ p(m) P, (9) 








' 
4 
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und S,, (w) stellt sich damit als n-te Partialsumme eines Caucnyschen Produk- 
tes zweier Potenzreihen in w dar: 


k co os) 
(9) f(w)= ¥ ( > w") ( >» B® (w) w"), 
»=1 \n=0 * a=0 * 

worin die konstanten Koeffizienten c‘’) die aus der gew6hnlichen Potenzreihen- 
entwicklung bekannten Ausdriicke 

f,” (0) 
(10) cf) = 

n n! 

also die in den k Mittelpunkten p, (0) gnommenen Ableitungen der gegebenen 
Funktion f sind, wihrend die als Koeffizienten der zweiten Reihe auftretenden 
Funktionen B”) (w) in derselben Weise aus den Ableitungen der Hilfsfunktion 
H (w, w) nach der ersten Variablen in diesen Punkten gebildet werden: 





> 








} F 
v) a as ’ 
(11) Be (w) a! ba” H («, w) | p(w) =p, (0) 
x oO, w) A™ (0, w) 
- w 
(n — 1)! n! : 
° gn 
wenn man zur Abkiirzung — _ A (@, W) | p(w) =p, ) = A” (0, w) setzt. Aus 


@ 
den oben genannten Eigenschaften der Hilfsfunktion H(w,w) folgt die 
Regularitat aller BC (w) in ganz R. 

Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, daB (9) lediglich eine Rechenvor- 
schrift darstellt (Bildung der Partialsummen gemaB (8) nach der Caucnyschen 
Reihenmultiplikationsmethode). Keinesfalls sind die beiden als Faktoren 
geschriebenen Reihen gesondert zu betrachten. 


4. Die Entwicklung (9) stellt eine Verallgemeinerung der gewdhnlichen 
Potenzreihenentwicklung auf mehrbliattrige Kreisbereiche in einer nichtge- 
schlossenen RreMANNschen Fliche dar. Wahrend die Koeffizienten c‘” der 


ersten Reihe des Produktes (9) wie bei der gewéhnlichen Potenzreihe durch die 
gegebene Funktion und deren Ableitungen im Entwicklungspunkt charakteri- 
siert sind (entsprechend den k Blattern hat man jetzt k Entwicklungspunkte), 
kommt in den Koeffizientenfunktionen, deren Bildungsgesetz ahnlich ist 
(ebenfalls Ableitungen in den Entwicklungspunkten), in Gestalt des Differen- 
tials H(w,w) dw die spezifische Struktur der Fliche R zum Ausdruck. In 
der Schreibweise (9) erscheinen somit die Eigenschaften der zu approximieren- 
den Funktion und die Struktur der Flache getrennt. 


5. Die gewdhnliche Potenzreihenentwicklung ist in (9) als Spezialfall 
enthalten. Wird R zur schlichten, offenen Ebene, (k = 1), so kann man 
A (w, w) = 1/(w — w) setzen. H(m,w)=1 bedeutet aber den Fortfall der 
zweiten Reihe in (9). 

Es ist anzumerken, daB die verallgemeinerte Entwicklung sich nicht auf 
den zugrunde gelegten Bereich beschrankt, sondern die Beziehung zur ganzen 
Flache gewahrt bleibt: Wie bei der gewéhnlichen Potenzreihenentwicklung 
die Partialsummen in der ganzen offenen Ebene regulire Funktionen sind, so 
sind auch die Partialsummen von (9) in ganz R eindeutig und regulir. 


6. Man gehe nun umgekehrt von einer Folge komplexer Zahlen c*) aus und 
bilde mittels einer Elementarfunktion 1. Ordnung A (w, w) der Fliche R das 
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Reihenprodukt (9). Gibt es dann iiberhaupt eine Zahl « > 0, so daB (9) in 
K,: w < mgleichmaBig konvergiert, so stellt (9) in K,, ein eindeutiges regulires 
Funktionselement dar. Analog zur gewéhnlichen Potenzreihenentwicklung 
gilt auch hier ein 

Eindeutigkeitssatz: In der Entwicklung (9) sind die Koeffizienten c\”), unabhdngig 
von der zugrunde gelegten Elementarfunktion, eindeutig durch das dargestellt 
Funktionselement bestimmt. 

Beweis: Es geniigt offenbar, die Eindeutigkeit fiir eine beliebig gewihlte 
Elementarfunktion A (@, w) zu zeigen. Dann gilt nimlich (10), und aus dieser 
Beziehung folgt unmittelbar die Unabhingigkeit von der gewahlten Elementar 
funktion. 

Unter der Annahme, es giibe neben (9) noch eine zweite Entwicklung 


(9a) f (w) x ( y d w") | b BY) (w) w"), 
y lw 0 n 0 
bilde man die Differenz 
(12) F (w) y b (c d\ ) w"} | » Be (w) w” }. 
, n= 0 i 
2 => 0 sei der kleinste Index derart, daB fiir irgendein v = 1, () l k) 


cl¥e) j d‘*) 
A 


gilt. Man untersuche nun F(w) in einer Umgebung U,,(0) von p,, (0), wo w 
ortsuniformisierender Parameter ist und insbesondere F (w) = 0 gilt. Aus de 
Regularitaét der Funktionen Be (w) folgt nach dem Ausmultiplizieren beider 
Reihen in (12), daB w’ die niedrigste auftretende w-Potenz ist, und zwar mit 
dem Koeffizienten 
k 
a. (ct? d’ ) Be) (w) . (clr d')) Be ) (w) bs , (ce d®) Bo) (w) 
Nach (11) gilt 
B (w) = w A,(0, w). 


In U,, hat lediglich A,,(0, w) einen einfachen Pol (mit dem Residuum — 1), 
wahrend A, (0, w) fiir vy + v, dort regulir ist. Es gilt also 
(l+al?w+--- fiir y = 1 
BY) (w) = 
aw+--: firy + 1, 
I 
so daB w’ als Koeffizienten lediglich (ci — d?’) behalt, der wegen F (w) = 0 
nach dem Identitatssatz fiir gew6hnliche Potenzreihen notwendig verschwinden 
muf. 

In derselben Weise schlieBt man fiir die ibrigen zum Index / gehdérigen 
Koeffizienten (c\”’ — d) durch Untersuchung von F(w) in den Umgebungen 
U,(0). Es folgt schlieBlich fiir allev=1,...,k 
cl d™ 

A 


A 
im Widerspruch zur Annahme, daB zum Index / mindestens ein y existiert, 
fiir das die Koeffizientengleichheit nicht erfiillt ist. 
Damit ist der Eindeutigkeitssatz bewiesen. 
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7. Die Entwicklung (9) ist nun auf die urspriinglich gegebene Fliche ® 
zuriickzuiibertragen, d. h. alle vorkommenden Funktionen sind in der Variab- 
len p(z) zu schreiben. Zuniichst hat man w = P(z) zu setzen. Die konstanten 
Koeffizienten a) bleiben dieselben. Ihre Berechnung auf R folgt aus (10) nach 
den Rechenregeln fiir mittelbare Funktionen. 

Um die Koeffizientenfunktionen in derselben Weise auf zu berechnen. 
hat man zu untersuchen, wie das Differential H(w,w)dw auf R aussieht. 
A (m, w) ist eine Elementarfunktion 1. Ordnung auf R. Dann ist 
d P(t) 


d (f) 


a(¢,z) = A(P(C), P(z)) 


eine zu kt gehérige Elementarfunktion 1. Ordnung. Greift man nimlich auf R 
einen beliebigen Punkt p, heraus, dem auf R der Punkt p, entsprechen midge, 
und sind f, t, bzw. a, s die diesen Punkten zugeordneten ortsuniformisierenden 
Parameter in fi, bzw. R, so gilt in einer Umgebung 








a(C, z) r(r,t), 








dt -\ 5 


l 1 
A (w, w) 795 (—— { R(a,8))5— 


dt t™— 
denn die Parameter hingen, da es sich um schlichte Umgebungen des Null.- 
punktes der o-, bzw. t-Ebene handelt, gemaB 

o=b,1+ 6,174 
und 


v-) 


b,t4 b, {? 
zusammen. 
Der Elementarfunktion A(w,w) in R ist somit eine Elementarfunktion 


a(C,z) in R in der Weise zugeordnet, daB fiir die Differentiale 
(13) Al(w,w)dwm=all,z)dl 


gilt. Aus (11) und (13) folgt unmittelbar die Berechnung der Koeffizienten- 
funktionen 

BO (w) = 00 (2) 
auf der Fliche R. Es gilt 


(14) b‘v) (z) = al) , (z) — air) (z) P(z), 


n n n 
wobei a!) , (z) und «‘*) (z) Polynome in den Ableitungen der Elementarfunktion 
n n * 

a(f, z) nach der ersten Variablen bis zur (n — 1)-ten, bzw. n-ten Ordnung im 
Punkte p, (z,) sind mit konstanten Koeffizienten, die durch das Verhalten der 
Abbildungsfunktion P(z) in p,(z,) bestimmt werden. Ist p,(z,) ein Ver- 
zweigungspunkt, so hat man in der Ortsuniformisierenden zu rechnen. 

8. Die bisherigen Untersuchungen ergeben den 

Satz 1. (Entwicklungssatz). 
luf der nichtgeschlossenen RieEMANNschen Fliche R seien k voneinander ver- 
schiedene innere Punkte ,(%),..., Py (%) und dazu eine ge nau im diesen 
Punkten von 1. Ordnung (in der Ortsuniformisierenden) v rschwindende, in 
ganz KR eindeutige und regulire Funktion 


P (z) = Q, (&, 2) 925 (22, 2) . « - Qy (Z%: 2) 
vorgegeben. 
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Dann laBt sich jede in einem Betragbereich &,,: |P(z)| << u < pg eindeutige 
regulire und auf dem Rande noch stetige Funktion f (z) im Innern von &,, in eine 
Reihe 


(15) fle) = 3 ( 3 ee) P»(a)) ( 3H @) P»@) 


v=1 n=0 \n = 


entwickeln, deren konstante Koeffizienten c) eindeutig bestimmt sind durch das 
Verhalten von { (z) in den k Nullstellen von P (z), wihrend sich die Koeffizienten- 
funktionen b)(z) unabhdngig von f(z) durch das Verhalten von P(z) und 
einer beliebig wihlbaren, zur Fliche R gehérigen Elementarfunktion 1. Ordnung 
a(t, z) in diesen Punkten gemaéf (14) ausdriicken 

Die Folge der nach der Caucuyschen Reihenmultiplikationsvorschrift aus der 
rechten Seite von (15) gebildeten Partialsummen konvergiert gleichmaBig in jedem 
abgeschlossenen Teilbereich von &,, und stellt dort die Funktion f(z) dar. 


Die Reihe (15) konvergiert in jedem Betragbereich &,, in welchem f(z) 
noch regular ist, und es lassen sich an Satz 1 Uberlegungen iiber das Konver- 
genzverhalten analog zu den gewéhnlichen Potenzreihen anschlieBen. Zu 
beachten sind dabei als wesentliche Unterschiede: 

1. Als Koeffizienten treten fiir k > 1 Funktionen der Fliche auf. 

. Die Flache ® 14Bt sich nicht stets durch Betragbereiche einer Funktion 
P(z) )auschipt n (und nur in solchen haben die obigen Uberlegungen Giiltig- 
keit), da i. a. 4g < 00 ist. 


9. Satz 1 soll an einem einfachen Beispiel erliutert werden. In der in 0 
und co punktierten schlichten Ebene i betrachte man die Betragbereiche &, 


der Funktion 
1 l 
P(2)=5 (24 *): 


Es gilt 4g = co, und ® 1éBt sich in diesem Falle durch die Betragbereiche 
normal ausschépfen™). P(z) verschwindet in den Punkten z; = +7 von 


1. Ordnung. Fiir 0 < ~ <1 besteht &,, aus zwei einfach zusammenhingenden, 
punktfremden Gebieten um + 3, die fiir «= 1 in den Punkten + 1 zusammen- 
wachsen (dort verschwindet die 1. Ableitung von P(z)). Fir l<uw<« 
besteht &,, aus einem zusammenhingenden Ringgebiet, das die beiden Rand- 
punkte 0 und co von R voneinander trennt. 


Die transformierte Fliche R ist eine iiber w 1 von 1. Ordnung wer- 
zweigte zweiblattrige Rremannsche Fliche iiber der offenen w-Ebene. Einer 
Umgebung des Nullpunktes der Grundebene sind zwei schlichte Blatter iiber- 
lagert, welche die Bilder von Umgebungen der Punkte + ¢ und — ¢ in ft ent- 
halten. Die Betragbereiche K, bestehen aus simtlichen Punkten von R, die 
iiber der Kreisscheibe w} < y liegen. 


#0) Eine normale Ausschépfungsfolge 8; eines Bereiches % ist an folgende Bedingungen 
gekniipft : 

1. B3CB;.,EB 

2. Zu jedem ,abgeschlossenen Teilbereich 8* << B gibt es einen Index j,, so daB 

B* — B; gilt fiir 7 > jo. 
3. Jeder Bereich $j, der Folge ist relativ zu allen 8; mit j > j, und zu 8% einfach zu- 
sammenhangend. 
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Die transformierte Fliche R besteht aus den endlichen Punkten"™) der 


Flache der algebraischen Funktion s(w) = ) (w— 1)(w+ 1) und stellt einen 
Spezialfall der zweiblattrigen Flache der algebraischen Funktion 








8(w) = V (w — a,) (w — a)... (w— a,) 


mit m endlichen Verzweigungspunkten dar, aus welcher die dem unendlich 
fernen Grundpunkt iiberlagerten Punkte herausgenommen sind. Zu einer 
solchen nichtgeschlossenen Rremannschen Fliche R, auf der noch a, +0 
(j= 1,2,...,m) gelten und K, die Gesamtheit der dem Grundkreis jw, < u 
iiberlagerten Punkte bezeichnen mége, ist 


1 = 8(@) + 8(w) 








(16) A (w, w) = 2 8(w) o—w 
1 ( we 1 H (w, w) 
— 1+ = 
2 8(o | a—w o—w 


eine zugehérige Elementarfunktion 1. Ordnung"’). Dies sieht man folgender- 
maBen ein: Singularitéten kann A lediglich fiir w= w und w =a, haben. 
Variieren p(w) und p(w) in verschiedenen Blittern, so ist A fiir w = w regular, 
weil dann auch die Summe im Ziahler verschwindet. In der Umgebung eines 
gewohnlichen Punktes hat somit A(m@,w) lediglich die Mannigfaltigkeit 
p(w) = p(w) als Polfliche. H(w,w) nimmt auf dieser Mannigfaltigkeit den 
Wert 1 an, so daB in einer Umgebung 


H (a, w) —1 
@a— Ww 


R(w, w) 


regular ist. Es folgt 





A (ow, w) = + R(w, w). 


a—W 


In der Umgebung eines Verzweigungspunktes a; setze man w — a; = #, 
m—a,=t*. Dann gilt dort die Entwicklung 


8(m)=T(Cg+Qt+---)=7t-Pl(t), (eo+ 9). 
Der Quotient § (¢)/$ (rz) ist dort regular und gleich 1 fiir t = t, so daB 


f Bo, 
da 1 = $B (x) Be 


dt \Or Tt? — 7? 


A (m, w) 





. 7+ r(t,t) 


wird, wobei r(r, ¢) in einer Umgebung von (r, t) = (0, 0) regular ist. 
Die Hilfsfunktion H (w, w) lautet 
ae ine s@) 
H (w, w) = (w — w) A(w, w) = = (1 a re 
und ihre Ableitungen nach der ersten Variablen in einem gewdéhnlichen 
Punkt 


ett. 
a H(w,w) 1 8(w) PY 
aa" 2 dw" 
11) Die Koordinaten der Grundpunkte sind endlich. 


12) Siehe auch R. K6nie u. M. Krarrr: Elliptische Funktionen; 8. 84ff. Berlin u. 
Leipzig 1928. 





w), (s=1,2,...). 
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Diese Ableitungen sind in den beiden dem Nullpunkt iiberlagerten Punkten 
p,(0), (v= 1,2), der Flache zu nehmen, um die Koeffizientenfunktionen 


B;? (w) zu berechnen. Setzt man 





(17) air (ster) |pw-s.m7*" 
so gilt 
i BS (w) = ++ di s(w) 
By’ (w) = d,’ s (w), (n= 1,2,...). 


Eine in K,, regulire Funktion f(w) besitzt nach Satz 1 innerhalb K,, eine 
Entwicklung 


; . mS VT ph? ayn y ¥) . on 
f (w) a\2 Cy U ){ a Bn (w) u ); 


v 1 \n=0 n 


deren n-te Partialsumme unter Beriicksichtigung von (18) 
S,, (w) In (w) r, (w) s(w) 


lautet, wobei qg, (w) und r, (w) Polynome n-ten Grades in w sind. Die Partial- 
summen haben also die bekannte Darstellung von Funktionen des Kérpers der 
algebraischen Funktion s(w), und das Verfahren liefert hier bei Benutzung der 
Elementarfunktion (16) das Ergebnis, daB jede in einem Bereich K,, regulire 
Funktion im Innern von K,, gleichmaBig durch in ganz R regulire Funktionen 
des K6rpers von s(w) approximierbar ist, und gibt eine Vorschrift, wie sich die 
Koeffizienten der Polynome gq, (w) und 7,,(w) aus dem Verhalten der gegebenen 
Funktion f einerseits (c= 1/ntf™(@) |, p, (0)) und der fiir die Flache 
charakteristischen Funktion s andrerseits, jeweils in den beiden dem Nullpunkt 
iiberlagerten ,,Entwicklungspunkten“, bestimmen lassen. Die Trennung der 
Eigenschaften der vorgegebenen Funktion f von den Struktureigenschaften 
der Flache driickt sich hier in den Konstantenc,.’ und d\”’ besonders deutlich aus 

Um einen MaBstab fiir die Giite der Approximation zu bekommen, kann man 
das Integral (2) verwenden und gemaB (6) verfahren, wenn das Maximum des 
Betrages von f in K,, bekannt ist. 

Fiir den zu Anfang betrachteten Spezialfall der in + 1 und — 1 verzweigten 
Fliche von s (w) Vw — 1, welche, soweit sie iiber der offenen w-Ebene liegt, 
das durch 


w= P(z) + (2 





entworfene Bild der in 0 und oo punktierten schlichten Ebene § ist, erhalt man 
in R 


#(w) = 0(Pe) = Vz (2+5)-1-4 (2-4) 


und fiir die Koeffizientenfunktionen 





bg’ (z) 
(18a) 
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Die zugehérige Elementarfunktion auf R lautet, wie eine einfache Umrechnung 
zeigt, 
1 


2 


+2 1 1 


== ~ oan @ oP, * 
~ 4 < “>s 








a (0,2) = 


a 
ol oy 


10. Die Entwicklung (15) hat, wie bereits erwaihnt wurde, den Vortei', 
daB die konstanten Koeffizienten, welche die zu entwickelnde Funktion f(z) 
charakterisieren, getrennt erscheinen von den Koeffizientenfunktionen, die 
unabhiangig von f(z) lediglich die Struktur der Flaiche ausdriicken und deren 
Bestimmung nur die Kenntnis einer zur Fliche gehérigen Elementarfunktion 
1. Ordnung voraussetzt. Da die logarithmische Ableitung einer Primfunktion 
2 (¢, z) nach der ersten Variablen stets eine solche Elementarfunktion darstellt 
(s. I. 3.) und auBerdem (vgl. (14)) in den Koeffizientenfunktionen die Abbil- 
dungsfunktion P(z) auftritt, liBt sich, wie im folgenden gezeigt werden soll, 
fiir die approximierenden Funktionen eine Schreibweise ableiten, die sich aus 
der Kenntnis einer zur Fliche gehérigen Primfunktion ergibt. 

Dazu gehe man von einer beliebigen Primfunktion (2(¢, z) in den beiden 
Variablen p (¢) und p (z) aus, fixiere nach Wahl eines Zweiges die erste Variable 
in den k Punkten p, (z,), (v = 1, ..., &), und bilde das in ganz R eindeutige 
und regulire Produkt 

ik 
IT Q (z,,2), 
v= 
das sich von der in II. 1. definierten Funktion P(z) nur um einen in ganz 
eindeutigen und reguliren, nullstellenfreien Faktor g(z) unterscheidet. Man 
kann also schreiben: 
k 
(19) P (z) = g(z) 17 Q(z,, z). 
v=1 
Dieselbe Primfunktion 2(¢,z) verwende man zur Konstruktion einer zu fi 
gehérigen Elementarfunktion 1. Ordnung: 
9 


O..t(F 2 
log Q(t, 2) = 2 


(20) a(t,z)=—; OED 








Bildet man nach (8) die n-te Partialsumme von (15) und setzt fiir die Koeffi- 
zientenfunktionen die Ausdriicke (14) ein, so ergibt sich: 


(21) 8,(@2)= YD [el? by (2) + eg 1 bY (@) + += + co BF (2)] P*(2) 
v LA 0 
z n 1 4 (vy) (v) 
—») ([P* (2) DS en-a %1 (2) 


, 1 A=0O 


denn alle anderen Potenzen von P(z) heben sich heraus. a, (z) war nach 
(14), (13) und (11) bis auf den Faktor n! die im Punkte p(m) = p, (0) genommene 
n-te Ableitung der Elementarfunktion A(w,w) nach der ersten Variablen, 
jedoch in der Variablen p (z) auf R geschrieben. Nach den Rechengesetzen zur 
Differentiation ineinandergesetzter Funktionen gilt unter Beriicksichtigung 
von (20) 


(¥) (+) — 
a” (2) 
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und \”) (Q) ist darin eine in ganz R eindeutige regulire Funktion der Variablen 
p(z), bestehend aus einem homogenen Polynom (A + 1)-ten Grades in den 
Ableitungen 0-ter bis (A + 1)-ter Ordnung der Primfunktion 22(¢, z) nach der 
ersten Variablen, genommen im Punkte p(¢) = p,(z,) in der zugehérigen 
Ortsuniformisierenden, dessen konstante Koeffizienten durch das Verhalten 
von P(z) in diesem Punkte bestimmt sind. 

Weiter gilt 


n go” (Q 
Seo , a?) ——S 
A=0 is 


cn (¥) 


wobei 8,’ (Q) dieselben Eigenschaften wie O°” (Q) hat, nur daB die konstanten 


Koeffizienten dieses Polynoms noch durch die ce”, (A = 0, . . ., n), mitbestimmt 
werden. Aus (21) folzt also ™ die n-te Partialsumme der Entwicklung (15) 
’ (*) P (z) n+l 
8, (z ——— : 
n (2) E00 Waey) 


Der Faktor Q (z,, z) ist jedoch in P(z) enthalten, und es laBt sich folgender 
Satz formulieren: 

Satz 2 (Approximationssatz): Gibt man eine beliebige zuR gehdrige Prim- 
funktion 92(€,z) und eine in ganz R eindeutige, regulire und nullstellenfrei 
Funktion g(z) vor, dann lat sich jede in einem Betragbereich &,,: |P (z)| < 1 

k 


(P (z) = g(z) HT Q(z,,2z)) der nichtgeschlossenen Riemannschen Fliiche R ein- 
v 1 


deutige, regulére und auf dem Rande noch stetige Funktion f(z) im Innern von §, 
gleichmaéBig approximieren durch in ganz R eindeutige und regulire Funktionen 


k 
(22) 8, (2) = 2 Bn (Q) Pr *? (2), (P, (z) = P(z)2-'(z,, 2), 


wo 8,’ (Q) eine in ganz R eindeutige und reguliire Funktion der Variablen  (z) ist. 
die aus einem homogenen Polynom (n + 1)-ten Grades in den Ableitungen 0-tei 
bis (n + 1)-ter Ordnung der Primfunktion 2(f,2z) nach der Variablen y» (C). 
genommen im Punkte (Cf) = p,(z,) in der zugehdrigen Ortsuniformisierenden 
besteht. Die konstanten Koeffizienten dieses Polynoms werden durch das Verhalten 
von f und P im Punkte p, (z,) bestimmt. 

Genauer: Zu jedem abgeschlossenen Bereich ®*—S,, und zu jedem ¢ > V 
gibt es ein No, 80 daB fiir n > ny 

f(z) 8p (Z) <eé 
gleichmafig fiir  (z) in B* gilt. 

Die approximierenden Funktionen stellen sich in dieser Schreibweise sehr 
iibersichtlich dar: Man hat sich s,(z) einfach als Summe von k (n + 1)-ten 
Potenzen von P (z) zu denken, in denen nacheinander jeweils eine Primpotenz 
{2"*1!(z,,z) herausgenommen und durch ein homogenes Polynom in den 
2-Ableitungen ersetzt ist, dessen Koeffizienten die Eigenschaften der zu 
approximierenden Funktion / (z) im jeweiligen Bezugspunkt yp, (z,) ausdriicken. 


IIf. Entwicklung in allgemeineren relativ einfach 
zusammenhiangenden Bereichen. 
1. Die gleichmaBige Approximation einer gegebenen in einem Teilbereich 
der nichtgeschlossenen Rremannschen Fliche R eindeutigen reguléren Funktion 
f(z) durch in ganz ® eindeutige regulire Funktionen s, (z) ist in den Satzen |! 


Approximation auf nichtgeschlossenen RreMannschen Flachen. 301 


und 2 fiir spezielle Bereiche, nimlich die Betragbereiche eines endlichen 
Prodnktes von Primfunktionen P(z) durchgefiihrt worden. Es ist nunmehr zu 
untersuchen, welchen Platz die Klasse dieser Betragbereiche in der Gesamtheit, 
aller Teilbereiche von R einnimmt. Aus der Definition der Betragbereiche 
folgt zunachst ihr zu Rt relativ einfacher Zusammenhang (vgl. IT. 1.). 

Fiir relativ zu R einfach zusammenhingende Teilbereiche 8 und nur fiir 
diese gilt der verallgemeinerte Runcesche Satz (I. 4.), der im Innern von 8 
eine gleichméBige Approximation jeder in § eindeutigen und reguliiren 
Funktion F (z) durch in ganz R eindeutige regulire Funktionen @ (z) garantiert. 
Der folgende Satz stellt eine Verschirfung des KuneEschen Satzes dar, indem 
die Klasse der approximierenden Funktionen G(z) auf die Unterklasse der in 
ganz St eindeutigen und reguliiren, aber auBerhalb von $ nullstellenfreien 
Funktionen P(z) eingeschrinkt wird. 

Satz 3: Jede in einem Bereich 6 CR, der relativ zu R einfach zusammen- 
hingend ist, eindeutige und regulire Funktion F(z) lépt sich im Innern von B 
gleichmépBig durch endliche Produkte von Primfunktionen approximieren, deren 
Nullstellen zugleich Nullstellen von F (z) sind. 

Genauer: Nach Wahl einer beliebigen Primfunktion Q (C, z) in den Variablen 
p(C) und p (z) auf KR gibt es zu jedem abgeschlossenen Teilbereich B* von B und 
zu jedem ¢ > 0 eine Funktion 

P (z) = g(z) 922 (z,, z) .. . Q(z, 2), 
so daB fiir p(z) in B* 
\F (z) — P(z)|<e 
gilt. 

Dabei sind die Punkte p,(z,),(v=1,...,k), Nullstellen von F(z) in %, 
und g(z) ist eine in ganz KR eindeutige, regulire und nullstellenfreie Funktion, 

Zu beweisen ist zunichst der folgende 

Hilfssatz: Jede in einem abgeschlossenen, relativ zu fi einfach zusammen- 
hingenden Bereich 8 CR eindeutige, regulire und nullstellenfreie Funktion 
f(z) 14Bt sich in B gleichmaBig durch in ganz Rt eindeutige, regulire und null- 
stellenfreie Funktionen g (z) approximieren. 

Beweis des Hilfssatzes: f(z) ist noch in einem 8 umfassenden abgeschlosse- 
nen Polygonbereich § regular und nullstellenfrei. Die Anwendung des verall- 
gemeinerten RuncEschen Satzes liefert zu vorgegebenem ¢ > 0 eine in ganz Ri 
eindeutige und regulire Funktion G (z)'*), so daB in % gleichmaBig 

f(z) — Gal< 5 
gilt. Bei geniigend guter Approximation ist G (z) in 8 notwendig nullstellenfrei. 
Die Nullstellen der ganzen Funktion G (z), falls sie im Innern von ft tiberhaupt 
welche besitzt, miissen dann auBerhalb von § liegen. 

Man schépfe # durch eine Folge von abgeschlossenen, ausgezeichneten 
Polygonbereichen"), beginnend mit % als Kern, normal aus: 

By = % B, B, 
In jedem %; liegen héchstens endlich viele Nullstellen von G (z), und man kann 
dieselben abzihlen: 
»(b,), (Og); + « — B Gy)is+ + 
13) Eine in ganz R eindeutige und regulare Funktion @(z) werde im folgenden kurz als 


ganze Funktion bezeichnet. 
4) Siehe BEHNKE-STEtN: loc. cit., S. 433f. 
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indem man die Indices so wahlt, daB die in $, liegenden Nullstellen einen 
kleineren Index bekommen als die in 8, , : B, gelegenen. Zu diesen abzahlbar 
vielen Nullstellen konstruiere man wie im Beweisgang des WEIERSTRASSschen 
Produktsatzes') eine ganze Funktion 
G(z) = IT [Q, (bh, z)e **’). 
k=1 
G (z) unterscheidet sich von G (z) lediglich durch einen ganzen nullstellenfreien 
Faktor V (z): a, 
G (z) V (z) G (z). 
Die Konstruktion der konvergenzerzeugenden Faktoren e~-*:) erfolgt so, 


daB die Funktionen 
log Q (b,., z) 8p (Z) 


~~ i 
in B;, eindeutig regular sind, wenn $;, jeweils den gréBten Polygonbereich der 
Ausschépfungsfolge $; bezeichnet, in welchem Q, (b,, z) noch nullstellenfrei ist 
und die Exponenten s, (z) haben die Eigenschaft, daB® in 8;, 


log 2, (b, , z) — 3; (z) ) 


| iA 


gilt, wobei die 7, eine Folge positiver Zahlen mit konvergenter Summe & 7, 
bilden!®). 


Da % = B, in jedem B;, enthalten ist, ist 


/) 





L(z)= 3° flog Q, (b,, =) 
k=1 
in ¥ eindeutig und regular, laBt sich also in $ gleichmaBig durch eine ganze 
Funktion S(z) approximieren, und zwar wihle man zu dem anfangs vorgege- 
benen e¢ ein 0(e) und dazu eine ganze Funktion S (z) derart, daB fiir p (z) in $8 
mit 


g,. (z)] 
» (z)] 


l(z) — S (z)) < 0 
auch ‘ 
e'‘2) — @ y Gi (z) — e?' TH 
erfillt ist, wenn MW Max |V (z)j ist}7). 
Ps eo in 3 

5) Siehe hierzu die Dissertation von H. FLorack: Regulire und meromorphe Funk- 
tionen auf nichtgeschlossenen RigeMannschen Flachen; Schriftenreihe d. Math. Inst. d. 
Univ. Miinster, Heft 1 (1948). 

16) Ausgehend von einer zum Punkte py (b;) gehérigen Primfunktion 2, (6%, z) hat man 
log 25 (bg, z) Q(z) zu bilden, wobei Q, (z) ein ABELsches Integral 1. Gattung ist, das 
in U,% dieselben Periodizitatsmoduln hat.wie log 2; (bg, z), und diese nunmehr in Yy% 
eindeutige und regulare Funktion durch eine ganze Funktion q,(z) in 8% zu approximieren 
derart, daB in %;,% gleichmaBig 

llog £24 (bx, z) Qe (z) — gE (z)| < mm 
gilt. In obiger Darstellung hat man dann Q, + 9% 8. Zu setzen. 


7) Man hat etwa 6 log (1 syr)™ setzen, wenn L _ le! ) ist. 
Aus \l (z) S (z) ] 


i(z)-—S 
folgt dann ¢ , 


und 
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Es gilt dann gleichmaBig fiir p(z) in 8 
Y r TP 1 izy ” Pe 
IG (z) — V (z) S| = |V (2)| |@ (z) — eS) < ¥ 
und 
f (2) — V (2) S| < |f (2) — @(2)] + |@@) — Vee <e. 
g(z)-- V(z)eS® ist die geforderte ganze nullstellenfreie Funktion, womit 
der Hilfssatz bewiesen ist. 

Zum Beweise von Satz 3 werde $ durch eine Folge von ausgezeichneten 
abgeschlossenen Polygonbereichen normal ausgeschépft. Jeder Bereich B; 
dieser Folge enthalt héchstens endlich viele Nullstellen von F(z). Man kann 
daher die Ausschépfungsfolge so waihlen, daB die Berandungen der Bereiche 
%$,; keine Nullstellen von F (z) tragen. 

(2), ---» Py, (zy,) seien die N; entsprechend ihrer Ordnung gezahlten 
Nullstellen von F(z) in $;. Wahlt man nun eine beliebige im Zylindergebiet 
3: H-x 8, in den beiden Variablen p(f) und p(z) regulire Primfunktion 
Q(¢, z) und fixiert die erste Variable in den NV, Nullstellen von F (z) in %;, so 
stellt das Produkt 

N. 
j 
wy .(z) = IT Q(z,, z) 
v l 
eine ganze Funktion dar, deren Nullstellen mit denjenigen von F(z) in 8, 
nach Lage und Ordnung genau iibereinstimmen. Auf die Funktion 
F (z) 
ft, (2) =—» 
Oy (z) 

j 
die in $ eindeutig regulir und in $; nullstellenfrei ist, wird fiir den Bereich 
% = %; der Hilfssatz angewandt. Ist ¢; eine Nullfolge positiver Zahlen und 
M; = Max \wy,{z)|, so gibt es zu jedem Index j eine ganze nullstellenfreie 


in B 


Funktion g;(z), derart, da8 fiir p (z) in B; 


If, (=) — 9, (2) - 


und damit 





IF (2) — 9,(2) ey, (2)| <8; 
ist. 
Somit ist eine Folge ganzer Funktionen 
N, 
j 
P,(2) = 9; (2) 1 Q¢,,2) 
v= 


mit endlich vielen Nullstellen in $, die zugleich Nullstellen von F (z) sind, und 
nullstellenfrei auBerhalb von 8 gefunden, die innerhalb von $ gleichmiaBig 
gegen F(z) konvergiert, womit Satz 3 bewiesen ist. 

Die approximierenden Funktionen hangen wesentlich von der gegebenen 
Funktion F(z) ab, welche die Nullstellen von P;(z) sowie das Verhalten der 
Faktoren g;(z) bestimmt. Letztere hingen auBerdem noch von der Wahl der 
Primfunktion 2 (¢, z) ab. 

Hat F (z) in% nur endlich viele Nullstellen, so andert sich mit wachsendem j 
nur noch der Faktor g;(z). 

Satz 3 ermdglicht die Herstellung der Transformation einer Flache ® in 
eine Fliche R, wie sie in II. beschrieben worden ist, und damit eine Ubertragung 
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der Siatze 1] und 2 auf eine allgemeinere Klasse von Teilbereichen der nicht 
geschlossenen RreMaAnNschen Flache §. 

2. Unter allen abgeschlossenen Teilbereichen 8 von % greife man nun 
diejenigen heraus, die sich als aus der Gesamtflaiche herausgeléste RrEMANNsche 
Flichenstiicke (oder als eine endliche Summe von solchen) auf einen mehr 
blattrigen Kreisbereich iiber dem Einheitskreis der w-Ebene eineindeutig und 
i. a. konform abbilden lassen. Der Bildbereich liegt dann stockwerkartig iiber 
dem Grundkreis w < 1, und die Bilder simtlicher Randpunkte von $ haben 
die Einheitskreisperipherie zu Grundpunkten. 

Die Bereiche $ lassen sich analytisch charakterisieren durch die Existenz 
einer in 8 eindeutigen reguliren Funktion F(z), fiir die im Innern |P| - | 
und auf dem Rande F 1 gilt. Die Zahl k der Nullstellen von F (z) in 8 gibt 
die Blattzahl des Kreisbereiches an, und da dieser nur endlich viele Verzwei 
gungspunkte besitzt, kann man, falls auch iiber dem Nullpunkt ein Verzwei 
gungspunkt liegt, einen Punkt a des Grundkreises (0 < |a| < 1) so fixieren 
daB iiber demselben k schlichte Umgebungen liegen. Bei einer linearen Trans 
formation des Grundkreises in sich mit a -- 0 geht dann die dariiberliegend 
Fliche in eine solche iiber, die tiber dem Nullpunkt unverzweigt ist. Man kann 
somit die Funktion F (z) stets so wahlen, daB ihre Nullstellen in 8 von 1. Ord 
nung in der zugehérigen Ortsuniformisierenden sind. 

Ein Teilbereich 8 von K mit obigen Eigenschaften soll im folgenden als 
K-Bereich bezeichnet werden und k-fach heiBen, wenn k die minimale 
Blattzahl der Kreisbereiche ist, auf die sich 8 eineindeutig und konform abbilden 
laBt. 

Satz 4: Zu einem k-fachen K-Bereich ® GR, der relativ zu KR einfach 
zusammenhingend ist, lift sich stets ein Produkt von k Primfunktionen 

k 
P(z) = IT Q, (z,, z) 
= 1 
(p, (z,) tm Innern von B) finden, so daB der Maximalabstand der Berandungen 
des LEinheitsbetragbereiches §&: | P (2)| 1 und des K-Bereiches 8 beliebiq 
klein wird. 

Beweis: In $ existiert nach der Definition eines k-fachen K-Bereiches eine 
im abgeschlossenen Bereich $ eindeutige regulire Funktion F(z) mit k ein 
fachen Nullstellen im Innern von $, die auf dem Rande vom Betrage 1 ist. 
$ sei ein 8 umfassender, ebenfalls abgeschlossener Bereich (8 $), in welchem 
F (z) noch regular ist. AuBerdem soll F (z) in 8 — $ nullstellenfrei sein. Nach 
Satz 3 gibt es dann zu jedem « > 0 eine Funktion 

k 
P (z) = IT Q, (z,, z) 
v=1 
(k unabhangig von «), so daB gleichmaBig fiir p (z) in B 
F (z) — P(z)\ <« 
gilt. Auf dem Rande von $8: |F| = 1 gilt insbesondere 
] & « |P (z)| - l+e. 
Durch geeignete Wahl von « weicht somit die Berandung €: |P (z)| 1 des 
Einheitsbetragbereiches §&:|P(z)]|< 1 beliebig wenig vom Rande des K- 
Bereiches $ ab. 
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Satz 5: Jeder k-fache K- Bereich 8 = W, der relativ zu R einfach zusammen- 
héingend ist, lift sich durch eine Folge von Einheitsbetragbereichen R: |P,(z)| <1 
normal ausschépfen. Nach Wahl einer beliebigen Primfunktion Q(C, z) in Kt ist 

k 
P, (z) = 9,(z) H Q(z,, 2), 
y=] 
wobei g,(z) ein ganzer nullstellenfreier Faktor wnd yp, (z,) k voneinander verschie- 
dene Punkte im Innern von 8 sind. 

Beweis: Der K-Bereich 8 ist charakterisiert durch |F (z)| < 1 und wird 

normal ausgeschépft durch die Teilbereiche 8 : |F (z)| : 1—If@=—2,3,...), 


die ebenfalls K-Bereiche sind (charakterisiert durch F, (2) = 7 F @). Die 


Folge der 8 l4Bt sich durch eine Folge von Einheitsbetragbereichen 
wv: |P; (z)| < 1 ersetzen, indem man auf jeden Bereich 6 Satz 4 anwendet. 

Satz 4 garantiert ganz allgemein die Méglichkeit der Ersetzung einer aus 
K-Bereichen bestehenden normalen Ausschépfungsfolge durch eine solche aus 
Kinheitsbetragbereichen von Funktionen P(z), so daB folgender Satz gilt: 


Satz 5a: Jeder relativ zu Ki einfach zusammenhiingende Bereich B® CN, der 
durch eine Folge von K-Bereichen normal ausschipfbar ist, lapt sich auch durch 
vine Folge von Einheitsbetragbereichen 

* 
RK: gy (z) HT Q(z, 2), <1 
’ 1 


normal ausschopfen. 

Die Satze 5 und 5a dehnen die Giiltigkeit der Sitze | und 2 auf K-Bereiche, 
bzw. Grenzbereiche einer konvergenten Folge von K-Bereichen aus. Es gilt 

Satz 6: BCR sei ein relativ zu KR einfach zusammenhiingender Bereich, der 
durch eine Folge von K-Bereichen normal ausschépfbar ist. 

Dann lapt sich jede in B eindeutige und requlire Funktion f(z) im Innern 
von B gleichmépig durch in ganz R regulire Funktionen geméf Satz 1 und 2 
approximieren, d. h. es gibt zu jedem abgeschlossenen Teilbereich ®* GB ein 
endliches Produkt von Primfunktionen P (z), so dag 

lL. fiir p (z) in B* die Entwicklung 

k . . 
f(z) = > ( sar (2)){ » by” (2) P” (z)) 
n—0 


qui, 
2. zu jedem ¢ > 0 eine ganze Funktion 
~ (v) ! 
8 (z)= 3 B, (Q) P,* (2), (P,(z) == P(z) 2" (z,, 2)) 
, 1 


existiert, fiir die gleichmaéBig in B* 


if (z) — 8, (2)} : 


gut. 


3. Von Satz 6 sollen kurz einige Spezialfille erwihnt werden. 

Die Aussage von Satz 6 gilt sicher fiir alle schlichtartigen velativ zu ¥ 
einfach zusammenhangenden Bereiche 8 Gi. Diese Tatsache folgt aus 

Satz 7: Jeder schlichtartige k-fach zusammenhingende Teilhercich BGR 
ohne isolierte Randpunkte ist ein k-facher K-Bereich. 


>\* 
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Dieser Satz ist lediglich eine andere Formulierung eines Satzes von 
BIEBERBACH!’), der die umkehrbar eindeutige und konforme Abbildung eines 
beliebigen k-fach zusammenhingenden ebenen Bereiches ohne _isolierte 
Randpunkte auf eine k-blittrige Kreisscheibe garantiert. Die Forderung, daB 
keine isolierten Randpunkte vorhanden sein diirfen, spielt hier keine Rolle 
wenn man beachtet, daB der in Satz 6 geforderte relativ zu KR einfache Zusam- 
menhang von 8 C & einen isolierten Randpunkt ausschlieBt"’). 

Die Zahl k der Nullstellen von P(z) ist gleich der Zusammenhangszahl des 
Bereiches. 

Ist MR ein schlechthin einfach zusammenhingendes Gebiet, also nach 
dem Riremanxnschen Abbildungssatz auf eine schlichte Kreisscheibe konform 
abbildbar (k == 1), so ist P(z) eine Primfunktion, deren Nullstelle p, (zy) inner- 
halb @ frei wahlbar ist. Die mittels w = P (z) transformierte Fliche R enthilt 
das Bild G von @ als Einheitskreisscheibe um den Nullpunkt, in deren Innern 
jede in G eindeutige regulire Funktion f (w) in eine gewohnliche Potenzreihe 
entwickelbar ist. Wie diese Entwicklung in ( aussieht, ergibt sich aus I. (2), 
wenn man als Elementarfunktion 


a (Z, z) ~~ log (P (f) P (z 
nimmt, die nicht zur ganzen Flaiche R gehért, wohl aber zu einem ( enthal 


tenden Teilgebiet von R. Nach I. (2) gilt, gleich in der Variablen p (z) auf ii 
geschrieben 





l — P(t P (z > " ‘ 
8, (Zz) — 8, —, (2) = == | PG 2M) — FE) #2) a (0, 2) dz 
2x p" 1 ss 
Rd.@ x 
mn. | P’ (f) a} 
I ) Dai [ 1) — p+! (f) d » 
Rd. @ 


c, P” (2). 


Fiir Bereiche Aéheren Geschlech's schlieBlich hat P. Matiiy1°) bewiesen 
daB jedes Rremannsche Flichenstiick A, dessen Rand ein einziges Konti- 
nuum ist, sich eineindeutig und i. a. konform auf eine mehrblittrige Kreis- 
scheibe gleicher Zusammenhangszahl abbilden laBt und mithin ein K-Bereich 
ist. 


18) Brepersacu, L.: Uber einen RreMmannschen Satz aus der Lehre von der konformen 
Abbildung; Sitzgsber. Berl. math. Ges. 24, 6—9 (1925). 

'*) kin isolierter Randpunkt kénnte héchstens zugleich Randpunkt von ‘i sein, was 
jedoch wegen 8 EC & nicht méglich ist. 

2) MaTiLpt, P.: Sulla rappresentazione conforme di domini appartenenti a superficie 
di RreManx su domini di un tipo canonico assegnato; Ann. Scuola norm. sup. Pisa, Sci. 
fis. math. 2, 14, 81—90 (1948). 


(Eingegangen am 20. Februar 1952.) 
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Uber die Cramérschen asymptotischen Entwicklungen 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
Von 
Hanrriep Lenz in Miinchen. 





Einleitung. 

Sind 2, (v= 1, 2,..., ) unabhangige zufillige GréBen mit den Verteilungs- 
funktionen F, (z,), dem gemeinsamen Mittelwert %,= 0 und den Streuungen 
x =o: mit » a} = o*, so gilt unter recht allgemeinen Voraussetzungen fiir 

’ 1 
: ‘ : , - — * %+24,4+°--+2 
die Verteilungsfunktion F(x) der zufalligen GréBe zx ! S Sant 
o 


die EDGEWoRTH-CRAMERsche asymptotische Entwicklung (CRAMER 1, 2; Hsu; 
BERGSTROM!) 





r—-3 r F + +25 a Be 
(\) F(z) = O(z)+ Sn F| Sdn AY oa) |4 6-0 = 

1=1 j=1 ws 
Dabei ist O(x)= [ e—*2d &. O, bedeute ein fiir allemal eine GréBe, deren 


Betrag unter einer nur von r abhingigen Schranke liegt, doch braucht 9, nicht 
jedesmal dieselbe GréBe zu bedeuten, auch nicht bei mehrmaligem Auftreten 
in einer Gleichung. Die Konstanten b;,,,, hingen von den Momenten der 2, in 
ziemlich komplizierter Weise ab. 

Um diese Entwicklungen zu gewinnen, hat man folgende Teilprobleme zu 
lésen : 

1. Asymptotische Entwicklung der charakteristischen Funktion; 

2. Ubertragung des Ergebnisses auf F(z). 

Wir behandeln hier nur das Problem 1 und verweisen hinsichtlich des 
Problems 2 auf die Literatur (CRamMéR 1,2; Hsu). Die hier verwendete 
Methode beruht auf dem Additionstheorem der HeRmirEeschen Polynome 

x? r 
bad —— 
He,, (2) = (— 1)™e # (—) e * 
und liefert asymptotische Darstellungen fiir F(x), die nach der Normal- 
verteilung und ihren Ableitungen fortschreiten und deren Koeffizienten sich 
iibersichtlich durch Mittelwerte iiber HermiTEsche Polynome der x, ausdriicken 
(siehe Formel (26) in Nr. 10). 


§ 1. Asymptotische Entwicklung der charakteristischen Funktion, 
falls diese regulir ist. 


1. Den Mittelwert oder Erwartungswert einer Funktion von zufialligen 
GréBen bezeichnen wir durch Uberstreichen, wobei iiber alle unter dem Quer- 


1) Vgl. die Literaturhinweise am SchluB der Arbeit. 


2la 
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strich stehenden zufalligen GréBen zu mitteln ist. Dabei verwenden wir fiir 
zufallige GréBen stets die Buchstaben x und y, gegebenenfalls mit Indizes. 
Ist die zufallige GréBe yein lineares Polynom p (2, . . ., x;,) der zufalligen GréBen 
x, und ist f(y) eine stetige Funktion, so gelten die Regeln 








(2) fly) = Flip (xy, te, ---> %))» 
(3) a-g(a,..., %)+0°h (x, ..., %) -@°g(%,..., %)+b°h(x,..., %) 


und — wegen der Unabhingigkeit 





(4) Jy (X) * Jo (Xe) - - - Pe (XE) = Gu (Xy) * Jo (Xe) - - - Jy (Ty)- 


2. Die charakteristische Funktion e'”‘ (Lévy 1) einer zufilligen GréBe y 
mit der Verteilungsfunktion F(y) ist bekanntlich im Horizontalstreifen 
omt < R der t-Ebene reguliir, wenn die Bedingung 
(5) 1 — F(\y|) + F(— |y|) = 0 (e—#'") 
fiir jedes K < R gilt (Livy 2, 8. 40). Weiter ist, wenn das p-te absolute Moment 
y ” fiir eine natiirliche Zahl p existiert, 








(6) (=) em (FY ew = iP yP efvt, 


Im Fall (5) gilt daher die Entwicklung (iiber Hermiresche Polynome vgl. 
MaGnus-OBERHETTINGER, 8S. 80 ff.) 
oe ers 
=; > =- & : 
(7) ae 2. YY Sem (ym, 
m 1 mm: 

Weil der Konvergenzradius mindestens gleich R ist, folgt fiir das m-te ,,HER- 
MITEsche Moment die Abschitzung 
(8) Sea) < or 7” fir 0<r< R. 

3. Wir setzen von unseren Verteilungen F, (x,) jetzt voraus, daB es positive 
Zahlen k,, k,, k,; gebe, fiir die die Ungleichungen 








(F I) o,< k, 
(F Il) = doi > en 
v=1 
2y 
(F ITT) Hoos) < km 
m! Lai 
gelten, und zwar fiir alle y. (F III) folgt aus (5) fir y = =; ist also sinnvoll. 
4. Aus der Identitat 
to)? +izte 8 mae r 1-6, 
e * =ITe ~ %» 
oder cai 
ry 
20 n ao He, { 

(9) Py eal) (ito)™ = I 5 Arte) (ito, 

m=6 — v=lue= . 
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folgt durch Koeffizientenvergleich das bekannte Additionstheorem der 

Hermiteschen Polynome (v. Misgs, 8. 53; Macnus-OBERHETTINGER, S. 82). 

Wegen (2), (3) und (4) diirfen wir zu den Mittelwerten iibergehen und erhalten 
Fic. (2) ov1...0%n 

(10) Hem) . om y ———"_ He, (= 


' — ' ' 
m! ‘+i,g=™ My!++- un! 





In 

» He, i—)}. 
ao +eete° | n\ On 
1 2 











Nun ist He, (=} =I, He, (=) = He, (=) = 0, d.h. in der Summe auf der 
| Oy Oy Oy 


rechten Seite von (10) verschwinden alle Glieder, in denen auch nur einer der 
Indizes 4, gleich 1 oder 2 ist. Wir kénnen (10) also wie folgt umordnen: 


Hem (x) 


m! 


m 
G 





(11) oe a 4, “k 
3, An Si; fas h<j —“S P+¢@ G, 2000, (# vp 
z A » ~-) ik - He, 7 *) +++ Hea, (—* ). 
k=1 Aptos tap=m Pye Pgreres Mh eee 9 "k 
4:23 


<= 


wobei iiber alle verschiedenen derartigen Ausdriicke zu summieren ist, die sich 
aus den 2, bilden lassen. 

5. Jeder Summand ist nach (FI) und (F III) kleiner als (k, k,)". Die 

m 

Anzahl der Summanden in der inneren Summe ist kleiner als n* < n' 3}, 

Die Anzahl der méglichen Indexverteilungen (A,, As, . . ., A,) ist kleiner als 
die Zahl p (m) der Partitionen, d. h. Zerlegungen in ganze, positive Summanden, 
von m. Aus der fast trivialen Ungleichung 


p(m)< p(m— 1) + p(m— 2)+---+p(l)+1 
erhalten wir durch Induktion leicht die grobe Abschitzung p(m) < 2”. 


Daher wird mit der Abkiirzung k, = 2 k, k, k,-! wegen (F IT) 


el ao Se 
ske-n' si 2 (CRAMER I, 8. 49). 


(12) I= 
m.: 





Falls die Verteilungen F, (x,) alle symmetrisch sind, verschwinden ihre HEr- 
miTEschen Momente ungerader Ordnung, und es wird, wie eine entsprechende 
Betrachtung zeigt, 

| m m 

19 am . 7s) 7 7 
(12a) <k"-n ; 


Hem (x) 
m! 








6. Wendet man (12) auf die Entwicklung (7) (fiir y = x) an unter der Vor- 
aussetzung (mit festem « >0) 











P no 
(13) lls ayo 
so ergibt sich, wenn man # = x (1 + a)— 3” setzt, 
u=0 
— a J Hem (x) ° 
(14) ett_e 2 Si ———(it)™| < 
m= ™: 
mF | l+]-4 oe) ott [245 )_245 
<e * |tk,-d-|ni 3) 2+ |th,|n! "2 +|tkj?-n' 3 3 2 | 
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Weil (fiir alle h => 0) a a — — — ist (CRaméR 1, S. 48), folgt 
daraus (mit von r unabhingigem k, >0) 

(15) je’##—e : Hen Gnn| < ki, - (jt + |e **) - al. .-F 

me ! 

(vgl. Cramér 1, S. 45). Ist : ‘= = q — 2 eine ganze Zahl, so wird (mit von r 
unabhingigem k,) 

(15a) je'z#—e 2°55” Mente) (ayn kt (j¢/°¢ 54 |z|8¢ i a rs z 

n=O 


Es sei noch bemerkt, da8 fiir die Giiltigkeit der Entwicklung (15) nicht voraus- 
gesetzt zu werden braucht, daB die F,(z,) monotone Funktionen sind, wenn 
sich nur die Zulassigkeit der in (6) verwendeten Differentiationen unter dem 
Integralzeichen anderweitig begriinden laBt. 


§ 2. Einsehrinkung der Voraussetzungen. 


7. An Stelle von (F III) fordern wir jetzt nur noch die gleichmaBige Be- 
schranktheit der r-ten absoluten Momente der z, fiir ein festes r > 3, also die 
Existenz einer Zahl k, > 0, so daB fiir alle » 


z, 7 





(F IV) —| <k, 
| Oy 
1 to, ? z 
. -_ 7 ‘ 7 . =\—]) i—¢ 
wird. Wir kénnen dann auf die Funktion e*\%/-e * die Taytorsche 


Formel mit Integralrestglied (LENsE S. 59) anwenden und erhalten nach kurzer 
Rechnung unter Beriicksichtigung von (6) 

















zx 
gts ~ii ef r—1 Hem | =] «.\a 
(16) e°* me *\¢e BS 7 (it) + R,, 
™m 0 m o 

mit 

to, =? . 

a (tt) i¢. i. 2 ei ; 
(16a) R,,=-77f ; i e*-e % - He, (= —it)dr. 

0 , = ! Te 


und |r| in (16) 


und (16a) unter einer von r und nm unabhingigen Schranke, es wird also 


Wir wollen R,, abschitzen fiir |t} << /. Dann liegen |= 
o 








e% He, (= _ it) = 9,*) und daher 


1 (tee)? sce i+ 
(17) |R,r| = O,-e2\ <— = @,-\t\"-m 2, 





r' 


*) Uber die Bedeutung von @, s. Einleitung. 
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8. Nun ist 


— n A my r—1 Hen (=) a 
(18) ett— JJe* =e # 7] al (ite 


o 





+R 
v= v=ilm=0 m! , 
Die eckigen Klammern konvergieren fiir n + co gegen 1, daher ist der rela- 
tive Fehler bei Vernachlassigung aller Restglieder von der GréBenordnung 


r 


ae 
6,-\t\"-n  * >; wir kénnen schreiben 








9. Wir fiihren nun Hilfsverteilungen G, (y,) (v= 1, 2,..., ) ein durch die 
Forderungen 





(20) He, (2) a | He, (=) fir O<m<r 
| 7 | 0 fir m>r. 


Die Existenz solcher (allerdings nicht monotonen) Verteilungen sieht man aus 
der folgenden expliziten Darstellung ihrer Ableitungen: 














°,2 He (= 
dG, (y, e =4 r I m =} 
(21) » {¥») 5 r! . He, (2). 
dy, \22-o, m=0 m! m\ oO, 

Die Gleichungen (20) fiir die HermiTEschen Momente der y, folgen daraus 
unmittelbar wegen der bekannten Orthogonalitatseigenschaften der HERMITE- 
schen Polynome (MAGNuS-OBERHETTINUER, 8S. 82). Die G, (y,) sind durch (20) 
iibrigens eindeutig bestimmt, weil ihre charakteristischen Funktionen regular 
sind. 

Wir setzen weiter 


(29) y = tet tn 


o 


y ist also die zufaillige GréBe mit der Verteilungsfunktion G (y), die dadurch 
entsteht, daB man die x, durch solche VergleichsgréBen ersetzt, die mit ihnen 
in allen HERmiTEschen (also auch gew6hnlichen) Momenten bis zum (r— 1)-ten 
iibereinstimmen und deren héhere HERMITEsche Momente verschwinden oder, 
indem man die Entwicklung der F, (x,) nach der Normalverteilungsfunktion 
von — und ihren Ableitungen nach der (r — 1)-ten Ableitung abbricht. 


10. Aus (19) wird jetzt 


_ a! n ~° Hen“) y og, \m es 
: ad sa (6 ay 7 6,|t\" +m | 
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24 


un 


{ 25 


sols 
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oder nach (7) und (9) 


e — 
_- — ~4 ‘ i— ‘ 
) aat_g Fl Aen) (5 gym + @,|t}" n 


to|~ 
to} » 





— guts @,\t\"n’ 


_ 
m 0 


Die Hilfsverteilungen G,(y,) haben offenbar regulire charakteristische 


Funktionen und geniigen der Forderung (F III). Die Entwicklung (7) gilt fiir 


Yy = - ° “Ta ° ~ 
alle — und fiir y. Daher kénnen wir auf e'”' unser Ergebnis (15a) anwenden 
0; * 


1 erhalten fiir q=r (vgl. Cramér 1, S. 45; 2, S. 71) 


ae “3r-9 yaar e A 
) anes bs sat! (i t)™ O,-e 2. (ley 1 \¢|3? 6] .n = 
m 0 . 


ange (13) gilt. Setzen wir dagegen r=3q—8, so wird fir m<r 




















(25, 


Die 
wei 
wer 


ir 


He, 


(y) = He,, (x), und daher ergibt sich nach kurzer Vereinfachung 
_ _£ 3¢-9 Fo) £ | 
a) ~ . Hem (x) (it) = 0, °6 2 (je|5¢ 8 |t|3¢-°) n 2 $ 





yond m! 
m 0 


se Abschitzung unterscheidet sich nur unwesentlich von (15a). Man sieht 
ter leicht, daB (25) auch gilt, wenn die y, nicht durch (20) und (21) erklart 
‘den, sondern irgendwelche zufallige GréBen sind, deren Momente bis zum 

)-ten mit denen der z, iibereinstimmen und deren absolute Momente bis 


zum (3 r — 8)-ten unter einer von n (und damit von v) unabhangigen Schranke 
liegen. Das folgt einfach durch Anwendung von (25) und (25a). 


Mit Hilfe der Methoden von CRAMER oder Hsv erhalt man aus (25), falls 




















alle F,(x,) die CRamERsche Bedingung 
Zz 
. , | t——¢ . , :< 
(C) lim sup|e«, |}<1—d<1 (CRAMER 2, 8S. 81) 
t—+« 
erfiillen, die asymptotische Formel 
Bet l s .— -> *-* Raw 1-— 
(26) F(x)—— | res 2ae—6¢ 9s 3 = pm (¥) He» —1 (2)| 0,°n 2 
j2x ae “= m! 
11. Falls alle F,(x,) itibereinstimmen, gilt fiir die HERMrTEschen Momente 
von x und y die explizite Formel (mit s = e, + e, + --- + e) 
~—~——— m 
Hew, (y) = : n(n — 1)---(n+ 1 —8) 
" n bia 2 » » ' ' 
J m! 5% pe, =m €,! eg! --- ex! 
(27) BS, < ug Sees < pcr 
ene scacamnialipannlacts 
le, (2) | (=) |* 
e = He, | — 
“1 \ 0; “a G; 
M,! Hg ug! 
Sie ergibt sich aus (11) unter Beriicksichtigung von o = o, / » und der Tatsache, 
daB die Zahl der verschiedenen Belegungen von n Stellen mit e, Ziffern u,, és 
Ziffern jg, ..., & Ziffern uv, gleich 
n(n —1)---(n+1—<8) 
O,! eg! - ++ ex! 
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Zur algebraischen Geometrie 16. 
Vielfaltigkeiten von abstrakten Ketten. 


Von 
B. L. VAN DER WAERDEN in Ziirich. 


Vorbemerkung zur Terminologie. 


Anpré Wet hat in seinem Buch ,,Foundations of algebraic Geometry”’ die 
algebraische Geometrie auf eine neue Basis gestellt und dabei auch die alte 
Terminologie durch eine radikal neue ersetzt. Im Zentrum stehen bei ihm 
mit Recht die absolut irreduziblen Mannigfaltigkeiten, die er kurzerhand 
Varieties nennt. Er unterscheidet scharf zwischen einer Vereinigungsmenge 
solcher Varieties (bunch of varieties) und einer formalen Summe von Varieties 
derselben Dimension (cycle). Die Unterscheidung dieser beiden ganz verschie- 
denen Begriffe, die bisher durch dasselbe Wort Mannigfaltigkeit (— variety) 
gedeckt wurden, scheint mir unbedingt geboten; die Wahl der Worte kommt 
mir aber nicht gliicklich vor. Ich méchte daher den folgenden Vorschlag 
machen, der durch Gespriiche und Vortriige in Paris und Liittich schon vor- 
bereitet wurde. 











Vorschlag | Engl. Aquivalent ANDRE WEIL | bisher iiblich 
Vielfaltigkeit variety | bunch of varieties algebr. Mannigfaltigk. 
Teil | part Teilmannigfaltigkeit 
unteilbare V. indivisible var. variety absolut irreduzible M. 
V. iiber einem | var. overa field K | regular algebr. 

Kérper K bunch over K 
irreduzible V. | irreducible var. | irreduzible M. 
K gut fiir V | K good for V K field of defini- 

tion for V 
Kette | chain cycle algebr. Mannigfaltigk. 
Kurve | curve bunch of curves | algebr. Kurve 
Flache | surface bunch of surfaces | algebr. Flache 
Vielfaltigkeit von | varietyofchains | | algebr. System von 
Ketten | Mannigfaltigkeiten 

Spezialisierung specialization specialization relationstreue Spezia- 


| . 
| lisierung 


Der Grund, warum das Wort “cycle” durch “chain” ersetzt wurde, ist dieser. WIL 
versteht unter “cycles” nur solche Ketten, deren Bestandteile auf der betrachteten Viel- 
faltigkeit nicht singular sind. Diese Einschrankung ist aber in einer allgemeinen Theorie 
der Ketten unzweckmaBig. 


Einleitung. 


ANDRE WeiL hat neben den gewodhnlichen unteilbaren Vielfaltigkeiten 
in affinen oder projektiven Raumen noch “abstract Varieties” eingefiihrt, 
die dachziegelartig von gewohnlichen Vielfaltigkeiten V_ iiberdeckt werden, 


z 
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so dab jeder Punkt P der abstrakten Vielfaltigkeit V von mindestens einem 
Punkt P, eines Bausteines V, bedeckt wird. Er stellte mir 1947 die Frage, ob 
der von CHow und mir definierte Begriff der Vielfaltigkeit von Ketten sich 
auch fiir Ketten auf einer abstrakten Vielfiltigkeit definieren lieBe. Nach einem 
miBgliickten Versuch gelang es mir, eine Antwort zu finden, die ich im Oktober 
1947 Wet brieflich mitgeteilt habe. Etwas vereinfacht und mit ausfiihrlichen 
Beweisen versehen, soll diese Lésung hier dargestellt werden. 

Der Grundgedanke dieser Liésung ist folgender. Statt eine Vielfaltigkeit 
durch Gleichungen zu definieren, kann man sie auch als Vereinigung von irre- 
duziblen Vielfiltigkeiten definieren, wobei die Punkte einer irreduziblen Viel- 
filtigkeit durch Spezialisierung aus einem allgemeinen Punkt hergeleitet werden. 
Genau so kann man auch eine Vielfiltigkeit von Ketten als Vereinigung von 
irreduziblen Vielfaltigkeiten definieren, wobei die Ketten einer irreduziblen 
Vielfaltigkeit durch Spezialisierung einer allgemeinen Kette hervorgehen. 
Es handelt sich also nur noch darum, den Begriff Spezialisierung fiir Ketten 
auf einer abstrakten Vielfiltigkeit zu definieren. Das soll in § 4 geschehen. 

In § 1—3 sollen die Grundbegriffe der bisherigen Theorie der Ketten unter 
Zugrundelegung der neuen Terminologie erklirt werden. Dabei habe ich mich 
dem Standpunkte von Wer weitgehend genihert: nicht die irreduziblen, 
sondern die unteilbaren Vielfailtigkeiten stehen im Zentrum der Aufmerksam- 
keit. Der Grundkérper wird jeweils so erweitert, daB alle vorkommenden 
Vielfaltigkeiten in unteilbare zerfallen und daB keine stérenden inseparablen 
Kérpererweiterungen auftreten. Dazu geniigt es, den K6rper so zu erweitern, 
daB die zugeordneten Formen dieser Vielfiltigkeiten in absolut irreduzible 
Faktoren zerfallen. 


§ 1. Grundbegriffe. 


Als Grundkérper nehmen wir einen beliebigen Kérper k. Man kann mit 
HopGe und Pepor & als Primkérper annehmen, aber es ist nicht unbedingt 
notwendig. Der universelle Erweiterungskérper 2 wird durch Adjunktion von 
abzihlbar vielen Unbestimmten und algebraischem AbschluB aus k erhalten. 
Alle Koordinaten von Punkten und alle Koeffizienten von Gleichungen werden 
immer aus {2 entnommen. 

Statt des festen Universalkérpers 2 kénnte man auch einen ,,wachsenden 
Erweiterungskérper’ betrachten, der nach Bedarf durch Adjunktion von 
Unbestimmten und algebraischen Funktionen erweitert werden kann. Dem- 
gegeniiber hat der feste Universalkérper den Vorteil, eine Menge zu sein. Die 
Lésungen eines Gleichungssystems in 2 bilden also auch eine Menge. Ein 
weiterer Vorteil ist, da man zu je zwei Teilkérpern von 22 immer einen Ver- 
einigungskérper bilden kann. Mit K sollen Zwischenkérper bezeichnet werden, 
die k umfassen und in 2 enthalten sind. Diese Zwischenkérper sollen immer 
durch Adjunktion von endlich vielen Elementen an k erzeugt werden kénnen. 

Ein Zwischenkérper L hei®t separabel erzeugbar iiber K, wenn L aus K 
erzeugt werden kann durch Adjunktion von algebraisch unabhiingigen Ele- 
menten und separablen algebraischen Funktionen dieser Elemente. 

Ein Punkt des affinen Raumes R,, ist eine Reihe von n Koordinaten 7, ..., P, 
aus 22. Ein Punkt des projektiven Raumes S,, ist ein Strahl des affinen Raumes 
R,.,, bestehend aus allen Punkten (w De, O Dr, ++, Pa), Wobei (De, . . -, Da) 
ein fester von (0,..., 0) verschiedener Punkt von R,,,, ist und w alle Elemente 
von 2 durchlauft. 
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Die Menge aller Punkte von R,, oder S,, die einem endlichen System von 
algebraischen Gleichungen 


fe (Py, -++> Pn) =O oder fy (Po,---, Pn) =O 


geniigen, wobei die f, im ersten Fall Polynome, im zweiten Fall Formen mit 
Koeffizienten aus Q sein sollen, heiBt eine Vielfdltigkeit. Dabei wird voraus- 
gesetzt, daB die Menge nicht leer ist. Die iibliche Bezeichnung ,,algebraische 
Mannigfaltigkeit*‘ méchte ich vermeiden, erstens weil sie zu lang ist, zweitens 
weil in der Topologie der Begriff Mannigfaltigkeit (manifold) eine andere 
Bedeutung hat. Man kénnte mit ScHLAFLi statt Vielfaltigkeit auch Totalitat 
Sagen. 

Eine Vielfaltigkeit, die sich als Vereinigung von zwei echten T'eilen (d. h. 
Teilvielfaltigkeiten) darstellen. laBt, heiBt zerlegbar. Ist eine solche Zerlegung 
unmodglich, so heiBt die Vielfaltigkeit wnteilbar. 

Der Begriff unteilbar ist nicht mit irreduzibel zu verwechseln. Eine Viel- 
faltigkeit, die durch Gleichungen mit Koeffizienten aus einem bestimmten 
Koérper K definiert ist, mége eine Vielfédltigkeit itiber K heiBen. LaBt sie sich 
nicht zerlegen in echte Teile, die wieder Vielfaltigkeiten iiber K sind, so heiBt 
sie irreduzibel iiber K. Eine unteilbare Mannigfaltigkeit aber bleibt irreduzibel 
bei jeder Kérpererweiterung: sie ist absolut irreduzibel. 

Ein Punkt P hei®Bt eine Spezialisierung eines Punktes X in bezug auf einen 
Koérper K, wenn alle Gleichungen f (2, .. ., : r,) = 0, mit Koeffizienten aus X, 
oder im projektiven Falle alle homogenen Gleichungen f (xy, 2, ..., : r,) = 0, 
die fiir den Punkt X gelten, richtig bleiben bei Ersetzung von X durch P. Eine 
iiber K irreduzible Vielfiltigkeit V besitzt einen allgemeinen Punkt X, aus dem 
alle Punkte von V durch Spezialisierung in bezug auf K hervorgehen. Der allge- 
meine Punkt ist bis auf Isomorphismen iiber K eindeutig durch V bestimmt. 


Im affinen Fall heiBt das, daB die Koordinaten 2,,..., : r, eindeutig be- 
stimmt sind bis auf einen auf alle 2, anzuwendenden Kérperisomorphismus, 


der die Elemente von K unverindert laBt. Im projektiven Fall sind natiirlich 
die 2, nur bis auf einen gemeinsamen Faktor « eindeutig bestimmt. Numeriert 
man aber die Koordinaten so, daB x, + 0 ist, und normiert wm dann so, dab 
tq = 1 wird, so sind die inhomogenen Koordinaten 2, .. . : r, des Punktes X 
bis auf einen Isomorphismus eindeutig bestimmt. Die Anzahl der algebraisch 
unabhangigen unter den so normierten 2, heiBt die Dimension von V. 

Eine irreduzible, also insbesondere eine unteilbare Vielfaltigkeit kann auch 
definiert werden als die Menge aller Punkte P, die aus einem gegebenen PunktX 
durch Spezialisierung entstehen. So geht A. Wett vor. Eine beliebige Viel- 
faltigkeit kann dann als Vereinigung von endlich vielen unteilbaren Vielfaltig- 
keiten definiert werden. 

Wel fiihrt auBerdem den Begriff der abstrakten Vielfdltigkeit ein. Ein 
solches Abstraktum, wie ich es kurz nennen will, ist definiert durch ein endliches 
System von unteilbaren Vielfiltigkeiten V,, zwischen denen birationale 
Abbildungen 7’, gegeben sind. Writ nimmt die V, als affine Vielfaltigkeiten 
an, aber es macht fiir die Definition keinen Unterschied, wenn wir von vorn- 


herein die V, als Vielfiltigkeiten in projektiven Raiumen annehmen. Auf 


jeder V, sei ein echter Teil (d. h. Teilvielfaltigkeit) F, gegeben, die Grenze von V.,. 
Die Grenzen werden bei der Konstruktion des Abstraktums nicht mit benutzt 
sondern nur die Reste V F,.. Weiter seien alle V, birational aquivalent 


x 
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es gebe also birationale Abbildungen 7’; von V, auf V,. Definiert man nun 


T,,=1T,T.", 


a 


so ist 7',, eine birationale Abbildung von V, auf V,;. Die 7, geniigen den 
Bedingungen 


B / B x T 
T,,=1 
Pee = Te 


Eine rationale Abbildung heiBt reguldr in einem Punkt P, wenn die ratio- 
nalen Funktionen, die die Koordinaten des Bildpunktes eines allgemeinen 
Punktes X definieren, so gewihlt werden kénnen, daB ihre Nenner im Punkt P 
nicht Null werden. Ist nun (P,, P,) ein solches Paar der Transformation 7’, 
daB P, nicht zu F, und Ps nicht zu F’, gehért, so wird verlangt, dab dann 7’, , 
regular ist im Punkt P, und 7',, regular im Punkt Py. 

Unter dieser Bedingung gibt es zu jedem Punkt P, von V,—F, ein 
maximales System von Punkten (P,, P,;, P,,...), zu denen mindestens P, 
selbst gehért, derart, daB P, nicht zu F,; gehért, P, nicht zu F,, usw., und daB 
je zwei von diesen Punkten, etwa P, und P,, immer ein Paar in der Trans- 
formation 7’, , bilden. 

Jedes solche maximale System (P,, P,,...) heiBt nun ein Punkt des 
Abstraktums 


a? 


V = {V., T..; F.}. 

V selbst ist die Menge aller ihrer Punkte. 

Eine Spezialisierung eines ,,Punktes‘ (X,, X,,...) in bezug auf einen 
Kérper K wird so definiert: man spezialisiere irgendeines der X,, etwa X, 
zu P,, wobei P, nicht auf der Grenze F’, liegen mége. Dann ergiinze man P, 
zu einem maximalen System (P,, P;, ...) von zugeordneten Punkten. Dieses 
maximale System P ist dann eine Spezialisierung des vorgelegten Systems X. 

Die Menge aller Spezialisierungen eines ,,Punktes X von V ist ein irredu- 
zibler Teil von V in bezug auf K. Jedem irreduziblen Teil W, eines V,, der 
nicht auf der Grenze F, liegt, entspricht ein einziger irreduzibler Teil W von V, 
von derselben Dimension. Ist W, unteilbar, so ist W es auch. In dieser Weise 
iibertragen sich alle wichtigen Begriffe von den einzelnen V, auf das Abstrak- 
tum V. 

Eine Vereinigung von endlich vielen unteilbaren Teilen von V ist ein Teil 
oder eine Teilvielfdltigkeit von V. 


§ 2. Die Cayleyform einer irreduziblen Vielfaltigkeit. 

Es sei V eine iiber K irreduzible Vielfiltigkeit von der Dimension d im 
projektiven S,. Es seien wu ),..., u“) Hyperebenen mit unbestimmten 
Koordinaten u;’. Die Unbestimmten u;’ sollen algebraisch unabhangig iiber K 
sein. Die d Hyperebenen schneiden V in endlich vielen tiber K konjugierten 
Punkten X(),..., X. Nimmt man nun eine weitere Reihe von Unbestimm- 
ten u, (k= 0,...,n) hinzu, so ist das Produkt 


(1) P Il (Up ho % rT My xz ca? So Xn ) 
1 
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eine symmetrische Funktion der Punkte X"),..., X. Im Fall der Charak- 
teristik Null ist also das Produkt rational in K (u, u™,...,u™); in diesem 
Fall setzen wir 

P= Q(u, wu, ..., we). 


Im Fall der Charakteristik p ist eine p*-te Potenz des Produktes P rational, 
und wir setzen 


(2) Pt= Q(u,u™,..., ao) (q= p*). 

In jedem der beiden Fille ist Q ganz in u und rational in u™,..., w®. 
Man kann also setzen 
‘ Ang 
(3) Q=—F (u, u™,..., u), 

B 
wobei A und B nur von wu", ..., uw abhangen, wahrend F ganz in u, u, .. .,w® 
ist und keinen nur von «u'’,..., u™) abhangigen Faktor mehr enthilt. 

Die so definierte Form F haben Cuow und ich die zugeordnete Form von V 
genannt!. Bei einer Vertauschung der Variablenreihen wu, w,..., u@ bleibt 
F bis auf Faktoren + 1 ungeandert. Fiir den Beweis siehe Ch-W. § 1. 

Aus der Formel (2) folgt, daB Q die Unbestimmten wp, ..., u, nur in der 


q-ten Potenz enthalt. Dasselbe gilt nach (3) fiir F. Wegen der Vertauschungs- 
méglichkeit folgt daraus, daB F auch die iibrigen uw,’ nur in der g-ten Potenz 
enthilt. Also ist F eine g-te Potenz einer Form in den u und u;’ mit Koeffi- 
zienten aus einem Kérper Ky, der aus K durch Adjunktion der g-ten Wurzeln 
aller Koeffizienten von F entsteht: 
(4) F= Fj. 
Die Form F, hat gegeniiber F den Vorteil, daB sie von der Wahl des Kor- 
pers K unabhingig ist. Sie mége die Cayleyform der Vielfaltigkeit V heiBen. 
Die Cayleyform ist, von einem unwesentlichen Faktor C abgesehen, mit 
dem Produkt (1) identisch. Um das einzusehen, denken wir uns die Schnitt- 


punkte X”’ durch X; 1 normiert. Das Produkt (1) enthalt dann ein 
Glied ué, die Form (2) ein Glied u*’. Die Glieder von Q haben also keinen 
gemeinsamen von u),...,u abhangigen Faktor: der Zahler A in (3) ist 
Eins. Statt (3) kann man nun schreiben 
BQ=FfF 

oder 
~ q y 
(5) BP Fi. 

Setzt man in (5) links und rechts u, = 1, u, = 0,..., u, = 0, so sieht man, 
daB B ebenfalls eine g-te Potenz ist 
(6) B=C", 
wobei C eine Form in u™, .. ., uw mit Koeffizienten aus K, ist. Setzt man (6) 


in (5) ein, so folgt schlieBlich 

bid P* Ft 
oder, da die p’-te Wurzel eindeutig ist, 
(7) CP = F,. 


1) Cuow, W.-L., u. B. L. v. p. WAERDEN: Math. Ann. 113, 692 (1937). Zu zitieren als 
Ch-W. 
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Wir sehen also, da8 man durch eine geeignete Erweiterung des Konstanten- 
kérpers K, nimlich durch Adjunktion von p*-ten Wurzeln, immer erreichen 
kann, da8 nicht nur eine p’-te Potenz des Produktes P, sondern das Produkt P 
selbst rational in K (u, u),...,u@) ist. Die zugeordnete Form F ist dann 
frei von vielfachen Faktoren, und der Unterschied zwischen der Cayleyform 
und der zugeordneten Form verschwindet. 

Im folgenden wird immer vorausgesetzt, daB diese Kérpererweiterung 
volizogen ist, daB also der Kérper K die Koeffizienten der Cayleyform 
enthalt. Wie CHow?) bemerkt hat, ist diese Voraussetzung gleichbedeutend 
mit der von WEIL gemachten Voraussetzung, daB der Kérper K (X), der aus K 
durch Adjunktion der Koordinatenverhiltnisse eines allgemeinen Punktes X 
von V entsteht, separabel erzeugbar ist. 

Die Cayleyform F = 7, ist durch V eindeutig bestimmt. Umgekehrt 
bestimmt sie V eindeutig, denn durch die Faktorenzerlegung (1) erhalt man g 
allgemeine Punkte von V, aus denen durch Spezialisierung alle Punkte von V 
erhalten werden kénnen. Wie man die Gleichungen von V erhilt, ist in Ch-W 
angegeben. 

Wenn bei einer Erweiterung des Grundk6rpers die Vielfaltigkeit V zerfillt, 
so zerfallt auch’ die Cayleyform in Faktoren, und umgekehrt. Eine endliche 
K6rpererweiterung geniigt immer, um die zugeordnete Form in absolut irre- 
duzible Faktoren zu zerlegen (ZAG 10, Math. Ann. 113, 706). Daher zerfiallt 
auch V nach einer endlichen K6rpererweiterung in unteilbare Vielfaltigkeiten. 

Wird V von vornherein als unteilbar und K (X) als separabel erzeugbar 
vorausgesetzt, so ist die zugeordnete Form absolut irreduzibel, und umgekehrt. 
Unter diesen Voraussetzungen nennt Wert den Kérper K “a field of definition”’ 
fiir V. Mir scheint dieser Ausdruck nicht gliicklich gewaihlt, denn man denkt 
dabei unwillkirlich an einen Kérper, in dem die Vielfialtigkeit V (etwa durch 
Gleichungen) definiert ist. Ich méchte daher lieber vorschlagen, einen solchen 
Koérper K gut fiir V zu nennen, und umgekehrt V gut fiir K. 

Die Cayleyform F = F, zerfallt nach (7) in lauter verschiedene Faktoren 


yivy) , ’ (y 
to Xo + u, Xi +--+ + uy Xy. 


r ° >(v) - 
Normiert man X, 1, so erhalt man als Faktoren 


(v) : >(y 
te +a, Xy +--+ ude; 
folglich ist 
O =u, Xy +--+ + uy, X,’ 
separabel in bezug auf den Kérper K (w,..., Up, u'),...,uw). Aus dem 
Beweis des Satzes vom primitiven Element ist bekannt, daB X\”,..., X\” 


rational durch das primitive Element # ausgedriickt werden kénnen. Also sind 
die Koordinaten der Schnittpunkte X“) separable algebraische Funktionen 
von uw, ...,u@. Solche Funktionen sind aber differenzierbar. Durch eine 
bekannte Uberlegung?) kann man nun in jedem dieser Punkte einen T'angential- 
raum an V konstruieren. Von diesem Tangentialraum werden wir in § 4 


Gebrauch machen. 


2) Cuow, W. L.: Amer. J. Math. 72, 252 (1950). 
3) v. D. WAERDEN, B. L.: ZAG 14, Math. Ann. 115, 621 (1938), Satz 1. 
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§ 3. Ketten im projektiven Raum und ihre Koordinaten. 

Eine Kette C besteht aus endlich vielen unteilbaren Vielfaltigkeiten 
V,,..-, V, von derselben Dimension d, mit beliebigen ganzzahligen Vielfach- 
heiten ¢,,...,¢, versehen. In dieser Untersuchung sollen ¢,,..., €, als positive 
ganze Zahlen angenommen werden. Ketten werden als Summen geschrieben: 


C=¢4,V,+°°:4 e, V 


™ 
Sind F,,..., F, die Cayleyformen von V,,..., V,, so heibt 
F=F)...F; 


die Cayleyform der Kette C. Der Grad der Form F in u ist g = €, 9, + +++ + €, 9s: 
wobei g; der Grad von F; ist. g hei®t der Grad der Kette C. 

In Ch-W wurde bewiesen, daB die Koeffizienten der Form F gewisse 
homogene Gleichungen erfiillen miissen, die auch hinreichend sind, damit F 
die Cayleyform einer Kette von der Dimension d und vom Grade g ist. 

Die Koeffizienten der Cayleyform F gehéren einem Kérper K an, dem 
Vereinigungskérper der Koeffizientenkérper der Formen F,, .. . , F,. Manch- 
mal geniigt auch ein kleinerer Kérper, aber darauf kommt es hier nicht an. 

Die Koeffizienten von F heiBen die Koordinaten der Kette C. Nur die 
Koordinatenverhaltnisse sind eindeutig durch C bestimmt; es handelt sich 


also um homogene Koordinaten ¢p, . . . Cy. 
FaBt man ¢y,...,¢y als Punktkoordinaten in einem Bildraum Sy suf, 


so erhalt man den Bildpunkt der Kette C. Der Bildpunkt wird zweckmaBig 
mit demselben Buchstaben C bezeichnet wie die Kette. Das fiihrt nicht einmal 
dann zu Verwechslungen, wenn die Kette C selber aus einem einzigen Punkt des 
Raumes S,, besteht; denn in diesem Fall sind die Koeffizienten der Cayleyform 
gerade die homogenen Koordinaten ¢y, . . ., C, dieses Punktes. 

Eine Vielfdltigkeit von Ketten derselben Dimension d und desselben Grades g 
ist die Menge aller Ketten, deren Koordinaten einem endlichen System von 
homogenen Gleichungen geniigen. Die Vielfaltigkeiten von Ketten entsprechen 
also eineindeutig den Vielfailtigkeiten von Punkten im Bildraum Sy. Die 
Begriffe Dimension, irreduzibel, unteilbar usw. k6nnen ohne weiteres von den 
Vielfaltigkeiten im Bildraum auf die Vielfaltigkeiten von Ketten iibertragen 
werden. Die Ketten einer irreduziblen Vielfaltigkeit kénnen alle durch Spe- 
zialisierung einer allgemeinen Kette derselben Vielfialtigkeit erhalten werden. 

Insbesondere bilden alle Ketten der Dimension d und des Grades g im S,, 
eine Vielfaltigkeit. Aber auch die Ketten, die auf einer gegebenen Vielfaltig- 
keit W des S, liegen, bilden eine Vielfiltigkeit. Die wichtigsten Relationen 
zwischen Ketten, z. B., daB eine Kette der Tragervielfaltigkeit einer anderen 
Kette angehért, kénnen durch algebraische Gleichungen zwischen den Ketten- 
koordinaten ausgedriickt werden. Das alles wurde in Ch-W bewiesen. 


§ 4. Spezialisierung von abstrakten Ketten. 

Es sei V ein Abstraktum, definiert durch die unteilbaren Vielfaltigkeiten V, 
mit den Grenzen F, und den Abbildungen 7, von V, auf V,;. Es sei C eine 
Kette auf V, d. h. eine Summe von unteilbaren d-dimensionalen Teilen von V 
mit Koeffizienten e,. Wir wollen den Begriff der Spezialisierung der Kette C 
definieren. Dabei beschriinken wir uns der Einfachheit halber zunachst auf 
den Fall, daB C unteilbar ist. Der Konstantenkérper, in bezug auf den die 
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Spezialisierung stattfindet, mége K heiBen. Der K6érper K mége die Koeffi- 
zienten der rationalen Abbildungen 7';, sowie der Cayleyformen aller V 
enthalten. Ty F 

Die unteilbare Vielfiltigkeit C auf V ist definiert als ein maximales System 
von unteilbaren Vielfiltigkeiten C, auf V,, deren allgemeine Punkte r.. 


a 


nicht.zu F, gehdren und sich in den Transfor1 matione n 7's, entsprechen: 


T,, P,= Pz. 





5 fy 
G & 
d, b, 
SN 














Die Teile C, haben je einen Bildpunkt C, in einem projektiven Raum Sy. 


Es seien etwa C,,..., C, diese Bil ipunkte. 

Nun sei C,> D,,...,C,~> D, eine gleichzeitige Spezialisierung der 
Punkte C,,..., C,. Das bedeutet, daB alle homogenen Gleichungen zwischen 
den Koordinaten von C,, ..., C;, mit Koeffizienten aus K auch fiir D,,..., D, 


gelten. Zu diesen homogenen Gleichungen gehéren auch diejenigen, die aus- 
driicken, daB der Punkt C, Bildpunkt einer Kette C, ist und daB diese auf V, 
liegt. Also stellen D,,..., D,, wieder d-dimensionale Ketten auf V, mo h 
dar. 

Es kann sein, daB einige unteilbare Komponenten von D zur Grenze F, 
gehéren. Diese Komponenten mégen aus D, weggelassen werden. Was iibrig 
bleibt, ist eine Kette Z, (méglicherweise die Nullkette, wenn alle Komponenten 
weggelassen werden miissen). Wir beweisen nun den entscheidenden 

Hilfssatz. Sind A, und Ag zwei unteilbare d-dimensionale Teile von V, und 
V,, die sich in der Transformation T,, entsprechen, wobei A, nicht zur Grenze F, 
und ebenso A, nicht zu F', gehdren mége, so hat A, in D, denselben Koeffizienten 
wie A, in Dz. 

Beweis. Die Transformation 7';, induziert eine Korrespondenz C,;, zwischen 
C,und C;. Diese Korrespondenz, betrachtet als eine Vielfaltigkeit von Punkte- 
paaren, kann wieder durch einen Bildpunkt C,;, in einem projektiven Raum 8, 
dargestellt werden (wobei N gréBer sein kann als das frithere V). Die simultane 
Spezialisierung von C, und C; zu D, und Dz, kann nun zu einer Spezialisierung 
der drei Punkte C,, C;, Cs, zu D,, Ds, Ds, erweitert werden. 

Aile Relationen zwischen C,, Cs und Cy, , die durch algebraische Gleichun- 
gen zwischen den Koordinaten dieser drei Ketten ausgedriickt werden kénnen, 
bleiben bei der Spezialisierung erhalten. Zu diesen Relationen gehéren die 
folgenden: 

Die Beziehung, die darin besteht, daB von den Punktepaaren von Cz, 
immer der erste Punkt zu C, und der zweite zu Cy gehért. Die zugehdrigen 
Gleichungen kénnen genau so hergeleitet werden, wie die, welche ausdriicken, 
daB eine Kette auf der Trigervielfiltigkeit einer anderen liegt. 

22* 
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2. Die Beziehung, die besagt, daB jedem Punkt von C, oder C; mindestens 
ein Punktepaar von C,, entspricht. Diese Gleichungen kénnen so erhalten 
werden: aus den Gleichungen { (2, y) = 0 von C,, eliminiert man die Koordi- 
naten y des zweiten Punktes; so erhilt man ein System von Hyperflichen: 
nun verlangt man, daB C, auf allen diesen Hyperflichen liegt. 

3. Die Beziehung, die besagt, daB alle Punktepaare von C,, auch zu 7',, 
gehoren. 

Alle diese Beziehungen bleiben bei der Spezialisierung erhalten. Also 
gehért von den Punktepaaren von D,, der erste Punkt immer zu D, und der 
zweite zu D; , jeder Punkt von D, oder D,; gehért mindestens einem Punktepaar 
von D;, an, und alle Punktepaare von D,, gehéren zu 7',, 

Nun seien, wie vorhin, A, und A, zwei unteilbare d-dimensionale Teile 
von V, und Vz, die nicht zur Grenze F, oder F; gehéren und die sich in der 
Transformation 7',, entsprechen. Die Transformation 7',, induziert eine 
Korrespondenz A,, zwischen A, und Ag. Wenn A, eine Komponente von D, 
ist, so ist auf Grund der obigen Beziehungen A,, eine Komponente von D,, 
und A, eine Komponente von D,;. Wir haben zu beweisen, daB A, in D, mit 
derselben Vielfachheit auftritt wie A;in D,;. Dazu geniigt es zu beweisen, dab 
A, in D, mit derselben Vielfachheit auftritt wie A,, in D,,. 

Wir schneiden C, und D, mit einer allgemeinen Hyperebene H, des Rau- 
mes S,,in dem V, liegt. Die Hyperebene H, enthilt keine Komponente von C, 
oder D,; die Schnitte H,-C, und H,- D, haben also die richtige Dimension 
d— 1. Nun ist D, eine Spezialisierung von C,, also ist H, - D eine Spezialisie- 
rung von H, - C, und zwar handelt es sich um eine simultane Spezialisierung’*). 
Man kann dieselbe Hyperebene H, auch als Hyperfliche im zweifach-projek- 
tiven Raum der Punktepaare von V, und V, auffassen: die Gleichung dieser 
Hyperflache enthalt eben nur die Koordinaten des ersten Punktes. In einem 
beliebig fest gewahlten Punkt einer Komponente von C,, oder Dz, ist diese 
Gleichung natiirlich nicht erfillt, weil H, ja allgemein gewahlt war. Also 
haben die Durchschnitte H, - C,, und H, - D,, wieder die ,,richtige‘‘ Dimension 
d—1 und H, - Dy, ist eine Spezialisierung von H, - C,,. 

Nimmt man in derselben Weise eine zweite Hyperebene 7, hinzu, usw. bis 
H,, und setzt zur Abkiirzung H, H, ...H, = L (linearer Raum), so findet man, 
daB 


D,, LD,, Dz,, LDz, 
simultane Spezialisierungen von 


C,, LC,,Cs,, LC; 
sind. 

LC, ist eine Summe von endlich vielen Punkten P,,..., P,, wog der Grad 
von C, ist. Der allgemeine lineare Raum L hat in diesen Punkten keine Tan- 
gente mit C, gemeinsam; jeder Schnittpunkt hat also Vielfachheit Eins. Die 
Schnittpunkte liegen nicht auf F,, die Transformation 7',, ist also regular in 
diesen Punkten. Jedem P, entspricht somit ein einziges Punktepaar (P,, P:) 
von C,,. Diese Punktepaare haben in der Kette LC,, wieder die Vielfachheit 
Eins, weil L und C;, keine Tangente gemeinsam haben; die Transformation 
T,, ist ja differenzierbar und fiihrt Tangentenrichtungen in Tangentenrich- 
tungen tiber. 


*) Siehe ZAG 14, Math. Ann. 115, 633 (1938), Satz B. 
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Genau dieselbe Uberlegung gilt fiir LA, und LA,,. Der Durchschnitt LA, 
besteht aus Punkten Q,,..., Q. mit der Vielfachheit Eins, und jedem Q, 
entspricht ein Punktepaar (Q,, Q;), das in L Az, wieder Vielfachheit Eins hat. 

Bei der simultanen Spezialisierung gehen die Punkte P,,.... P,, aus denen 
LC, besteht, in gewisse Punkte R,, ..., R, tiber, die zusammen die Kette LD, 
bilden. Ebenso gehen die Punktepaare (P,, P’) in ebensoviele Punktepaare 
(R,, R:) iiber, die zusammen die Kette LD,, bilden. Die Zahl f, die angibt. 
wie oft Q, unter den R, vorkommt, ist gleich der Zahl f, die angibt, wie oft das 
Paar (Q,, Q;) unter den (R,, R') vorkommt. Die Zahl f ist aber nach Definition 
die Vielfachheit von A, als Bestandteil von LD,; ebenso ist f’ die Vielfachheit 
von A,, als Bestandteil von L.D,,. Also sind diese Vielfachheiten gleich, was 
zu beweisen war. 

Auf Grund des nunmehr bewiesenen Hilfssatzes ist die Vielfachheit f, 
mit der A, in D, oder (was dasselbe ist) in 2, vorkommt, vom Index « unab- 
hingig. FaBt man nun ein maximales System von zugeordneten Teilen 


(A_, A,,...) zu einem d-dimensionalen unteilbaren Teil A von V zusammen, 
so kann man diesem Teil die Vielfachheit f zuordnen. Macht man dasselbe fiir 
alle Teile A, oder Ag, . . ., die tiberhaupt in einem der endlich vielen D,, Dz, .. . 


als Komponenten vorkommen, so erhilt man endlich viele Teile A mit ganz 
hestimmten Vielfachheiten /. Diese kann man nun zu einer Kette 
D=ZfA 

zusammenfassen. Diese Kette D heiB®t eine Spezialisierung der Kette C in 
hezug auf den Kérper K. 

Da die Spezialisierung C -- D durch simultane Spezialisierungen C, + D,. 
C, > D,,... auf den projektiven Vielfiltigkeiten V,, V.,... definiert war, 
wobei jede nicht zur Grenze F, gehérige Komponente A, in D, genau denselben 
Koeffizienten f hat, wie A in D, so lassen sich die Eigenschaften der abstrakten 
Spezialisierungen unmittelbar aus den Eigenschaften der projektiven Speziali- 
sierungen ablesen. 


Die Beschrinkung auf unteilbare Ketten C ist ganz unwesentlich. Ist 


eine beliebige Kette, so nehme man simultane Spezialisierungen 
CHO. DM, CO. D™ ,... 
vor und bilde 
D= Ze, D®. 


Eine Spezialisierung einer Spezialisierung ist wieder eine Spezialisierung. 


§ 5. Vielfiiltigkeiten von Ketten. 

Wir definieren nun: Alle Spezialisierungen einer Kette C in bezug auf 
einen Grundkérper K bilden eine iiber K irreduzible Vielfdltigkeit von Ketten. 

Die Spur einer Spezialisierung C- D auf V, ist eine Spezialisierung 
C,> D,. Umgekehrt laBt jede Spezialisierung C,+ D, sich zu einer simul- 
tanen Spezialisierung C,— D,,...,C,—> D, erweitern, die ihrerseits eine 
Spezialisierung C + D definiert. Die Gesamtheit der Ketten D,, die durch 
Spezialisierung aus C, entstehen, ist eine irreduzible Vielfailtigkeit von Ketten 
auf V,. So entspricht jeder irreduziblen Vielfiltigkeit von Ketten auf V eine 
ebensolche von Ketten auf jedem V, 
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Eine Vielfaltigkeit von Ketten ist eine Vereinigung von endlich vielen irredu 
ziblen Vielfaltigkeiten. 

Eine irreduzible Vielfaltigkeit von Ketten kann bei Erweiterung des Grund 
kérpers zerlegbar werden. Bleibt die Vielfialtigkeit aber bei jeder Erweiterung 
von K irreduzibel, so heiBt sie unteilbar. Jede Vielfaltigkeit von Ketten kann als 
Vereinigung von endlich vielen unteilbaren Vielfaltigkeiten dargestellt werden. 
LaBt man die iiberfliissigen weg, so ist die Darstellung sogar eindeutig. Alle 
diese Sitze sind fiir projektive Ketten bekannt und tibertragen sich ohne 
weiteres auf abstrakte Ketten. 

Die Dimension einer irreduziblen Vielfaltigkeit von Ketten ist der Trans 
zendenzgrad der allgemeinen Kette C, aus der alle anderen durch Spezialisie- 
rung hervorgehen. Die allgemeine Kette C mége durch 

C dae,C 

gegeben sein, wobei jede der unteilbaren Ketten C“ wieder als maximale 
Systeme zugeordneter C,’ definiert sind. Die Koordinatenverhiltnisse der 
Cayleyform von C,’ erzeugen einen Kérper K;’. Der Vereinigungskérper alle: 
K‘? sei H. Der Transzendenzgrad dieses Koérpers H iiber A ist die Dimension 
der Vielfailtigkeit von Ketten. Sie ist genau die Anzahl der unabhangigen 
Unbestimmten, von denen das allgemeine Element C der Vielfaltigkeit ab 
hingt. 

Im Falle einer einzigen projektiven Vielfaltigkeit V = V, reduzieren alle 
diese Begriffe sich auf die bekannten projektiven Begriffe. Auch wenn die 
projektive Vielfaltigkeit willkiirlich als abstrakte Vielfaltigkeit aufgefaBt wird, 
indem man h Exemplare V,,..., V;, von ihr bildet und auf diesen Exemplaren 
beliebige Grenzen F,,...,/, annimmt, auch dann kommt der neue Begriff 
der Vielfailtigkeit von Ketten genau auf den alten hinaus. 


( Eingegangen am 6. Juni 1952.) 
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Das Problem der dreizehn Kugeln. 
Von 


K. Scntrre in Marburg/Lahn und B. L. VAN DER WAERDEN in Ziirich. 


Die Frage, wieviel Kugeln gleicher GréBe an eine ebenso groBe Kugel 
angelegt werden kénnen, ist offenbar gleichbedeutend mit der Frage, wieviel 
Punkte mit Mindestabstand 1 auf einer Kugel vom 
Radius 1 Platz haben (Fig. 1). 

Zwolf Kugeln kann man sicher anlegen, nimlich | 
an den Ecken eines Ikosaeders. (Die Kantenlinge des- ws 
selben ist gr6Ber als der Radius der umbeschriebenen d 
Kugel.) Es ist eine alte Streitfrage zwischen NEwTon 
und GreGory, ob sich auch 13 Kugeln anlegen lassen. 

Im folgenden werden zwei Beweise dafiir gegeben, 
daB dies nicht méglich ist. Es wird nimlich gezeigt, 
daB die Minimalkugel, auf der 13 Punkte mit Mindest- Fig. 1 
abstand 1 Platz haben, einen Radius r > 1 besitzt. 

Die Beweise erfolgen unter Benutzung von Methoden, die zur Auffindung 
der Minimalkugel fiir N Punkte mit Mindestabstand 1 entwickelt wurden’), ?). 
Hinweise auf Paragraphen und Sitze der unter *) zitierten Arbeit, derenBegriffs- 
bildungen hier verwendet werden, sind in eckige Klammern gesetzt. 

Der allgemeine Ansatz fiir diese Untersuchung (§§ 1, 2) stammt von beiden 


.¢ 


Verfassern. Den im § 3 dargestellten Beweis hat VAN DER WAERDEN gefunden, 
den anderen Beweis (§ 6) mit den dazu bendtigten Hilfssitzen (§§4, 5) ScHvrre. 

Die Prioritat hat Scuiirrr. Sein Beweis (§ 6) ist zwar komplizierter, aber 
es erscheint uns trotzdem erwiinscht, ihn mitzuteilen, weil die Hilfssitze, auf 
denen er beruht, sich fiir weitere Untersuchungen als niitzlich erweisen k6nn- 
ten, so z. B. fiir die genaue Bestimmung der Minimalkugel fiir 10, 11 oder 13 
Punkte. 


§ 1. Der irreduzible Graph. 


Satz 1. Ein irreduzibler Graph auf einer Kugel vom Radius r < 1 enthiilt 
keine anderen Polygone als Dreiecke, Vierecke und Fiinfecke. 


Beweis: Bei r< 1 ist der zum Abstand 1 gehérende s 
Bogen a => 60° (Fig. 2). Folglich gilt fiir ein Polygon mit ; 
n Ecken ‘ 

n-60°< n-a < 360 [§ 6, Satz 6] 
' Fig. 2 
und somit n < 6. 


Satz 2. Auf einer Minimalkugel fiir N > 12 hat im Innern eines Fiinfecks 
mit den Seiten a kein Punkt ohne Storung Platz. 


1) W. Hasicut u. B. L. vAN DER WAERDEN: Lagerung von Punkten auf der Kugel. 
Math. Ann. 123, 223—234 (1451). 

*) K. Scniirre u. B. L. van per WarrveEN: Auf welcher Kugel haben 5, 6, 7. 8 oder 
9% Punkte mit Mindestabstand Eins Platz? Math. Ann. 128, ¥6—124 (1951). 
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Beweis: Hiatte ein Punkt im Innern Platz, so kénnte man diesen heran- 

schieben, so daB ein Sechseck und ein Dreieck oder ein Fiinfeck und ein Viereck 

entstehen wiirde. Der gesamte Flacheninhalt 

wire (nach HABICHT und VAN DER WAERDEN) 

=> 5A (Fig.3), wenn A der Inhalt des sphi- 

rischen Dreiecks mit den Seiten a ist. Das 

regelmaBige Fiinfeck, das ja maximalen In- 

halt besitzt, hat aber bei N > 12 einen Inhalt 

<5 A (da die Kugel dann notwendig gréBer 

Fig. 3. ist als fiir N = 12, wo dieser Inhalt gemaB 
der Ikosaederfigur gleich 5 A ist). 

Satz 3. Als Minimalfigur fiir N = 13 auf einer Kugel vom Radius r < 1 
kommt nur ein irreduzibler Graph aus Dreiecken, Vierecken und Fiinfecken in 
Betracht. 

Beweis: Auf der Minimalkugel tritt mindestens ein irreduzibler Graph auf 
[§ 5]. Dieser enthalt nach Satz 1 nur Dreiecke, Vierecke und Fiinfecke. Nach 
Satz 2 (und [§ 6, Satz 7]) kénnen ihm keine Punkte ohne Stérung eingefiigt 
werden. Er enthalt also bereits alle 13 Punkte. 


244 


§ 2. Der WinkeliiberschuB. 

Nach Hapicut und VAN DER WAERDEN ist der Inhalt eines Polygons 
(mit den Seiten a) mindestens gleich dem Inhalt, der sich ergibt, wenn das 
Polygon vollstandig in Dreiecke zerfallt. Der Inhalt eines n-eckigen Polygons 
ist also > (n — 2) A. Dann ist die Summe o der Innenwinkel > (n — 2) - 3 «, 
wenn « den Winkel des sphirischen Dreiecks mit den Seiten a bezeichnet. 
Die (demnach nicht negative) Differenz 


w=-o— (n— 2)-3@ 
bezeichnen wir als den ,,WinkeliiberschuB“ des betreffenden Polygons. 


Der ,,G@esamt-WinkeliiberschuB‘ W der Kugel ergibt sich, wenn tiber alle 
Polygone summiert wird. 


W = So-— ZT (n-2)-3a. 
Es ist Lo=N-2a und 2 (n— 2)= Ln- 2G=2K — 2G, wo K die 
Anzahl der Strecken und G@ die Anzahl der Polygone bedeutet. Nach dem 
Evuverschen Polyedersatz ist K — G = N — 2, also 


W=N-22-—2(N —2)-3a. 
Insbesondere ist fiir N = 13 
(1) W = 262 — 66a. 


Das ,,Quadrat‘‘ (regelmaBige sphirische Viereck) mit dem Winkel f hat 
den Winkeliiberschu8B Q = 4 6 — 6a. Im Faller < 1 ist cosa < '/,, cosa = 1/5 


[§ 7, (2)] und daher (nach [§ 11, (11)]) 





cos B hat Se <— cosa 
~ cosa+l => - ro 
(2) a+ penx, 


folglich 


(3) Q>4a—10a. 
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Fiir den Winkeliiberschu8 .eines Fiinfecks aus einem Graphen gemaB 
Satz 3 laBt sich eine untere Schranke w, angeben. Da der Graph irreduzibel 
ist, sind alle inneren Winkel < 2, also alle Polygone konvex. Das konvexe 
Fiinfeck kleinsten Inhalts besitzt zwei (nicht benachbarte) gestreckte Winkel, 
d.h.es wird von einem gleichschenkligen Dreieck mit den Schen- 
keln 2a und der Grundlinie a gebildet [§ 13, Beweis von Satz 12]. 
Bei r = 1 zerfallt das gleichschenklige Dreieck in ein gleichseitiges 
Dreieck und in ein regelmaBiges Viereck (Fig. 4), da in diesem Falle 
a + $ = zist. Die Summe der Innenwinkel ist dann o = 22 + « 
+2 8. In dem allgemeineren Falle r< 1 hat das gleichschenk- 
lige Dreieck einen Scheitelwinkel > « und einen Basiswinkel => #. 
Dann ist o> 22+a+2 P>42-—<a, und fiir die untere Schranke 
w, = o — 9a des Fiinfeck-Winkeliiberschusses gilt 


(4) wepj4na— 10a. 
Aus diesen Abschitzungen folgt: 
Satz 4. Falls die Minimalkugel fiir N = 13 einen Radius r< 1 besitzt, 


enthdlt der Minimalgraph héchstens ein Quadrat und héchstens ein Fiinfeck, 
auch nicht ein Quadrat und ein Fiinfeck zugleich. 


Beweis: Bei r <1 ist, wie aus cos « < 1/3 hervorgeht, « > 70,5°. 
gilt nach (1) und (3) 





Dann 


Q—1WwWez(4x- 10a) — (132-33 0)= 230-92 


> 1621,5° 1620° > 0, 


also 2 Q >W und nach (4) ebenso 2w, > W. Durch zwei Quadrate, zwei 
Fiinfecke oder ein Quadrat und ein Fiinfeck wire also bereits der Gesamt- 
Winkeliiberschu8 W der Kugel iiberschritten. 


§ 3. Erster Beweis fiir r > 1 hei N= 13. 


Angenommen, die Minimalkugel fiir N = 13 habe einen Radius r < 1. 
Nach Satz 3 wird dann die Minimalfigur von einem irreduziblen Graphen aus 
Dreiecken, Vierecken und Fiinfecken gebildet. 
ein solcher Graph nicht existiert. 

I. Fall. Der Graph enthilt nur Dreiecke und Vierecke. 

Wir bezeichnen alle Dreieckwinkel « und diejenigen Viereckwinkel, die 
kleiner als der Quadratwinkel £ sind, als ,,kleine Winkel‘‘. Alle Viereckwinkel, 
die gréBer als # sind, nennen wir ,,groB“. Von einem Quadrat sollen ganz 
willkiirlich zwei Winkel zu den kleinen, die anderen beiden zu den groBen 
Winkeln gerechnet werden. Dann enthalt jedes Viereck zwei kleine und zwei 
groBe Winkel. Fiir jeden kleinen Winkel x gilt 


Es soll gezeigt werden, daB 


(5) a<xzx=<xf 
und fiir jeden groBen Winkel y 
(6) Psoy<2a. 
Der gesamte WinkeliiberschuB aller Vierecke um einen Punkt P herum 
kann kleiner gemacht werden, indem immer ein Winkel verkleinert und ein 


anderer vergr6Bert wird, so lange bis alle Winkel bis auf einen den nach (5) 


23* 
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und (6) kleinst- oder gréBtméglichen Wert angenommen haben. Dabei gehen 
wir so vor: Solange noch groBe Winkel < 2 « und kleine Winkel < « vorhanden 
sind, vergr6Bern wir die groBen und verkleinern die kleinen, bis entweder alle 
groBen Winkel gleich 2 « geworden sind (Fall A) oder alle kleinen Winkel 
gleich « (Fall B). 

Im Fall A andern wir weiter die kleinen Winkel, wobei der Winkeliiberschu8B 


ihrer Vierecke verkleinert wird, bis entweder alle gleich « geworden sind bis auf 


einen gleich 2 2 — 4 (Fall A,) oder einer gleich #, die tibrigen bis auf einen 
gleich « und der letzte gleich 22 — 6 — 2a (Fall A,). Zwei # sind nicht még- 
lich, da zwei Quadrate einen zu groBen WinkeliiberschuB haben. 

Im Fall B andern wir die groBen Winkel, bis entweder alle gleich 2 « 
geworden sind bis auf einen gleich 2 7 — 4 « (Fall B,) oder einer gleich /, die 
iibrigen bis auf einen gleich 2 « und der letzte gleich 2 a— 6 —2 « (Fall B,). 
Fall B, ist aber nicht méglich, da 2 7 — 4 « kein groBer Winkel ist. Fall B, ist 
nur méglich fiir r= 1, wo 2a — PB — 2 gerade B ist [vgl. (2)]; aber da 
zwei Winkel fB unmédglich sind, fallt auch dieser Fall fort. 

Nun sei wp der gesamte WinkeliiberschuB derjenigen Vierecke, die im 
Punkt P einen kleinen Winkel haben, und w, der WinkeliiberschuB des Vier- 
ecks mit Winkel 27 — 4. Dann gilt in beiden Fallen A, und A, 


(7) Wp > w 


Summiert man (7) iiber alle Punkte P, so erhalt man links 2 W, da jedes 
Viereck zwei ,,kleine Winkel‘ hat und somit zweimal gezihlt wird. Rechts 
erhilt man 13 wy. Somit ist 


2W=13wy,. 


Das ist aber ein Widerspruch, wie eine ganz leichte Uberschlagsrechnung 
ergibt. Fiir r = 1 steht links weniger als 51°, rechts viel mehr als 13 - 4 §2°. 
Fiir 7 1 ist es noch schlimmer, denn bei zunehmendem « nimmt die linke 
Seite 2 - (26 a — 66 «) viel stiirker ab als die rechte. 

II. Fall. Der Graph enthilt ein Fiinfeck. 

Nach Satz 4 kann héchstens ein Fiinfeck auftreten. Dieses hat einen 
WinkeliiberschuB von mindestens 


w,>4n l0a. 


Wir summieren nun (7) iiber alle 8 Ecken, die nicht zum Fiinfeck gehéren, 
und addieren noch 2 w,. Links ergibt sich weniger als 2 W, denn die Vierecke, 
die mit einer kleinen Ecke an das Fiinfeck anstoBen, werden nur einmal gezihlt. 
So ergibt sich 


9» r 4 ’ 9 a 

2W>8wu,+ 2, 
ein eklatanter Widerspruch. (Bei r = 1 steht links weniger als 51°, rechts viel 
mehr als 8-4° + 2-15 62°.) 


§ 4. Ein Satz iiber konvexe Vierecke. 
Um noch einen zweiten Beweis fiir die Unméglichkeit eines Graphen mit 
N = 13 und r < 1 geben zu kénnen, bestiatigen wir zunichst einige allgemeine 
Eigenschaften konvexer Polygone auf der Kugel. 
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Satz 5. Es sei cosa > 1/3. Dann ist die Winkelsumme eines konvexen Vier- 
ecks, dessen eine Seite b => a ist und dessen drei iibrige Seiten gleich a sind, eine 
konkave Funktion des gréBeren Winkels an der Seite b.*) 

Beweis: Wir zerlegen das eno gemaB Fig. 5 
in zwei Dreiecke. Die Winkel &, 7, £, y und die Dia- 
gonale c sind Funktionen des w inkels m. Es sei m der 
gréBere Viereckwinkel an der Seite b, also p> &+ €. 

Dann besagt der zu beweisende Satz, daB die 
Winkelsumme o = 9 + + 4+ 2+ w eine konkave 
Funktion von @ ist, d. h. daB die zweite Ableitung 
von o nach ¢ 








oc <0 
ist 
Aus »p>é&+€¢ folgt y= 74+. Wegen b=a ist n=l, also y= 2C. 
Ein Rhombus mit dem Winkel py hat den zweiten Winkel 2 ¢. Folglich ist y 
als der gr6éBere dieser beiden Winkel mindestens gleich dem Quadratwinkel f. 
Insbesondere ist y > 2/2. 


Nach dem Cosinussatz und Sinussatz bestehen die Beziehungen 
(S) cos c cos a: cos 6 + sin a: sin 6: cos ¢ cos? a + sin? a - cos y; 


cos a cos 6 - cos c 





cos & : - 
” sin} - sinc 


sinc: sin = sina- sin @. 
Bei Differentiation nach qm erhalt man 
since: c’ = — sina sin b- sin ¢ -sin b+ sine~- sin é 


c’ = sinb-siné, 

















a cos b cos a - cos c¢ : cos 6 cos a - cosc¢ Fy 
-——61n ¢ ° 7 : ———e * - ‘sine, 
alt sin b - sin? sin? ¢ . 
ee cos b COS @ + COB C 
sin? ¢ 
: : cos a cos } - cos ¢ 
Entsprechend gilt 7’ = — -, also 
sin? c¢ 
(é y’ (cosa + cos 6) - (1 — cosc) cosa + cos b 
ru. « wma. / — 
= / sin? ¢ 1 + cosc 


Die Winkelsumme o, = g + & + » des einen Teildreiecks besitzt hiernach die 
Ableitung 

j cosa + cosb 
9 o Pe A ll 
(9) l 1 + cose 
Ersetzt man hier 6 durch a, so erhalt man entsprechend fiir die Winkelsumme 
do, = y + 2¢ des anderen Teildreiecks 

d a 2 cos a 


dy 1 + cose 





%) Auf der Minimalkugel fiir N = 9 ist cosa 1/3 (vgl. [§ 12]). Daher bedeutet die 
Voraussetzung cos a 1/3, daB mindestens 9 Punkte mit Mindestabstand a (gemessen auf 
der Oberflache) auf der Kugel Platz haben. 








330 K. Scuiitre und B. L. van DER WAERDEN: 


und somit 


da / 2¢ 
(10) a Te -y’ (1 = a) jap. 
Durch Differentiation der Formel (8) ergibt sich 
—sina-sin b- sin pg = — sin? a- sin y- y’ 
also 
(11) of ante 


’ sin a - sin y 


Mit (9) und (10) bekommt man fiir die Winkelsumme o = o, + a, die zweite 
Ableitung 














P > », 4(1 + cosc)- da, a 
o (cos a + cos b + 2 cos a - wy’) ———_——__  —+ - yp 
dq d y 
Dabei ist 
d (1 + cosc)-! sin c- c’ sina - sin b- sin ¢ 

d @ (1 + cos c)? (1 + cos c)? 

Setzen wir zur Abkiirzung 
A = cosa + cos b + 2 cosa: y’ 

so erhalten wir 

” sin a - sin } - sin q da; oa 
(12) o -A — aot. 

(1 +- cos c)? dy 

Da sin a- sin g => 0 ist (der Winkel eines konvexen Vierecks ist < 2), so 


ergibt sich die Behauptung o’’ < 0 gem&B Gleichung (12) aus den Ungleichun- 
gen 


da, 





sinb>0, A >0,— 
ay 
Diese bestatigen wir einzeln: 
1. Da das Viereck konvex sein soll, ist der Umfang 3a + b< 2a. Ferner 
ist b<3a. Daraus folgt b < z, also sinb= 0. 
2. Auf Grund der Konvexitat des Vierecks ist 7 < a— ¢. Da auBerdem 


. . Se . Sin 7) 
¢ < » (wegen ac 5) ist, folgt sin ¢ < sin 9, also = 





1. Das ergibt nach 


sin } - sin ¢ 





dem Sinussatz l und nach (11) 


sin a - sin 
(13) y’ =1. 
Folglich ist 

A cos a + cosh + 2 cosa-y’ => 3 cosa + cosb 
und gemaB der Voraussetzung fiir a 
A>l+cosb=>0. 


3. d, ist die halbe Winkelsumme eines Rhombus mit Winkel wy. Dieser 
Winkel ist mindestens gleich dem Quadratwinkel 8. Daher nimmt die Winkel- 














, ., da 
summe bei wachsendem y ab, d. h. es ist j -<0. 
ay 
Y 
4. Aus (11) folgt 
” sin b d sin ¢ sin b COS P sin @ - cos y ,\ 
y =e « ——] == - — : -y 
’ sina d@ \siny sina \ siny sin*® y ' 


sin } - cos ¢ 


2 
— - —cotgy:y*. 
sina -siny yy 
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Wegen y > 2/2 ist cotgy <0 und nach (13) — cotgy-yp"2= — cotg y. 
Hiermit erhalt man 


, sin 5 - cos sin a - sin b- cos m — sin* a - cos 
~~ = +- — cotgy La ¥ 





— gina-siny 
Nach (8) ist 


sin* a - sin y 


sin a- sin b- cos g — sin® a- cos yp 
(cos c — cos a + cos b) — (cos c — cos? a) = cos a (cos a — cos D). 


Da a < 6 ist, so cos a — cos b => 0 und somit py” = 0. 


Hiermit ist die Behauptung o” < 0 bestatigt. 


§ 5. Winkelabschitzungen fiir gleichseitige konvexe Fiinfecke. 


Wir betrachten gleichseitige konvexe Fiinfecke mit der Seitenlinge a. 
(Solche Fiinfecke sind auf der Kugel nur dann méglich, wenn der Umfang 


° 
~ ait . > . ° 
5a< 2a, alsoas = 2 ist [§ 6].) Ein spezielles a 


, ~— : _ . q t% 
derartiges Fiinfeck ist das regelmaBige Trapez mit . . 


der Grundlinie ‘2 a und den drei iibrigen Seiten a a a 
(Fig. 6). Den Basiswinkel dieses Trapezes bezeich- 





. . P . TG 4] 
nen wir mit t,, den anderen Trapezwinkel mit r,. zs 
Satz 6. In einem gleichseitigen konvexen Fiinf- 
: oe a F< Fig. 6. 
eck sind mindestens vier Winkel = 1,. 
Beweis: Das gleichseitige konvexe Fiinfeck A,...A, habe die Winkel 
Cis css Q;- Ist ~, S Pe, 80 A, A, < A, Ay, folglich (mit den Bezeichnungen 


von Fig. 7) g,—-zxS 9;—y%; also gS ¢q,. Aus 
Y= Y; folgt ebenso gy, < gy. Ist g, der kleinste 
Fiinfeckwinkel, so ist daher pg, oder g, der zweit- 
kleinste Winkel des Fiinfecks. Es seien g, und g, 
die beiden kleinsten Fiinfeckwinkel. 

Ist g, + @y, 80 verschieben wir das Fiinfeck 
unter Festhaltung der Punkte A,, A,, A, so, dab 
Y, = Y, wird. Dabei wird der kleinere dieser beiden 
Winkel vergr6éBert und der gréBere verkleinert. 
Weiterhin deformieren wir das Fiinfeck unter Festhaltung der Punkte A,, 
A, so, daB A, lings des Lotes von A, auf A, A, wandert (Fig. 8). Wird dieses 
Lot verkleinert, so auch die Diagonale d = A, A, 

A,A,;, also auch der Winkel 9, = g,. Die 
Deformation ist unter Aufrechterhaltung der Kon- 
vexitét so weit médglich, bis A, A; A, in die 
Grundlinie des regelmaBigen Trapezes, also gy, und 
Y, in t, tibergeht. Bei allen diesen Verschiebungen 
ist der zweitkleinste Winkel nicht verkleinert wor- 
den. Folglich war er auch am Anfang > 1,, was 
zu beweisen war. 








Satz 7. Fiir a= 2/3 ist t, >a — «/2 (wobei « der 
Winkel des gleichseitigen Dreiecks mit der Seitenlinge a ist). 

Indirekter Beweis: Ist t, << 2 — «/2, so lassen sich an ein gleichseitiges 
Dreieck der Seitenlinge a drei regelmaBige Trapeze so anlegen, daB die ver- 
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langerten Grundlinien des Trapezes ein gleichseitiges Dreiec mit einer Seiten- 
linge > 2a bilden (Fig. 9). Da der Umfang eines gleichseitigen Dreiecks auf 











Fig. 9. Fig. 10. 


der Kugel < 22 ist, muB in diesem Falle 6 a< 22, also a < 2/3 sein 

Satz 8. Fiira = x/3 ist t, > 98°. 

Beweis: Durch die Strecke c, welche den Mittelpunkt M der Trapezbasis 
mit einer gegeniiberliegenden Ecke verbindet, wird das halbe Trapez in ein 
gleichschenkliges Dreieck M A B mit dem Basiswinkel 6 und in ein rechtwink- 
liges Dreieck BN M zerlegt (Fig. 10). Es ist 


a 
sin 


bo} 


‘ n 
cos 0 = sin > 5) ——. 
2 sin ¢ 


und nach dem Cosinussatz 
cos ¢ = cos? a + sin? a - cos T,, 
cos @ = cos a+ cosc + sina: sinc~cos 4. 


Setzt man die Ausdriicke fiir sin c und cos c aus den beiden ersten Gleichungen 
in die letzte Gleichung ein, so erhalt man 


* ¢ . . a 
cos a = cos* a + sin? a - cos a - cos t, + sina-sin=, 


. a 
8 a-cosc =f — 
in a - cos a in> : 
COS T ———___—_____—_ = ] 
1 sin a - cos a ‘ a 
a « 0s-—> -cos a 


- 


. Bs l a 3 
Fiir a :—q ist cos a: 7? SSS 5: Daraus folgt 
2 ~ 
cos tT, < 1 — — <— 0,15 und 1, > 98°. 
3 


Aus den Abschitzungen der Satze 7 und 8 folgt: 

Satz 9. Ein irreduzibler Graph fiir N = 13 bei r< 1 enthélt kein Fiinfeck 
mit dem Winkel 1,. 

Beweis: Ein Fiinfeck eines irreduziblen Graphen ist konvex. Der kleinste 
Flacheninhalt ergibt sich immer am Rande des zugelassenen Bereiches, fiir 
ein Fiinfeck mit Winkel 1, also bei dem regelmaBigen Trapez. Dem minimalen 
Inhalt entspricht minimaler WinkeliiberschuB. Das regelmaBige Trapez hat | 
den WinkeliiberschuB 


ee 9 1 9 a 
wW,= 2 2T 2 Ts. 9 a. 
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Die Differenz gegeniiber dem GesamtwinkeliiberschuB W der Kugel ist nach (1) 
w,—- W=(x+217,+ 21, — 9a) — (262 — 66 a) 


2%4+21,+ 57a— 252. 


Auf Grund der Satze 7 und 8 ist diese Differenz 
> 196° + 56a— 232. 
Mit « > 70,5° (fiir r< 1) erhalt man 
w, — W > 196° + 3948° — 4140°> 0. 


Der Gesamt-Winkeliiberschu8 W der Kugel wird also bereits von dem Winkel- 
iiberschuB w, des regelmaBigen Trapezes tiberschritten. 


§ 6. Zweiter Beweis fiir r >1 bei N= 13. 

Wir legen wie im § 3 eine Minimalfigur fiir N = 13 zugrunde, die im Falle 
r <1 von einem irreduziblen Graphen aus Dreiecken, Vierecken und Fiinf- 
ecken gebildet wird. Der Grad eines jeden Punktes ist dann 3, 4 oder 5. Als 
,groBe Winkel bezeichnen wir alle Viereckwinkel > # und alle Fiinfeck- 
winkel > 1,. Dann gelten folgende drei Sitze. 

I. An einem Punkt 5. Grades liegt kein groBer Winkel. 

Beweis: Zieht man von dem Vollwinkel die minimale Summe von 4 Winkeln 


ab, so bleibt nur 
2x—4a < 360 4-705 78 


wihrend ein groBer Winkel jedenfalls > 90° ist. 

II. An einem Punkt 4. Grades liegt hichstens ein groBer Winkel. 

Beweis: Angenommen, man hitte zwei groBe Winkel an einem Punkt 
4. Grades. Da 2%+ 2 8 > 27 ist [vgl. (2)], kénnen die groBen Winkel nur 
dann Viereckwinkel sein, wenn sie beide gleich # sind. Dann enthielte aber der 
Graph zwei Quadrate, was nach Satz 4 nicht méglich ist. Ebenso kénnen nach 
Satz 4 nicht beide groBe Winkel zu Fiinfecken gehéren. Es kann sich also nur 
um einen Fiinfeckwinkel y, und einen Viereckwinkel y, handeln. Das konvexe 
Fiinfeck kleinsten Inhalts mit dem Winkel y, besitzt 
einen gestreckten Winkel (Fig. 11). Nach Satz 5 ist 
der Inhalt dieses gestreckten Fiinfecks eine konkave 
Funktion von y,. Unter Festhaltung der Summe 
¥, + Y» ist auch die Summe der minimalen Winkel- 
iiberschiisse des Vierecks und des Fiinfecks eine kon- 
kave Funktion von y,. Sie besitzt ihr Minimum am 
Rande des zugelassenen Bereichs. Es gibt genau zwei Randlagen, nimlich 
eine mit y,=1,, die andere mit y,= £. (Hierbei werden die oberen Schranken 
fiir die Winkel nicht erreicht, da dann jedenfalls y,< 2 « bzw. y, < # ist.) In 
beiden Fallen wird aber der GesamtwinkeliiberschuB der Kugel iiberschritten. 
nimlich entweder (nach Satz 9) durch ein Fiinfeck mit dem Winkel 1, oder 
(nach Satz 4) durch ein Fiinfeck zusammen mit einem Quadrat. 


III. An einem Punkt 3. Grades liegen hichstens zwei groBe Winkel. 


Fig. 11 


Beweis: Angenommen, alle 3 Winkel an einem Punkt 3. Grades seien grok. 
Die anliegenden Polygone besitzen die kleinste WinkeliiberschuB-Summe, 
wenn zwei dieser Winkel eine Grenzlage einnehmen. Da (nach Satz 4) héch- 
stens ein Fiinfeck auftritt, hat dann mindestens ein Viereckwinkel die Grenz- 
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lage # oder 2a. Der Grenzfall 2 « fiihrt auf die Verhiltnisse des Satzes II 
zuriick, braucht also nicht beriicksichtigt zu werden. Bei dem anderen Grenz- 
fall liegt ein Quadrat vor. Dann kann (nach Satz 4) kein Fiinfeck auftreten, 
so daB auch der andere Grenzwinkel ein Viereckwinkel f sein mu8. In diesem 
Falle hatte man zwei Quadrate, die ja bereits einen zu groBen WinkeliiberschuB 
beanspruchen. 

Mit Hilfe der Satze I—III ist nun die Annahme r < 1 fiir N = 13 leicht 
zum Widerspruch zu fiihren. 

Es sei g, die Anzahl der k-eckigen Polygone des Graphen und n die Anzahl 
der Punkte k-ten Grades, also G = g, + g, + g,; die Gesamtzahl der Polygone 
und N = n, + , +, die Gesamtzahl der Punkte. 

Da jedes Viereck mindestens 2 groBe Winkel =f und jedes Fiinfeck 
(nach Satz 6) mindestens 4 groBe Winkel > 1, enthalt, ist die Gesamtzahl der 
groBen Winkel > 29, +49,. Nach den Satzen I—III ist diese Zahl < 2 n, + 
+ n,. Es gilt also 

29%,+49;5 203+ %. 
Addieren wir hierzu die doppelte Anzahl der Strecken 
2K=39,+49,+59,=3n,+4,+5n,, 
so erhalten wir 
3 (93 + 294+ 395) <5 (my + m+ m;) =5N. 


Nach dem Evuerschen Polyedersatz ist 


(93 + Ja + 9s) 


93 + 29,+ 39; (3 gg + 49, + 59s) 2 
9 y 9 y 9 
2 2(N 2). 


K—2G 
Daraus folgt 
6(N—2)<s5N, alo N=l?2, 


womit der Widerspruch erreicht ist. 


(Bingegangen am 18, Mai 1952.) 
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Zur Grundlegung der Wahrscheinlichkeitstheorie. 
Von 
Hans Ricuter in Freiburg i. Br. 


Teil III. Die Begriindung des Additions- und des Multiplikationssatzes. 


§ 11. Axiomatisierung der Versuchsschemata. 


Die Betrachtungen des § 10 von Teil II dieser Arbeit) fiihrten die Begriin- 
dung des Additions- und des Multiplikationssatzes auf den nunmehr zu er- 
bringenden Beweis des grundlegenden Satzes 2 zuriick. Die darin genannten 
Axiome 1—6 beziehen sich auf gewisse Gegenstiinde, die Ereignisse Z | H, deren 
Erklarung in den Paragraphen 5—7 bewuBt teilweise stark anschaulichen 
Charakter trigt. Wir bemerkten bereits, daB wir deshalb im Interesse der 
axiomatischen Sauberkeit noch vor dem geforderten Beweis den Inhalt der 
§§ 5—7 in axiomatisierte Gestalt bringen miissen. Bei der Formulierung dieser 
Axiome wollen wir insofern dem HILBErtschen Beispiel folgen, als es uns nicht 
darauf ankommt, formal méglichst schwache Axiome zu haben*), sondern ein 
Axiomensystem aufzubauen, das im engsten AnschluB an die Anschauung 
bleibt, die ihrerseits den anzugebenden Formalismus erst verstiandlich macht. 
Nicht aufgenommen in die Axiomatik werden die Betrachtungen iiber reale 
Koppelungen*), die fiir den Beweis von Satz 2 nicht benédtigt werden. Dieser 
Verzicht entspricht auch dem Programm, in den weiteren, erkenntniskritische 
Betrachtungen enthaltenden Teilen dieser Arbeit wieder die physikalistische 
Sprechweise zu verwenden und die Axiomatisierung auf diesen rein mathe- 
matischen Teil zu beschrinken. 

Das folgende Axiomensystem enthalt rémisch numerierte Axiome iiber 
Versuchsschemata und die wie bisher arabisch numeriercen Axiome iiber 
die Belegung mit Erwartungskoeffizienten (EK); auBerdem Definitionen, die 
sich im Anschlu8 an Axiome aussprechen lassen und deren Inhalt bei der 
Formulierung der weiteren Axiome verwendet wird. AnschlieBend werden aus 
dem Axiomensystem einige einfache Folgerungen gezogen, auf die bei den 
Beweisen ebenso wie auf die Axiome und Definitionen zuriickgegriffen werden 
wird. Die in Teil II, § 6 erklarten Bezeichnungen bei endlichen abstrakten 
Mengenkérpern bleiben aufrecht erhalten und werden nicht wiederholt. 


A. Axiome der Schemata. 


A I. Es gibt Versuchssechemata H (im folgenden kurz Schemata genannt) 
und migliche Versuchsergebnisse x,| H (kurz Ergebnisse genannt ). 
A II. Zu jedem H gehéren endlich viele Ergebnisse x,|H;v = 1, 2,...,(H); 
n(H) => 2. 
1) Math. Ann. 125, 223 — 234 (1952). ; 
*) Vgl. z. B. die unnétig starke Formulierung des Parellelenaxioms bei HILBERT. 
*) Sie waren analog zu Axiom 1V als nicht-eindeutig bestimmte, nicht-assoziative 
und nicht-kommutative Produkte einzufiihren, deren Ereigniskérper nicht wie bei for- 
malen Koppelungen durch mathematische Operationen aus den einzelnen Ereignis- 
kérpern erhalten werden kann und fiir die es auch keine Belegungsaxiome gibt. 
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Def. I. Der Mengenkirper § mit den Atomen x,|H heift Ereigniskérper 
von H; seine Elemente, die Ereignisse von H, heiBen E 





A Ill. Ist 9 eine Vergriberung des Ereigniskirpers © von H, so gibt es 
genau ein Schema H mit Ereigniskorper §. 
Def. Il. In A IIT heift H eine Vergriberung von H ; H he ift Verfeinerung von H. 
Def. Ill. Die E| H € & heifen gleichzeitig E | H. 
A IV. In der Menge aller H ist teilweise eine ' Produktbildung F (H,, H,) bei 
nicht notwendig verschiedenen H, definiert mit den Eigenschaften: 
) Existiertt F,»= F(H,, HH.) und F,.,= F (Fy, H3), 380 existieren auch 
F,, = F (Hz, H,), Fo = F(H,, H3) und F, = F(A, , F:). 
b) Der Ereigniskorper von F Gh H,) ist § = 9,» $.. 
Def. IV. Hxistiert F = F(H,, H,), so heift F die formale Koppelung von H, 
mit H,. H, und H, heifen formal yaa 
Def. V. Sind x,| H, und y,,\'H, resp. die Atome von §, und 9,, so heift das 
gemap A IV dem Paare (x,| Ay, ¥, H,) zugeordnete §-Atom: (x,, y).|F(H,,| H,). 
Entsprechend ist (E,, E,)|F (H,, H,) definiert bei E S . 
Def. VI. Evxistiert F(H,, H,) und ist E,¢€ 9, so heift EF, abschlieBbar 
gegen H, . 
Def. VIL. Existiert F (H,, H,), 80 heipt (EZ, ‘ {2 (H,)) F (A, P H,) diquivale nt 
zu E, | H,; symbolisch (E,, 2(H,))|F(H,, H,) ~ £,| A,. 
B. Belegungsaxiome. 
B 1. Jedem E\H ist eindeutig eine reelle Zahl 0 (EL \ H) zugeordnet. 
Def. VIII. o(£| HA) heiBt der Erwartungskoeffizient (EK) von E\H. 
Def. IX. ® ist die Me nge aller 0. % ist die abgeschlossene Hiille von N. 
Def. X. Wt ist die Menge aller (0; 02), wo die 0, o (EZ, HA) fiir irgendein 
gemeinsames H sind mit E, FE, = 0. 
Wt ist die abgeschlossene Hiille von MN 
Def. XI. & ist die Menge aller (0,, 02), wo 9, = o(E,| H,) mit existentem 
F(H,, H,) ist. 2 ist die abge schlossene Hiille von &. 
B 2. o(0| H) 0; 0(22\ A) l. 
B 3. Es gibt eine Funktion f(&, 4) mit den Eigenschaften 
a) f ist stetig erklirt auf M 
b) ast (E, ») M mit n + 0, 80 ist f (E, ) 
c) « (BE, E,| H) = f(o (£,| 4), o(#,| A)). 
B4. Ist E'\H EF nt zu E” | H’’ so ist o(E’ | H’) = 0(E£” | H”). 
B 5. Es gibt eine Funktion p (&, 4) mit den Eigenschaften 
a) @ ist stetig erklirt auf ¥ 
b) ist (é 4) X mit gy (é, ”) 0. so ist —- y 0 
c) o((E,, £,)| F(A,, H.)) = v(o(2,| A) o(E. H,)). 
B 6. Es gibt ein 2 > 0 80, daB zu ‘odes m H ein gege n H abschlieBbares Ereignis 
E, H, existiert mit 
o(£,| A,) A und \o(E#,|H,)—1 As 
Wir ziehen nun aus dem Axiomensystem zuniichst einige einfache Fol- 
yerungen, von denen sich die ersten auf die Schemata bezichen und mit 
| bezeichnet werden. Zunichst bemerken wir, daB jedes 9 als Ver- 
gréberung von sich selbst aufgefaBt werden kann, so daB wir wegen A IIL haben: 
S,: Zu jedem H gehért genau ein S und umgekehrt. 


> 
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Trotz dieser eineindeutigen Beziehung der H zu ihren § ist die Beibehaltung 
der Unterscheidung zweckmaBig, da fiir die § als Mengenkérper stets ein 
Produkt definiert ist, nicht aber fir die H. Nur wenn die Produktbildung 
der H gemaB A IV existiert, ist das entsprechende mengentheoretische Produkt 
der Ereigniskérper wieder ein Ereigniskérper ; anderenfalls ist es nur ein formal 
mathematisches Gebilde. Weiter ist darauf zu achten, daB erst das ganze 
sein H festlegt, nicht aber ein einzelnes EZ © 9, das auch zu einer Vergréberung 
Hf gehéren kann. 

Wegen der Assoziativitét und Kommutativitaét der direkten Produktbil- 
dung fiir Mengenkérper liefert A IV b fiir die Ereigniskérper der in AIVa 
genannten Schemata: ¥,. = ¥a, S123 = 81.23 und damit wegen S,: 

S,: Die Produktbildung fiir Schemata ist im Falle der Existenz kommutativ 
und assoziativ. 

Fir F(F (H,, H,), H,) schreiben wir daher einfacher F(H,, H,, H3) und 
entsprechend fiir mehr als drei Faktoren. Es seien jetzt H, und H, resp. 
Vergréberungen von H, und H,. Die zugehérigen Ereigniskérper , sind Ver- 
groberungen der §,. 9, . 9. ist eine Vergréberung von 9, §,. Existiert 
F(H,, H,), so ist also §, x H ein § und ist.damit nach A III Ereigniskérper 
eines F. Existiert nun auch F(A,, H,), so ist nach 8,: F (H,, H,) F. Ist 
dagegen F(H,, H,) nicht definiert, so wiirde die Definition F(H,, H,) =F 
nicht in Widerspruch zu den Axiomen A kommen; sie kommt aber auch 
nicht in Widerspruch zu den Axiomen B, da in diesen letzteren allgemein von 
Ereignissen und nicht speziell von Ergebnissen die Rede ist, alle Ereignisse 
von F aber gleichzeitig solche von F sind. Wir notieren 

S,: Ezxistiert F = F(H,, H,), so ist F(A,, H,) erklarbar als diejenige Ver- 
gréberung von F, die zu 9, 9. gehért, wenn die , die Ereigniskirper der 
Vergréberungen H, der H, sind. 

Wir werden im folgenden stets annehmen, da diese Erklirung von 
F (H,, H,) erfolgt sei. 

Aus B 6 mit Def. VI folgt durch vollstaéndige Induktion sofort 

S,: Zu jedem vorgegebenen Schema H, und jedem natiirlichen N gibt es 
N Ereignisse E,| i, mit den Eigenschajten: 

a) F(H,, H,,..., Hy) existiert) ; 

b) jo(#,| H,)| > A und lo(E,| H,) —1| >A mit A > 0 gemap B 6. 

Wir kommen nun zur nachsten Gruppe von Folgerungen M,, M,, ..., die 
sich auf die in Def. [IX—XI eingefiihrten Mengen N, 92 und 2 beziehen, sowie 
zu Folgerungen ®, , ®,, . . . beziigl. der Funktionen f und g. Aus AI mit B 1 und 
B 6 folgt zunichst 

M,: N, M und LQ sind nicht leer. 

Aus B 6 mit Def. VI folgt insbesondere, daB es zu jedem H ein mit H formal 
koppelbares H, gibt. Dies liefert 

M,: Ist EEN (resp.N), so ist (E,0) €M und QV (bzw. M und Q), sowie 
(€,1) € @ (bzw. Q). 

Aus B 2 und B 3 ergibt sich nun wegen 


o = 0(E| A) = 0(£ + 0| A) = f(e, 0): 


*) Damit existieren auch alle F mit weniger Faktoren aus den H,. 
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®,: Ist E€ N, so ist f(E,0) = &. Ist (E, n) € M, so ist f(E, ny) = E 
Entsprechend ist bei der pode Koppelung . aus H, und H, wegen 
(E, 0) |F 0 F: 


®,: Ist & « N. so ist py (€, 0) = 0. 

Se hlieBlich liefern B 2 und B 4 mit Def. VII 

®@,: Ist EEN, so ist p(—, 1) = &. 

Ebenso selbstverstandlich sind die beiden naichsten Folgerungen 

M,: Ist (£, n) © M (resp. M, L, V), so auch (y, &). 

®,: Fiir (E, n) € M ist f (E, n) = f(y, &); fiir (&, n) € B ist p(E, n) = —(y, &). 

Ist nun (Z| H) ungleich Null oder Eins, so ist nach B 2 und 3 sowie ®, 
und @,: 
l o(E + E H) f(o (Z| A), o(E H)) => o(£ | H) o(£ + 0)\ H) 

{(0,0(£| H))>0. 

Dies liefert 

M,: N liegt auf O9< E< 1; M und Q liegen auf {(O< E<1, O< yl}. 

Einen Zusammenhang zwischen It und & liefert die offensichtliche Fol- 
gerung 

M,: Ist (o' 0’) € M und (0; 0) € B, so ist auch (o;’ o) € V und (f (9; o’’), e) € &. 

Bei M, darf man jedoch nicht zu M und & iibergehen. Im Falle von M, 
gilt fir die Funktionen f und g 

®;: p(f(o, o’), 0) = f( ele 0), ple’ e))- 


§ 12. Beweis des Transformationssatzes. 


Wir kommen nun zum Beweis fiir den in Teil IT angegebenen 

Satz 2: Geniigt ein System von o(E\ H) den Axiomen A I bis IV und B 1 
bis 6, so gibt es eine stetige, monoton steigende Funktion h(x) mit h(0) = 0 und 
h(1) = 1 so, da fiir p = h(@) die zugehérigen Funktionen f, und y, der Axiome 3 
und 5 zu f, =&+ » und gy, = &- n werden. 

Dieser Satz ist in gewissem Sinne analog einem bekannten Satze iiber ein- 
parametrige Liesche Gruppen. Der wesentliche Unterschied liegt darin, daB 
es negative infinitesimale Werte nicht gibt und daB die Definitonsgebiete von f 
und @ unbekannt sind. Dafiir haben wir zwei unbekannte Funktionen, die 
miteinander verknipft sind. Diese letztere Tatsache niitzen wir dazu aus, die 
unbekannten Definitionsgebiete I-und @ zu bestimmen. Wir gliedern dabei 
den Beweis in verschiedene Hilfssitze. 

Lemma I: Es gibt eine Funktion m(a) so, daB aus (&, n) <M mit E>[a>O0 
folgt: » < m(a) < 1. 

Beweis: Im Durchschnitt von I mit {& >a} ist y stetig und nimmi 
daher sein Maximum 1, = m(a) an einer Stelle (£, 9) an. Es ist (&), mo) € WM 
und & > 0, so daB wegen M,, ®, und B 3 b folgt: 


L=>f(&, %) = I (no. €o) > %o = m(a). 


Lemma II. Es gibt eine Funktion | (a, b) so, dag aus (£, n) <2 mit E<a<1 
0 folgt: us PE1 — Iq b) <1 


und yn =b 
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Beweis: Nach Biba my Ee stetig in dem nach Voraussetzung nicht- 


leeren Durchschnitt 2, von 2 mit {f < a, 1 =b}. Also ist #(,n) < P50 Me) | 
7. "No 





L(a, 6) mit (>, mo) € 2,. Es gilt also & <a und y= b. 


Wegen (£5, 7) € & gibt es eine Folge von nicht notwendig verschiedenen 
(0, , 0.) = (0 (E; | H;), o(#,| H,))€2 mit lim (0), 0,) = (&, 9). Setzen wir 


0," o(E; H;), so kénnen wir eine Teilfolge so auswihlen, daB lim 9; = C, 
wird. Wir haben nach B 2 und B 3 die Formel f (@/,, 0/’) = 1 und deshalb nach 
®, und ®, 

O» = f(P(e., a), P(e a). 


Der Grenziibergang zu v >  liefert dann: 


(#) £(&>, Co) = 1 (**) 9 = £(M (Eo, No), Y (So, No) - 
Nun ist &<a< 1, also folgt aus (*) wegen ®, und M,: €,>0. Da auch 
No > 0 ist, folgt aus B5 b und M,: ~(f4, mo) > 0. Wegen B3 b liefert dann 
P(S0>%o) _ 1 
"o ‘ 
Lemma II liefert zusammen mit ®,, ®, und ®, die auch unmittelbar ab- 
leitbare Formel 


(#*): 9 > P(E, No), also l(a, b) 


(12.1) y (€, 4) < min (é, 9). 

Lemma III. Zu vorgegebenen H, und 56>0 gibt es ein mit H, formal 
koppelbares H, fiir dessen Ergebnisse x,| H gilt: o(a,|H)< 4. 

Beweis: Wir waihlen A > 0 gemaB B 6 und setzen 7’ = max (1 — A, m(A)) 
mit m(A) gemaB Lemma I. Es sei weiter N eine natiirliche Zahl mit N > 1 + 

log 5 

log l(A', 5)’ 
seien E,| H, gemaB S, gewahlt. Die Vergréberung von H, mit den Ergeb- 
nissen y, = E,| H, und y.’ E,\ H, heiBe H,. Nach S,b und Lemma I ist 
o(y”|H,)<% fir ~=1 oder 2. Nach 8S, existieren bei l<k=<N die 


wo /(2', 6) << 1 gemaéB Lemma II gebildet ist. Zu H, und N 


F, = F(H,,..., H,), und jedes F, ist mit H, formal koppelbar. 
Es sei nun (y“”,..., ye) Fy ein beliebiges Ergebnis von Fy. Wir 
betrachten alle zugehdrigen 9; = o(y”,..., y” F,) mit l<k<N. Ist 


nun @y_, < 6, so nach (12.1) auch oy. Ist dagegen oy, => 6, so sind wegen 
(12.1) bei k < N — 1 alle 9, = 6. Es ist also 0 ., = ¢ (o(y\* +3 Ay .1), 0x) mit 
o(y{Fs H,.,)<% <1 und Q@ =>d>09, so dab nach Lemma II gilt: 
On. < O14, 4). Es folgt oy < 2 - IY —1 (2,8) <6. Fy ist also ein verlangtes H. 

Als besonders kraftig erweisen wird sich das folgende 

Lemma IV. Ist (0, , 02) € M mit o, + 0, so liegt bei vorgegebenen O, und I, mit 
0<8,< 1lund0<8,<1 der Punkt (8, 0,, 0202) in M, und es ist f (P, 0,,A202) <1. 

Beweis: Nach Voraussetzung gibt es zwei disjunkte Ereignisse H, | H, und 
E,| H, mit o, = 0 (Z,| Hy). GemaB B3a und ©, wihlen wir 6, > 0 so klein, 
daB f (£, n) — & < 9, - (1 —4@,) wird fiir 7 < 6,. Die Anwendung von Lemma Ill 
mit 5 = 6, liefert ein mit H, formal koppelbares H, fiir dessen Ergebnisse 
a, |H,..., %,) H gilt: o(x,| H) < 6,. In Hj = F(Hy, H) betrachten wir die 
aus den (E,, x,) und (£,,2(H)) bestehende (im allgemeinen unvollstindige) 
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Ereignisdisjunktion. Nach (12.1) ist o((Z,, z,)| Ho) < 6,. Weiter ist nach ,: 
o ((E,, 2(H))| Ho) = o,. GemaiB der Wahl von 4, kénnen wir also ein 


: ’ 
(Z,, p x,) | Hi, 7{| Hi, so finden, daB fiir 0} o (FE; | H}) gilt: dv, 0; S 0} < 0}. 
¢ @ 


n 


Es ist also k <n und fiir £3| Hj = (E,, 3 x,)| Hi gilt: 05 = 0 (BE | 1’) > 0. 


k+1 
Setzen wir noch £5! Ho = (£,, 2(H))| Ho, so haben wir damit in Hj die dis- 
junkten Ereignisse £; , £3 und £’, mit den Erwartungskoeffizienten 0! = o(E;| Ho) 
bei: 
0} V; 0, 0% Os 0% 0. 

Es sei nun s 0 beliebig vorgegeben; dann nehmen wir 6, > 0 so, daB 
f(E, ») E < e wird bei 7 6,. Auf Ho mit 6, wenden wir nochmals Lemma 
[II an und finden ein H; fiir dessen Ergebnisse y,, | H’ gilt: o(y,| HH’) < dy. 


In F = F (Ho, H’) haben wir dié disjunkten Ereignisse: (2j. y,,), (Z, y,,) und 


Ey (£3, 2(H’)). Genau wie soeben finden wir Ei’ = (Ei, » y,) und Ey 
] 
(£2, > y,,) mit den EK 0}' und 0%’ so, daB |oi’ — 8, o,| < ¢ und |os — 8, 0 
1 
wird, wahrend 03) = 03 > Oist. Nach Konstruktion ist dann (o}’, 03) € M 
und (f (or, 02’), 03 ) (f (or, 02), 03) Mm. Bei e + 0 folgt: (0, 01, vy 0) We 
und (f (7, 0, Ve G2), 0, )€ W. Wegen 03 > 0 und Lemma I ist f (#, 0,, P 0) < 1. 

Fiir den Beweis von Lemma IV ist wesentlich, daB (0, , 0.) € Y und nicht 
beliebig aus Wt ist. Dagegen ist die Voraussetzung 0, + 0 nur wegen der Be- 
weisanordnung angegeben, da das Lemma bei (0, , @2) (0, 0) und bei (0, 0.) 
mit #, = 1 uninteressant ist, dagegen bei (0, 0.) mit 0, < 1 nebst 9, > 0 die 
Rollen der po, vertauscht werden kénnen. Da sicher (1, 0) € Wt ist, folgt aus 
Lemma IV insbesondere 

MN ist das abge schlossene Intervall von Null bis Eins. 

Lemma V: Es gibt eine in 0< E< 1 Stetige, monoton fallende Funktion 
g(&) mit den Eigenschaften: 
g(0)= 1; g(Ql)=9; 

b) g(g (€)) =€ ; 

c) I ist die Menge der Punkte (€, 3 g(&)) mitO <0 > 

d) die Punkte (E, q(&)) sind genau di Lésungen der Gle schung f(é, ») a 

Beweis: Ist 0 €N, also o = o(E| H), so gilt fir o : (0,0) € Me 
mit f(0,@)= 1. Gilt fiir ae ‘glei iche Zahl o noch (0, o*) € W mit f(e, e*) = 1, 
so ist nach Lemma IV: ¢ ob. Fir jedes 9 €M ist also 6 = g(o) eindeutig 
bestimmt, und g(o) ph iA eine involutorische Abbildung von § in sich mit 
q (0) l und g(1) = 0. 

Ist 0, < 02,0, €N, so ist wegen f(o,,g(o,)) = 1 nach Lemma IV: g(o,) 

g (oo); d. h. g(o) fallt auf N monoton. Da nun Argument- und Wertebereich 
dicht in O< &<1 lie gen, kann g(o) zu einer stetigen, monoton fallenden, 
involutorischen Funktion g(é) mit g(0)=1 und f(&,g(¢)) = 1 erganzt 
werden: Eigenschaften a) und b), Teil der Eigenschaft d). 

Ist. (0, , 02) € M, so gibt es ein H so, daB p, = o(E,| H) mit FE, ¢ EL, ist und 
daher nach ®, gilt: po, < 0(E£,| H) = g(o,). Jeder Punkt von I gehért also 
zur Menge der (&, 0 g (€)). Die Umkehrung folgt unmittelbar aus Lemma IV: 
Kigenschaft c). 


é 
i 
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Nehmen wir schlieBlich bei 0 << & < 1 ein (, #g(&)) mit  < 1, so gibt es 
wegen der Stetigkeit von g(£) und der Dichtheit von N ein g € N so, daB E < 
und #g(&) <g(@) ist. Aus Lemma IV folgt {(&,#g(£)) < 1, so daB in der 
Tat {(&, 4) = 1 genau fiir die (¢, g(&)) ist: Restteil der Eigenschaft d). 

Ist 0 = 0(E | A), so ist g(o) = o(#| H). Wir bilden daher 

Def. XII. g(&) heiBt der komplementiire Wert von £ und wird mit & bezeichnet. 

Sind £,, £, und Ej disjunkte Ereignisse in einem H mit den bzw. EK o,, 
so folgt aus (HZ, + #,) + #, = #, + (#,+ £,): 


(12.2) f(f (01, G2) 0s) = f(01» 1 (G2, @s))- 


Will man diese zunichst sehr eingeschrinkte Assoziativitaét von f{ auf beliebige 
Argumente iibertragen, fiir die die linke Seite von (12.2) sinnvoll ist, so muB 
man erst sicherstellen, daB die auf der rechten Seite ae Argumente 
in M liegen. Dies behauptet 

Lemma VI: Ist (&,, &) € M und (f(&,, &s), &) € M, so liegen auch ( 
und (&,,f(&, &)) in M, und es gilt: 


(h(E, &s), &3) . f(é, ’ f(&., §;)). 


Beweis: Ist eines der &, = 0, so ist das Lemma trivial; es seien daher alle 


(&, &5) 


& 


£,>0. Wegen (&,, &) € M gibt es fiir jedes « > 0 in einem passenden H, dis- 
junkte Ereignisse Z, und £,, fiir deren 0, = 0(H,| Ho) gilt: jo, —& <e. 
Hieraus folgt nach B3a: |f(0,, 02)—f(&, &) <a mit e,+>0 bei e + 0. 





Es ist dann nach Lemma V: /f(0,, 02) — / (1, & 
des weiteren {(0,, 0:) = 0(E, + B,|H,) und f(&, &,) 
o(E, + E,| Hy) = &5— é2- 

Genau so wie im Beweis von Lemma IV konstruieren wir nun mit Hilfe 
von Lemma III ein H’. mit disjunkten Ereignissen 2, , 23 und E3 so, daB fiir die 
o, = 0 (E£,| Ho) gilt: 01 = 0,, 02 =o, und &,—e,< 035 &. Fir die o’ gilt 
dann: (02, 03) € M; (04, f (2, o3)) € M@, und die Gleichung (12.2) ist erfiillt. 
Bei « + 0 wird o, > &,, was die Behauptung liefert. 

Nach diesen Vorbereitungen kommen wir nun endlich zum 


W< - mit ¢, > 0 bei e+ 0; 


* 
_ 
~ 


- > &. Also ist p, 





Beweis von Satz 2. 
Wir betrachten zunichst die Lésbarkeit der Gleichung 


{(&, ) = 


bei vorgegebenen 9 und ¢. Wegen ®, ist ¢ > 7 notwendig fiir die Lésbarkeit. 
Diese Bedingung ist aber auch hinreichend; denn bei € > 7 ist nach Lemma V 
und Def. XII:  < 7. Es existiert damit f (7, ¢) und & = f(y, ¢). Mit diesem & 
wird dann 

£(&, f(y, o)) = 1 
und nach Lemma VI : 

f(f (&, ), o) = 1, 
also 

f(&.n)=C=C. 
Die riickwartige Verfolgung dieser Rechnung zeigt, daB das angegebene £ auch 
die einzige Lésung unserer Gleichung ist. 
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Betrachten wir nun f(é, 7) bei festem 7 < 1 als Funktion von § in 0< & 
< 7), so ist f(€, ) stetig und invertierbar mit /(0, 7) = » und f (7, y) = 1 > 7». 
Es ist also f(&, 7) monoton wachsend: 


(12.3) f(Ex, 0) < (Ea, 0) bei &, < fe < 9. 
Es sei nun definiert: 
py (€) = (6, &); 


dann wiachst auch wy (£) monoton und stetig von Null bis Eins in einem gewissen 
Intervall 0 < §< a, mit «,< 1. Wir bestimmen die monoton fallende Folge 
der Zahlen a, %,,... mit a, = y(a«,,,). Der untere Limes heiBe a. Dann 
ist & = y (a) = f(a, %), also a = 0. Fir jedes «, bestimmen wir weiter 
die monoton wachsende Folge der Zahlen «,, gemai8 a,,, = a, Or.944 

f (a,,., &). Wegen Lemma VI ist 


(12.4) f(r, 9: > Or, 02) = Sr,e +00 
Hieraus folgt durch vollstaindige Induktion unter Beachtung der Definitions- 
gleichungen 


Org = Ory, und f(a,,,%,3)=1 
sowie des monotonen Wachsens jeder Folge «,,, %.o,..- -: 
(12.5a) Oyo = 1 


95 ; 8 Cs 
(12.5b) Oy» = O*,’, genau dann, wenn — om ay ist. 
Wir definieren nun auf der Menge $ der «,,, die monoton wachsende 
Funktion A(a«) durch 


8 


or’ 


(12.6) h (a,, 5) 


was wegen (12.5 b) widerspruchsfrei méglich ist. GemaB lim «, = 0 und der 
Stetigkeit von f ist die Menge § dicht in0 < «<1. h(a) besitzt also dichten 
Argument- und Wertebereich und kann zu einer stetigen, monoton wachsenden 
Funktion y = h(x) in 0 < x < 1 mit h(0) = 0 und A(1) = 1 und der Umkehr- 
funktion z = x (y) erganzt werden. 

Wir setzen nun fiir alle Z| H 


(12.7) p(E| H) = h(o (E| A)); 


dann geniigt das System der EK p(Z | H) dem Axiom B 3 mit einer Funktion 
f, gemaB: 
fi (Ei, &2) = Alf (x% (Er), x (F2))| 


bei (€,, &) € M, mit einem analog zu Lemma V durch ein g,(&) definierten 


; = : : ‘ 8, . ‘ 
Bereich 3,. Sind speziell die £, Dualzahlen: &, rz so wird nach (12.4) 
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und (12.6): 
Ae §) = h [f (ar, », 5 r,e,)] = h (Gp, », baa) at *: P &, + € . 





Fiir Dualzahlen vermittelt also /, die Addition, und damit ist wegen der Stetig- 
keit allgemein f, (&,, &) = & + &. 

Wie in Teil II schlieBen wir nun weiter: Sind positive Zahlen mit p, < 1 
und p. + p3< 1 beliebig vorgegeben, so finden wir fiir jedes e > 0 mit Hilfe 
von Lemma III und wegen der Dichtheit von ®, zwei formal koppelbare 
Schemata H, und H, mit: 

p(E | H,)—p,|<e; \p(E’ | H,)—p,| <<; \p(E” | H,) — ps <e und EF’ EF” =0) Hy. 
®, liefert wegen f,(§,)=&+% beie>0: 


P1(P2 + Ps» Pr) = PilP2, Pi) + Pr (Ps, Pr), 


was sofort wegen ®, zu y, (&, ) = C- &- mit C = 1 wegen ©, fiihrt. Damit 
ist Satz 2 bewiesen. 


(Eingegangen am 19. Mai 1952.) 


24" 
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Zur Frage des Maximalbetrages der Lésungen 
linearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
mit Polynomkoeffizienten. 

Von 
Kaus Péscuu in Miinchen. 


1. Uber das Wachstum der ganzen transzendenten Lésungen einer Diffe- 
rentialgleichung der Form 


(1) w’’ + ¢, (z) w’+ c, (z)w = 0 


mit den Polynomen 


k 


(2) ¢, (z) = az? bz" 


t—1 k > ht 

1 te, (2) az?+ pz3 - 

als Koeffizienten gibt eine von Wrirticu [1] diskutierte quadratische Glei- 
chung AufschluB; aus dieser erhalt man ferner die Richtungen, in die 
asymptotisch die Punkte ¢ fallen kénnen, fiir die auf |z r M (r) w (C)| 
angenommen wird. Es zeigt sich, daB Ordnung 


-—— log log M (r) 


o = lim 
— ogr 
und numerischer Wert des Typus 
<— log M(r) 
t lim ht 4 sd 
T-+<x r 


eindeutig gegeben sind!), bis auf die folgenden Fille von (1): 

a) Die Grade k,, k, von c, (z), ¢,(z) erfiillen die Ungleichung: 
k ; 
. < k, : k,; 

dann laBt die quadratische Gleichung die Werte 1+, und 1+ 4k=1+k,—k, 

fiir 9 zu. Beispiele zeigen, daB beide Werte vorkommen kénnen [1]. 

b) Es ist k, = k,=9, |s,|+!s,|, d.h. es liegt eine Differentialgleichung vor 
mit konstanten Koeffizienten und Wurzeln verschiedenen Betrages der 
charakteristischen Gleichung 


(3) s? + —s+ 0. 


c) Es gilt k, = 2k, >0 und |s,|+!s,|, dann sind fiir ¢ die beiden Werte 
2 |3; 
E+1° 

An dem Beispiel 


(4) w’—zw' —2w=0 





7 = 1, 2, zur Ordnung 9 = k, + 1 méglich. 


zeigt WiTTIcH in Beantwortung einer seinerzeit von WimaAn [2] aufgeworfenen 


*) Fiir jede ganze transzendente Liésung w(z) von (1) ist 9 rational und 0 <t< co 
(Normaltypus). 
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Frage, daB sie nur Lésungen vom gréBeren Typus t = yt besitzt, wihrend 
j5—1 
4 


Es sollen nun die Bedingungen angegeben werden, unter denen in den 
Fiillen a) und c) das kleinere Wachstum bei den Lésungen auftreten kann; 
im allgemeinen ist es auszuschlieBen. 

2. Zunichst lassen sich eine Reihe von Gleichungen wie (4) dank ihres 
Zusammenhangs mit der konfluenten hypergeometrischen Differential- 
gleichung behandeln und die gewiinschten Bedingungen leicht angeben. Dies 
nebst den erforderlichen Transformationen werde kurz angedeutet. Es handelt 
sich vor allem um Gln. c) mit k, = 1, also 


fiir keine Lésung log M (r) ~ r? gelten kann. 


(5) w'’ + (az + b) w'+ (az? + Bz+ y)w=0. 


Durch die Substitution 








. A> ; a+4s . 

(6) w exp {(— 8 —+>)#? + 9%} y(t), ¢= 55 2? 

mit 

" m >, 2o2—-B _ . . 3¢ _ B—2ah—(b—ah) (a+ 28) 
S 1re F ate 


geht (5) iiber in die konfluente hypergeometrische Differentialgleichung fiir 
y(t): 


(7) ty’ (t)+ (C—-thy()—-Ay®=9, 
in der 
(7a) C -+ und A Sepage (a+ 4s) (a+28 — y)—(B+2bs) (B—ab—2bs)} 


ist. Diese besitzt ein Fundamentalsystem der Form: 
¥,=1,F,(4,0C,t), ye=t-°,F, (A+ C—1,2-C,?#) 

1 ein weiteres y,, y,, das i 2 ‘gt <<— durch bekannte asympto 
und ein weiteres y,, y,, das in —--—=—< argt <> durch bekannte asympto- 
tische Entwicklungen (s. z. B. [3], [4]) dargestellt wird. Dazu gehéren ent- 
sprechend (6) zwei Fundamentalsysteme w, und w; (j = 1, 2) der Gleichung (5). 
Zwischen beiden besteht ein linearer Zusammenhang 


> 


(8) y; (t) oie yet) bzw. w; (z) & Cie We (2) 


Mit C,; Cy — Cg Cg, + O und folgenden Werten der c;, (s. [3], [4]): 








e ixA rc) ric) e t(A—C+ Yo r(2—C) 
(9) Cy ~ a 2. ¢ =a “hy ay ? Co} 2 ee 9 
['(C — A) - Two ? (1 — A) 
. Pr (2 —C) 
a T(A—C+1)° 
Es gelten die Umsetzungsformeln: 
(10) w, (e'* z,) = e- 29% w, (2,), We (e** 2) = ef 29% We (z%), 


2) Man beachte die Unabhangigkeit der GréBen o und ¢ fiir die ganze transzendente 
Lésung von der Wahl des Nullpunktes der z-Ebene. 
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und in 
32 1 ; a l 
(11) —J ~ 778 (a + 48) < arg <7— arg (a + 438) 
hat man 
= i 
Ww, (%) ~ exp (s* 22) (St ** 22 {l+---}, 


2 
- . 4s ,\A-C 
w, (z,) ~ exp (s 23) (<4 *2t) {14 see}, 





wo 8s* die andere der Lésungen von (3) ist. 
Fir A +> (n- 0, +1,+2,...) sind alle Ce +0, und es laiBt sich ahnlich 


wie bei Wrrrics [1] schlieBen: 
Sei |s| >/s*|. Gabe es eine Lésung 


w=d,w,+d,w- 
vom kleineren Typus, so wiirde in der Richtung des Winkelraumes (11), wo 
x x 
w, das Verhalten log|w, (¢)| ~|s z?| zeigt, 
IO 0 
w (Cl) = (dy Cy + dy Cg) (2) + (dy Cy + de Cy) We (C) 

gelten; es muB also d, c,. + dz Cg. = 0 sein. Ferner verlangt 

Sar . - s - ‘ on =) 

e795 w (et* £) = (d, cy, — dy Cy) W, (FC) + (dy Cyp — dy Cyq) we (C), 


daB auch d, c,,— d,¢,.,= 0, somit d, = d,=0 ist. Es gibt folglich keine Lésung 
des Verhaltens log M (r) ~ r? Min (|s|,|s*|). Das gilt auch noch, wenn c¢,, oder 


Cy, verschwindet, also A * ist (m=1,2,...). Ist dagegen A - ; 
(n = 0,1, 2,...), so gilt fiir gerade n 
w, = exp (s* 2? + gz,) - (Polynom in z?) 
bzw. fiir ungerade n 
W, = exp (s* z? + gz,) z,: (Polynom in z?). 
(12) A=- 3 (n = 0,1, 2,...) 


ist daher notwendige und hinreichende Bedingung fiir das Auftreten von Lé- 
sungen beider Typenwerte. Ist sie nicht erfiillt, so hat jede Lésung von (5) 
in mindestens einer der Richtungen 


arg z — - arg s+ 72 Qj = () oder 1) 
das Verhalten log M (r) ~ r? Max ((|s|,|s*)). 
Fiir 8 = 0 insbesondere lautet die Bedingung (12): 
n(n + 1) a* — y (y —a) 
(2+ 1)* 
3. Diese Ergebnisse lassen sich iibertragen auf Differentialgleichungen 


der Form: 
(13) w+ az w’' 4 (az2* +n zhi 1) w 0 





und |y—a|>|y}.- 


(k, > 1, ganz); (13) wird durch die Transformation 


a+4s 4.4, 4 a+2s 


. at ; > 
(14) w= e*! y(t), t | . Sais 
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ebenfalls in (7) iibergefiihrt, worin 


aa 1 = k, (a+2s8)—7 
nine —— » a= (k, + 1) (a+ 42) 


zu setzen ist; die Umsetzungsformeln lauten jetzt: 


0 2inv 0 0 2inv 2inyv 0 

ts(exp (EFT) #) — 2 os (exp (FFF) #) = exp(EFT) me 
y=1,2,...,k,. Die entsprechenden Uberlegungen erlauben wieder den 
kleineren Typenwert auszuschlieBen, auBer wenn A einen Wert —n oder 
—a+5 5 besitzt (n = 0,1,...). 


1 
Bei der Substitution 

















w (z) w(2) exp (— 37 zh+1 ) 


erhilt man aus (13) die Differentialgleichung 
wo’ + Q(z)@a@=0 mit Q(z) =(n -+) 2h 4 (n— ) gh. 
solche Gleichungen sind hinsichtlich anderer Fragen ausfiihrlich von H. Wac- 
NER [5] behandelt worden. 
4, Einer Differentialgleichung a) mit k, = 1, d.i. 
(15) u’’ + (a,z + b,) u’'+ (agz+ b,)u=0 
laBt sich immer eine Gleichung (sogar unendlich viele) der Klasse (5) zuordnen 
mittels der Transformation 
u (2) = e** w(z); 
man hat dann 


a,=a+4s, b=b, ag=B+2b8, b= y+28. 


Es sei |s|= Min (|s|, |s*|) fiir die transformierte Gleichung; hat diese nur 


Lésungen mit log M (r) ~|s*|r?, so kann (15) keine Lésung der Ordnung 
o = 1 besitzen. Aus (15) erhalt man mittels 


a 2t a,b,—2a 
u = exp (--2) et y(t), z= \= _ ae med 
i 
wieder die konfluente hypergeometrische Dgl. (7). Lésungen u(z) mit 9 = 1 
kénnen daher nur auftreten, wenn 
(16) a* b, + a,6,a,—a} = na} (sn = 0, 1, 2,...) 
ist; gilt (16), so ist 


oo 


U, = exp (— “t 2) - (Polynom in z). 


5. Die eingangs gestellte Frage laBt sich jedoch allgemein mit Hilfe ele- 
mentarer Transformationen entscheiden; dabei spielen wiederum Polynom- 
lésungen verwandter Differentialgleichungen eine Rolle. 

Sei zunichst k, = k, = k>1 in (1) und e¢,(z) = a,z* + q,(z), ¢2(z) = agz* + 


+ G2(z); die Polynome q;(z) = 6;2*-!+----(j= 1,2) sind héchstens vom 
Grad (k— 1). Aus 


(17) w"’ + (a,2* + q, (z)) w' + (a,2* + go(z)) w= 0 
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gewinnt man durch die Substitution w= v exp {— _ z) die Differential- 
\ 1 j 
gleichung 


P 2a ; a _ a 
(18) wv’ + (a, ze 4+ q; (z) — “ee | v + (q2(z)- =e (z)+ a? ) v=0 





in v, deren ganze transzendente Lésungen simtlich von der Ordnung k + | 
sind, da der Koeffizient von v von kleinerem Grade ist als der von v’. Nur 
wenn (18) Polynomlésungen besitzt, kann es ganze transzendente Lésungen w | 
von der Ordnung 9 = 1 geben. Dies erfordert das Bestehen gewisser Koeffi- 
zientenbedingungen, die man durch elementare Uberlegungen gewinnt; die 

erste davon, 


| 
(19) b, —— b, a,n, | 


= th 


muB fiir ein ganzzahliges n erfillt sein, das dann den Grad des Polynoms 
angibt. Fiir 


—— er? 
92 (2) a, q (2) a? ; 


insbesondere ist n = 0, wie schon aus (18) ersichtlich. 
Die (19) entsprechende Bedingung (16) fiir k = 1 fiihrt tiber die Substi- 
, 7 b, —2 
tution x =i “1 (2 + <=" 
auch [3], 8. 271f.). 
6. Gilt jetzt 0<Ak=k,—k,<k, und sei wieder g,(z) = ¢;(z) 
i Le 


= ) zu den Hermitreschen Polynomen (vgl. 
ay " 


—azi biz i *+-++(g=1,2), so entsteht beim Ubergang zu v=w 
a 1 ; , ‘ ' 
exp | —* ——_z! 3 1) eine Differentialgleichung in v: 
a, 1+Ak 
0 a , (1) 
v”’ + (a, z+ g, (z)—2 &24F) vo’ + cy’ (z)v = 0 
\ a, 
: , > — (1) q R 1 . : 
mit einem Koeffizienten c,’(z)= a’ z* “+--+ von v, dessen Grad um min- 


destens 1 gegeniiber dem von c,(z) erniedrigt ist. Nach p-maliger Anwendung 
dieses Schrittes mit p< A k erhalt man ein c/’'(z) von einem Grade < k, — 1 
und kommt damit auf den friiheren Fall in 5. zuriick. Man braucht also nur 
von w(z) durch eine Transformation 
1k a,” ,l+4k—» 
(20) w il ex »( : ) 
y 0 I a, 1+ Ak—yv/} 


) 


zu y(z) iiberzugehen mit geeigneten Konstanten a,” : 





(0) (1) a‘? a \2 
ae = dy, ay be - = b, 4 { <2} on 
a, 
von denen einige = 0 sein kénnen, und festzustellen, ob die entstehende 


Gleichung 
y+ cy (z) y' +2" (z) y= 0 


(c?” (z) ist vom Grad k,, c?'(z) von einem Grad < k,— 1) Polynomlésungen 
besitzt oder nicht, um zu entscheiden, ob unter den Lésungen der Ausgangs- 
gleichung auch solche der kleineren Ordnung 9 = 1+ A k vorkommen kénnen 
oder nicht. 5 
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7. Einer Differentialgleichung c): 
(21) w"’ + (az + 1, (z)) w’ + (a 22" + 7, (z))w=0, 


r, (z) -bgh—-14.... r,(z) = B2th—14.---, 


laBt sich immer auf dem Wege iiber w = w exp (4 zh + ) eine Differen- 
1 

tialgleichung der zuletzt betrachteten Form zuordnen: 

(22 ow” + w' ((a + 48) 2+ 1, (z)) + @ (re(z) + 2 7, (z) sz") = 0, 

die insbesondere fiir r,(z)=const und (Grad von r,(z))<k, Koeffizienten mit 

gleichem Grad besitzt. Fiir s werde die Wurzel von (3) mit dem kleineren 

Betrag gewaihlt. Gibt es dann Lésungen w von der Ordnung 1 + 4 k= 1 - 
(Grad von r, + 2 sr, 2)—k,, so auch Lésungen w von (21) mit dem 

schwicheren Wachstum. Haben dagegen alle Lésungen w das Verhalten 

(48+ 4) o, 44 

k+1 ° 


in mindestens einer der zugehérigen asymptotischen Richtungen arg ¢, so 


log M (r) ~ — 


kénnen Lésungen w des kleineren Typus -.5 zur Ordnung k, + 1 nicht 
auftreten. 

Insgesamt folgt, daB nur fiir spezielle Koeffizienten zu dem kleineren zu- 
nichst méglichen Wachstum auch Lésungen gehéren, die jenes Verhalten 
zeigen, und zwar in solchen Fallen, die mit Polynomlésungen zugeordneter 
Gleichungen zusammenhingen und in denen sich die gegebene Differential- 
gleichung vollstandig integrieren laBt. 
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Uber die Summe der Inkreisradien bei Uberdeckung. 
Von 
D. OumANN in Frankfurt a. Main. 


Diese Arbeit soll dem Beweis des folgenden Satzes gewidmet sein: 


Wird ein konvexer Bereich der euklidischen Ebene durch eine endliche Anzahl 
von konvexen Bereichen volistindig iiberdeckt, so ist die Summe der Inkreis- 
radien der iiberdeckenden Bereiche nicht geringer als der Inkreisradius des 
iiberdeckten Bereichs. 

Wiahrend bei gleicher oder ahnlicher Problemstellung Durchmesser, 
Umkreisradius und Dicke schon Gegenstand von Untersuchungen gewesen 
sind, scheinen fiir den Inkreisradius noch keine Ergebnisse vorzuliegen. 

§ 1. Es mége der konvexe Bereich B durch die konvexen Bereiche B, 


(y=1,..., n) tiberdeckt werden. Dann la8t sich, wenn o den Inkreisradius 
bezeichnet, der angefiihrte Satz durch die Ungleichung 
(1) Z o (B,) =e (B) 


wiedergeben. Beschreibt man nun jedem Bereich B, in dreien seiner Berih- 
rungspunkte mit seinem Inkreis ein Dreieck D, um (zwei der Berithrungspunkte 
kénnen dabei auch zusammenfallen, wodurch D, zu einem Parallelstreifen 
entartet), so iiberdecken die Dreiecke D, ebenfalls den Bereich B und erst 
recht seinen Inkreis K, dessen Radius man noch gleich eins setzen kann: 
o (K)=1, ohne die Allgemeinheit der Betrachtungen zu _beeintrichtigen. 
Da o (D,) = 0 (B,), geniigt es mithin zu zeigen, daB bei Uberdeckung des 
Einheitskreises K mit Dreiecken D,, die auch zu Parallelstreifen entartet sein 
diirfen, die Ungleichung 
(2) Xe (D,)=1 
besteht. 
Nun denke man sich die Ebene mit Masse der vom Abstand r vom Mittel- 
punkt des Einheitskreises K abhangigen Dichte 
” 1 
yl-—r 
belegt. Dann findet man fiir die Masse eines Parallelstreifens S 
M(S) = 22 0(8), 


wahrend das schon hier zu benutzende Ergebnis des § 3 sein wird, daB fiir die 
Masse eines Dreiecks die Ungleichung statthat: 


(3) M (D)<2zo(D). 


Damit K durch die Dreiecke D, (vy = 1 
nun offenbar 


bu (r< 1); w=O0(r=1) 


,+..,) bedeckt werden kann, ist 


2M (D,=>M(K)=22 


erforderlich, d. h. aber wegen (3) die Existenz der Ungleichung (2). Der Beweis 
unseres Satzes hat sich damit auf den Beweis der Ungleichung (3) reduziert. 
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§ 2. Bevor wir uns dem Nachweis von (3) zuwenden, miissen einige Hilfs- 
betrachtungen eingeschoben werden: 

1. Der Einheitskreis K mége durch die Sehne S,(A, B) in die beiden 
Segmente K, und K, zerlegt werden, von denen K, wenigstens eine Halbkreis- 
scheibe umfasse. Alsdann betrachte man eine zweite parallel verschiebbare 
Sehne S(z), die S, im Abstand x von A treffen 
soll (Fig. 1). Wird dann S(x) durch 8, in die 
Abschnitte S, (x) C K, und 8, (x) c K, zerlegt 
und gibt s(2), 8,(x) die Linge von S(zx), S;(2x) 
(j = 1, 2) an, so bestehen fiir das Verhalten 
der Quotienten 


A; (x) = 


auf (0, x) (% = Lange von S,) die beiden 

folgenden Méglichkeiten: a) s, (0) = 0 (8, (x9) 
0) : A, (x) ist eine auf (0, 2) monoton nicht Fig. 1. 

abnehmende (nicht zunehmende) Funktion; 

und A,(z) ist entsprechend monoton nicht zunehmend (nicht abnehmend). 
b) s, (0) > O-und s, (a) > 0: A, (x) (A, (x)) nimmt bis zu einem Minimum 

A, (z*) (Maximum A, (x*)) monoton ab (zu) und dann wieder bis x, monoton 

zu (ab). Als Bedingung fiir z* erhalten wir dabei, wenn sj (x) die Ableitung 

von 8, (x) nach x bezeichnet: 

(4) 8, (a*) 85 (2*) = 8, (2*) 8} (2*). 

3ezeichnet T; (x) (j = 1,2) die Tangente an K in dem Punkt, den S;(x) mit 

dem Umfang von K gemeinsam hat, und /;(x) die Linge der Strecke, die 

durch 7';(x) und S(zx) aus der S, enthaltenden Geraden G, herausgeschnitten 


z 7m und kénnen aus (4) folgern, daB sich 


si(2) 
8 (x) 


G=1,2 





wird, so haben wir zudem 38; (z) 


die Tangenten 7';(x*) auf G, schneiden missen. Damit geht die S(x*) enthal- 
tende Gerade G (x*) aber gerade durch den Pol P, zur Polaren G,. 
2. Wir betrachten nun die Masse M; (x) (j = 1, 2) des von K; durch S (z) 
abgeschnittenen Stiickes B; (x), die sich durch das Integral 
r 8;(s) 


M,(z)=M,(0)+ | | Satin ads 
6 Oo ry 





vu 
wiedergeben la8t, wenn « den Winkel zwischen S, und S (x) angibt. Daraus 
ergibt sich nach einfacher Umrechnung fiir die Ableitung nach z: 
M; (x) = sin « - arecos (1 — 2 A; (x)). 

Wir brauchen nun nur noch zu bemerken, daB M; (x) damit eine mit wachsen- 
dem A; (zx) monoton zunehmende Funktion darstellt, um zu den unter 1. 
unterschiedenen Fallen a) und b) die folgenden Aussagen machen zu kénnen: 

a*) Ist s, (0) = 0 (s, (2%) = 0), so stellt M(x) auf (0, 2) eine monoton 
nicht abnehmende (nicht zunehmende) Funktion dar und damit M, (x) selbst 
eine konvexe (konkave) Funktion. Umgekehrt ist dann M3 (x) monoton 
nicht zunehmend (nicht abnehmend), und es ist M, (x) konkav (konvex). 

b*) Ist s, (0) > 0; 8, (a) > 0 und ist wieder: A, (x*) = min A, (x), A, (x*) 

max A, (x), so nimmt M, (x) (M3 (x)) auf (0, z*) monoton ab (zu) und auf 
(x*, 2.) monoton zu (ab), so da® M, (x) (M,(x)) auf (0, x*) eine konkave 
(konvexe) und auf (x*, z,) eine konvexe (konkave) Funktion darstellt. 
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§ 3. Wir wenden uns nun dem Beweis der Ungleichung (3) zu, die wir 
unter Benutzung des Funktionals ® = 2 7 — M auch so schreiben kénnen: 
(3*) @ (D)= 0. 

Zuniachst schalten wir die Méglichkeit aus, daB der Inkreis J des Dreiecks D 
nicht ganz auf dem Einheitskreis K liegt: Ist nimlich J’ der Inkreis des kon- 
vexen Durchschnitts von D mit K, so beriihrt, wenn J’ nicht mit J tberein- 
stimmt, 7’ héchstens zwei Seiten von D und die Peripherie von K. Die Tan- 
genten an /’ in diesen Beriihrungspunkten umschlieBen dann ein Dreieck D’, 
das auch zu einem Parallelstreifen entartet sein kann und fiir das gilt: 

M (D’)=> M (D); 0 (D’) < 0 (D) 
und mithin: 
® (D') < ®(D). 

Um (3*) zu erweisen, darf also vorausgesetzt werden, daB J ganz auf K 
liegt. Nach der Anzahl der Eckpunkte von D, die nicht im Innern von K 
liegen, unterscheiden wir alsdann verschiedene Fille: 

1. Liegt kein Eckpunkt A, (vy = 1, 2,3) von D innerhalb K, so schneidet 
beio (D) < 1 wenigstens eine Seite von D (etwa A, A,) ein Segment K, posi- 
tiver Héheh, > 0 von K ab. Nun verschieben wir die Seite A, A, parallel zu sich 
um h, nach auBen und erhalten dadurch eine Zunahme von M (D) um die Masse 
des Segments K,, d. h. um 2h, und — wie man leicht verifiziert — eine Zu- 
7 , wenn L den Umfang von D und a, die Lange 
von A, A, angibt. Fiir das neue Dreieck D’ gilt also: 


® (D') = © (D) + xh, (= — ). 


nahme von @ (D) um fh, - 





L 
Folgern wir aus der Dreiecksungleichung noch 
a, ] 
L ie 


so ergibt sich 
@ (D') < @(D). 

Wenn wir in gleicher Weise alle durch D abgeschnittenen Segmente aus- 
gemerzt haben, ist das dadurch entstandene Dreieck D* dem Einheitskreis K 
umbeschrieben, so daB ® (D*) = 0 
= statthat und man aus ®(D*) < @(D) 
sofort ®(D)>0O entnehmen kann. 
2. Es liege genau ein Eckpunkt 
(etwa A,) innerhalb K. In den Fillen, 
daB die A, gegeniiberliegende Seite 
A, A, ein Segment positiver Hohe 
von K abschneidet, oder der Inkreis 
von D nicht ganz auf K liegt, lassen 
\ sich nach den obigen Entwicklungen 
4; jeweils Verringerungen von @ erzie- 
len so da8 wir nur noch den Fall ins 
Auge zu fassen brauchen, da® die 
Seite A, A, den Einheitskreis Kund den Inkreis J im gleichen Punkt P berihrt 
(Fig. 2). Dann sei Q der Schnittpunkt der A, und P verbindenden Geraden mit 
dem Umfang von K, X der Punkt auf P Q, der von P den Abstand z besitzt, 
und D(x) das Dreieck, das aus D dadurch entstanden ist, daB man A, unter 
Parallelverschiebung der Seiten A, A, und A, A, auf PQ nach X wandern lieB. 








A; P 


Fig. 2 
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Indem wir dann das Ergebnis von § 2, 2, a*) auf die Masse der beiden Teil- 
dreiecke anwenden, in die D(x) durch P Q zerlegt wird, erkennen wir, da& 
M [{D (x)] eine konvexe Funktion von z darstellt. Aus der linearen Abhangig- 
keit von o[D(x)] von z folgt schlieBlich die Konkavitat des Funktionals ®[ D(z)), 
das damit in einer der beiden Grenzlagen X = P oder X = Q sein Minimum 
annimmt. Da ® = 0 fir X = P und ®=0 nach 1. fiir X = Q, ergibt sich also 
auch in diesem Fall die Richtigkeit von (3*). 

3. Wenn genau 2 Eckpunkte (A, und A,) innerhalb K liegen, unterscheiden 
wir eine Reihe von Méglichkeiten: 

a) A, liegt auf der Peripherie von K: Drehen wir D auf K um den Punkt Ay, 
so bemerken wir, daB die Massendichte u(r, p) in dem auf D fixierten Punkt r 
eine konvexe Funktion des Drehwinkels » darstellt. Entsprechendes gilt dann 
aber auch von dem iiber das gedrehte Dreieck L(g) erstreckte Integral 


M(D())= f udr. 
D(¢) 
Da o (D) hierbei erhalten bleibt, ist ®[D(q)] mithin wieder konkav und 


nimmt das Minimum in einer der beiden Grenzlagen an, in denen wir AnschluB 


an 2. gewinnen. 


b) In dem nun zu behandelnden Fall wollen wir voraussetzen, daB die 
Beriihrungspunkte des zu A; A,(j=1,2) parallellen Tangentenpaares an K 
fiir wenigstens ein j nicht beide innerhalb der gleichen durch die Gerade A, A, 
definierten Halbebene liegen. 

Da wir dann bei Parallelverschiebung von A; A, oder A,A, wieder unter 
Benutzung des Ergebnisses von § 2, 2a*) ahnlich wie in 2. auf die Konkavitat 
des Funktionals ® schlieBen kénnen, nimmt dieses sein Minimum in einer der 
beiden Grenzlagen an, in denen entweder A, (k +7) oder A, auf dem Umfang 
von K zuliegen kommt und damit entweder zu 2. oder 3a) AnschluB erreicht ist. 

c) Ist die Voraussetzung b) weder fiir A, A, noch fiir A, A, erfillt, so 
treffen wir noch einmal eine Fallunterscheidung: 

a) Die Gerade A, A, laBt A, und den Mittelpunkt von K in der gleichen 
Halbebene liegen; 

B) Die Gerade A, A, trennt A, vom Mittelpunkt. 

Der Fall « erlaubt es, die Ergebnisse von § 2, 2b*) in Anwendung zu bringen. 
Dazu bezeichne C,, C, die Schnittpunkte der Geraden A, A, mit der Peripherie 
von K und 47, A* ihre Schnittpunkte mit den 
zu A, A, bzw. A, A, parallelen Geraden durch Ay 
ihren Pol P, (Fig.3). Da sich die Intervalle C, Af 
und A} C, dann iiberlappen, muB wenigstens ein 
A;(j = 1 oder 2) sich auf dem zugehérigen Inter- 
vall C; A; befinden. Dann stellt M(D(2x)) bei 
Verschiebung von A; A, parallel zu sich gemaB 
§ 2, 2b*) eine konvexe Funktion des Verschie- 
bungsparameters x dar und ®[D(zx)] wegen der 
linearen Abhangigkeit des Inkreisradius o [ D (2) ] 
von z eine konkave Funktion. Dies gilt auf dem 


kleineren der Intervalle C; A} bzw. C, A,, wenn 


A, dadurch definiert ist, daB der Eckpunkt A,(x) 


fiir A;(x)= A, auf den Umfang von K fallt. Da 
®([D(zx)] sein Minimum auf dem Rande dieses 











354 D. Oumann: Uber die Summe der Inkreisradien bei Uberdeckung. 


Intervalls annimmt, gewinnen wir im Fall A;¢ C; Af entweder Anschlu8 an 
2. oder 3a). Im Fall A;¢ C; A§ bedarf es, wenn ®[D(zx)] sein Minimum im 
Punkte A; annimmt, einer unter den Voraussetzungen Aj € Cy Az (k = 1 
oder 2; k+j) und Az ¢ C, A, durchzufiihrenden zusitzlichen Verschiebung von 
A, Ay, um endgiiltig auf 2. oder 3a) zuriickfiihren zu k6énnen. 

Im Fall 8 mégen EZ, und EZ, die Schnittpunkte von A, A, bzw. A, A, mit 
dem Umfang von K sein. Liegt dann E; naher an der A, A, enthaltenden 
Sehne C, C, als EB, (j,k = 1 oder 2; j +k), so verschieben wir alle zu C, C, 

parallelen Sehnen von D unter Beibehaltung 
ihrer Lange derart in ihrer Richtung, da8 ein 
neues Dreieck D* entsteht, dessen eine Seite 
auf der Geraden C; £; liegt (Fig. 4). D* ordnet 
sich dann Fall 2). unter; zu zeigen bleibt 
mithin, daB 
(5) @(D*) =< ®(D) 
Z besteht. 
Indem wir uns an die Voraussetzung dieses 
Abschnitts 3a) erinnern, daB die zu A, A, 
(A = 1, 2) parailelen Tangentenpaare jeweils 
das gleiche durch C, C, abgeschnittene Seg- 
ment von K beriihren sollen, erkennen wir, 
Fig. 4. daB < #; C; C, geringer ist als jeder der 
Winkel A, A, A, bzw. A, A, A,, woraus sich 
aber schon unmittelbar eine Verringerung des Inkreisradius beim Ubergang 
von D zu D* ableitet. Da andrerseits das Integral iiber die Massendichte 
langs jeder zu C, C, parallelen Sehne von D durch die beschriebene Ver- 
schiebung nur vergréBert werden kann, ergibt sich eine Zunahme der Masse, 
womit (5) erwiesen ist. 

Ordnen wir den Fall, daB der Mittelpunkt von K auf der Geraden A, A, 
liegt, noch Fall § unter, so sind damit fiir die Voraussetzung, daB genau 2 Eck- 
punkte von D innerhalb K liegen sollen, alle Méglichkeiten erschépft. 

4. Der letzte Fall, daB alle drei Eckpunkte von D innerhalb K liegen, wird 
aihnlich wie 3a) erledigt: Bei Translation von D auf K in fester Richtung stellt 
die Massendichte «(p, x) eines auf D fixierten Punktes » offenbar eine kon- 
vexe Funktion der Verschiebung x dar, womit das gleiche fiir das iiber das 
verschobene Dreieck D(x) zu erstreckende Integral 


M (D (z)) = P| udp 
)(z) 


gilt. Da zudem o [D(zx)]= const, wird ®[D(x)] konkav und nimmt das 
Minimum in einer der beiden Grenzlagen an, in denen wenigstens ein Eck- 
punkt von D auf den Rand von K fallt und damit einer der bisher behandelten 
Fille eintritt. 











( Eingegangen am 10. Mai 1952.) 














Math. Annalen, Bd. 125, 8. 355—365 (1953). 


Eindeutige Lésungen der Differentialgleichungen 
w" = P(z,w). 


Von 
Hans Wirticu in Karlsruhe. 


In den Differentialgleichungen 
(1) w"’ = P(z,w) = ay(z) w" + a,(z) w"—-1+--++a,(z), n= 2, 


seien die Koeffizienten a;(z) Polynome. Die Forderung, da8 (1) mindestens 
eine in |z| < co eindeutige analytische, nichtrationale Lésung w(z) besitzen 
soll, bedingt die Gradbeschrinkung n < 3, so daB fiir n nur die Werte 2 und 3 
in Frage kommen. Bekanntlich sind alle Lésungen von w” = 6 w® + A, w 4 
+ A, und w” = 2w+ A, w?+ A, w+ A, fiir konstante A, in |z| < oo ein- 
deutig. Diese Differentialgleichungen haben iiberdies die Eigenschaft, daB es 
zu beliebigem endlichen z= p stets eine Lésung w(z) gibt, die z= p zur 
Polstelle hat. Fordert man entsprechend fiir nichtkonstante Koeffizienten 
a;(z) die Eigenschaften 

E,: Es gibt mindestens eine in |z| < oo eindeutige analytische, nicht- 
rationale Lésung w(z) von (1), 

E,: Zu beliebigem endlichen z = p gibt es eine in |z— p| <r eindeutig 


or 


analytische Lésung, die z = p zur Polstelle hat: w(z) = G—pF 


A +--+, fallsn=3,A=+1, 


n=2, w(z) 


so verbleiben von (1) nur die Gleichungen der Form 
(2) w"’ = a(z) + b(z)w+ 6 wv? 
(3) w’’ = a(z) + b(z) w + c(z) w? + 2 wv, 


wobei die Koeffizienten in (2) und (3) noch gewissen Bedingungen geniigen 
miissen. 
Fiir jede Lésung w (z) geht, wie zu erwarten ist, die Ungleichung des zweiten 
Hauptsatzes') in eine Gleichheit tiber 
“ , a . . ; 
(4) » mir, c) +N (+, =) +2N(r, w)—N(r, w’) = 2 T(r, w) + S(r), g=3. 
j=1 \ 
(4) gilt fiir alle r, und das Restglied ist von der Form S(r) = 0 (log r), da jede 
Lésung von endlicher Ordnung ist. Die hier betrachteten Differentialglei- 
chungen gestatten nimlich, die vom Beweis des zweiten Hauptsatzes bekannte 
q 
Beziehung m (r, 1/w’) > 3) m(r, c;) — K, log r (da w(z) von endlicher Ordnung) 
i 
q . 
durch m/(r, 1/w’) < 3) m(r,c;)+ K,logr zu erginzen und damit auf die 
1 
1) Fir Bezeichnungen und Ergeb.isse vgl. man R. NevaNnLinna: Eindeutige analyti- 
sche Funktionen. Berlin 1936. 
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Giiltigkeit von m(r, 1/w’) = 3° m(r, c,) + 0 (log r) zu schlieBen, was nach dem 


j=1 
ersten Hauptsatz (4) entspricht. Weiter lassen sich noch Aussagen iiber das 
relative Anwachsen der im zweiten Hauptsatz vorkommenden GréBen machen. 
Zur Herleitung dieser Eigenschaften der Lésungen wird nur die gegebene 
Differentialgleichung herangezogen, also ein Aufbau auf Ergebnisse einer ein- 
gehenden Integrationstheorie bewuBt vermieden. Ein solches Vorgehen 
scheint insbesondere dann gerechtfertigt zu sein, wenn eine Differential- 
gleichung als Definition .einer bestimmten, evtl. neuen Gattung transzen- 
denter Funktionen angesehen und ein erster Einblick in die funktionentheoreti- 
schen Eigenschaften der Lésungen angestrebt wird. 

1. Zuerst werden unter der Annahme, daB Z, und Z£, erfiillt sind, notwen- 
dige Bedingungen fiir die Gestalt von (1) abgeleitet. Eine gegebene Diffe- 


rentialgleichung (1) besitze gemaB EZ, eine in |z © eindeutige nichtrationale 
Lésung w(z). Da in (1) nur das Glied a,(z) w" die maximale Dimension n > 2 


hat, kann w (z) nicht ganz transzendent sein. w(z) muB also Pole besitzen, 
und zwar in unendlicher Anzahl. Hiatte nimlich w(z) nur endlich viele Pole, 

wire mit einem passenden Polynom p(z) die Funktion g(z) = p(z) w(z) 
ganz transzendent. g(z) miiBte dann Lésung einer algebraischen Differential- 
gleichung Q(z, g, 9’, 9’) = 0 sein, in cer nur ein Glied, nimlich a, p* g", mit 


gréB8ter Dimension n > 2 vorkommt, was unméglich ist. Danach gibt es eine 

Lésung w (z), die fiir z = p mit a,(p) + 0 einen Pol hat. Mit dem fiir |z — p r 

giiltigen Ansatz w (z) - +++ folgt wegen A_, + 0 aus (1) A+ 2=An, 
(z— p)” 

eine Beziehung, die nur fiir 4 = 1, n = 3 und A = 2, n = 2 méglich ist. Nach 


E, soll (1) auch im Punkte z = p mit a,(p) = 0 eine Lésung haben mit einem 
Pol der Ordnung 2 bzw. 1, was aber fiir a,(z) = const. unméglich ist. Wegen 
der in HE, getroffenen Normierung gilt a,(z) = 6 bzw. a)(z) = 2. Das sind aber 


die Gleichungen (2) und (3). 


, b(z ; 

Mit w(z) = u(z) - u(z) + A(z) geht (2) iiber in 

(2’) u’ =a(z)+ 6u*,a(z)=a+bh+ 6h?—h". 
l . : : ; 
Geht man mit dem Ansatz u a 4 sb Cy + *-** In (2’) ein, so 
+ oe P z P 
— a o a” (p) 

erhilt man durch Koeffizientenvergleich c_, = c, =c, = 0 und 12 ¢, 5 


12¢,. Da mit w(z) auch u(z) unendlich viele Pole hat und fiir jede Pol- 
stelle «’’(p) = 0 gilt, muB a«’’(z) =0, also a(z) = a, z+ fy erfiillt sein. (2’) 
hat also die Form 


(P,) u"’ = (a z+ Bo) + 6 u?. 


Die entsprechende Transformation fiihrt bei der Wahl h (z) os) (3) iiber in 
3°) u”’ x (z) B(z)u+2u8 

sila a(z)=a+bh+ch?—h", B(z)=b64+2ch+ 6h’. 
Mit. x (z) 4 + Cg + ¢,(z—p)+--- ergeben sich die Gleichungen A? = 1, 


z P 
C, = 0, A B(p) + 6, = 0, 2c, = a(p)+ A B'(p) + 6 cq, 6c, = a'(p) + B(p)-% 
B’'(p) = 


+ 6Aci + 6c. 
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Aus der letzten Gleichung folgt wegen f(p) c, = —6 Ac?: 


+: 
, A Qrr 
a’ (p) + > B'(p) = 9. 
Fiir jede Polstelle einer Lésung von (3’) muB also «’(p) 4 A(p) B’' (p) = 0 
mit A?(p) = 1 erfiillt sein. Es wird behauptet, daB «’(z) = f(z) = 0 gelten 
muB. Ist im Gegensatz zur Behauptung «’(z) + 0, f’’(z) = 0, so laBt sich aus 
den unendlich vielen Polstellen von u(z) z= p so wiahlen, daB a’(p) +0 
und £’’(p) + 0 erfillt ist. Fiir dieses z = p gilt dann «’ (p) + A(p) B’ (p) = 0. 
Nach £, gibt es eine fiir |z— p| <r giiltige Lésung u,(z) mit der Entwick- 
A, (p) . ; Ai(p) pn 
=a A,(p) =—A(p). Wegen a’(p) + +3” B” (p) 


a’ (p) — A(p) B’' (p) =0 muB «’(p) = BP’ (p) = 0 sein, was der Wahl des 


lung %,(z) 


Punktes z = p widerspricht. Es ist also «(z) = %, 8(z)= 8, 2z-}+ By), und man 
erhalt fiir (3’) die Form 

(P.) u"’ = ty + (PB, z+ Bo) u+ 2 u8. 

Durch die Substitutionen u= yy, z=*-+Ax,pu,x und J passende Kon- 
stanten, gehen (P,), (P,) ber in die Normalformen 


(P,) y’=2+6y falls in (P,) % +0 
(P2) y’=c+ary+2¥ falls in (P,) B, +9, 
(E,) y’=a+6y* falls in (P,) a =0, 
(£,) y’=a+by+2y falls in (P,) B, = 0. 


(P,) und (P,) sind die beiden ersten ParnLevéschen Differentialgleichungen ?). 
(#,), (Z,) sind durch elliptische Funktionen oder Ausartungen derselben inte- 
grierbar. Geht man von (P,) und (P,) zu (2) und (3) zuriick, so erhalt man 


(2) a(z)=a2z+ Bp + 6h? —h", b(z) = 12 h(z), 
(3) a(z)= a+ B,zh+ Bph+2h?—nh”, b(z)= 2, z+ B+ 6h’, 
c(z)=6h. 


Man bekommt danach alle Differentialgleichungen (2) und (3), die den ange- 
gebenen notwendigen Bedingungen geniigen, indem man in (2) und (3) fiir h(z) 
ein beliebiges Polynom einsetzt. 

2. Zum Nachweis, daB umgekehrt jede Differentialgleichung (2) bzw. (3) 
mit den in (2) bzw. (3) angegebenen Koeffizienten die Eigenschaften Z, und EF, 
hat, darf man sich auf die Gin. (P,),..., (Z,) beschrinken. Weiter geniigt es, 
die Betrachtungen fiir (P,) durchzufiihren, da sich die restlichen Differential- 
gleichungen entsprechend behandeln lassen. 

Zum Nachweis von E£, wird eine beliebige endliche Stelle z = p ausgewahlt 


und dazu eine Zahl A(p)=1 oder —1. Mit y(x)= _< +¢,(x%—p)+--- 
p 


A - 
h(x — p), t = «— p, erhalt man formal 
os y. \ me 6A ,. 
h’’ (t) c+ (t+ p)(4 b)+ 6“ h+ SA 42h 
*) Vgl. E. L. Iyce: Ordinary Differential Equatior Dover Publications. — G. Va- 


LIRON: Equations Fonctionelles Applications. Paris 1945. 
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und durch Koeffizientenvergleich 


(6c,+ pA 0, 4e,+¢+A=0, 6c,=—6¢c,+ pe,+6Aci, 


5 
\(m(m — 1) — 6) cy = Cn_g + Peng + 6 A Gy, + 2 Bu_, = Pl, Cg, -- +, Cus) 
n—1 n—Z 
fir n> 4. In (5) ist Ay = S¢;¢,_;, By = 3) ¢;A,-; und P ein Polynom 
) 1 ] 1 
TS C,-2- Aus den beiden ersten Gleichungen berechnen sich bei 


gegebenem p und A(p) ¢, und c, eindeutig. Mit diesem c, ist wegen 
¢,(p A? + 6 Ac.) =c, A(p A+ 6c,)=0 die dritte Gleichung fir beliebiges 
c, erfiillt. Nach Wahl von ¢, berechnen sich dann alle weiteren Koeffizienten 
eindeutig, so daB zu gegebenem p und A (p) stets eine formale Lésung von 
(P,) gefunden werden kann. 

Es sei nun C = Max ('¢,|, |/\c,!, } c,|, K) mit K = Max ('p\, 6), also C > 1. 
Mit diesem C gilt dann fir alle nm |c,| < C". Fiirj=1,2,...,n—1=83 sei 
c;| < C! richtig. Dann folgt aus dieser Annahme auch die Giiltigkeit von 
C,| < C™. Nach (5) gilt naimlich 
(n(n — 1) —6) |c,| S K (\en_3| + len—o| + |An—a| + | An-—gi +°°* + [Cn-g Aol) 
und wegen |A; < (j — 1) C’ weiter 


(n(n — 1) — 6) leq! < K (C®-3 4 Cn-24 O-%(] 4+ 24---+ 4+ n—4)+ (n—2)0"-1) 


< K(2C*-!1+4 C*-1(1424+---+n—4+4n—2)) 
<KC*-1(14+2+---+n—l1=K so C"—! oder 
Die Abschitzung gilt also, wie behauptet, fiir alle n. Fir |jz—p <r —- 


, 1 A (p) 
ist danach |c,(x— p)"| < —s und y(z) 7 +¢,(x—p)+--- stellt in 


2z—p\ <r eine Lésung von (P,) der gewiinschten Art dar. Nach der hier 
durchgefiihrten Abschaitzung hingt die Zahl r = — von der Stelle p ab, was 
auch fiir (P,) gilt. Im Falle (#,) und (Z,) besteht diese Abhingigkeit nicht, 
da p nicht in die Abschitzung eingeht. 

(P,) hat fiir a +0 keine rationalen Lésungen und fiir a = 0, By + 0 ist 
nur u(z) = const. médglich. Ist schlieBlich a = £, = 0, d.h. u’’= 6 u?, dann 





sind u (z) , p beliebig, die einzigen rationalen Lésungen. Die An- 


(z—p}? 


nahme, daB (P,) rationale Lésungen y (x) one) hat, liefert die Bedingung 
n =m -+ 1, und aus der Entwicklung y(z) “! +--+ fiir x= oo folgt y(zx) 
mit cf = 1 und c=—c,. Das trifft nur fiir c= —1 bzw. c= 1 zu, und dann 
hat (P,) y = bzw. y = — . als einzige rationale Lésung. (P,) mit a» + 0, 
6, +0 hat dann und nur dann rationale Lésungen, namlich u (z) “: 
A Fy und p +, wenn a; = f°. Fiir a, =0, 6, + 0 ist nur u(z)=0 


1 
moglich. Ist 8, = a = By = 0, so hat wu’ = 2 u® als einzige rationale Lésungen 


u (z) ae! A? = 1 und p beliebig. Sind a, 8, nicht beide gleich Null, 
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dann gilt fiir jede rationale Lésung in z= oo die Entwicklung u(z) = ¢ + 
: +++ mit a + Bc+ 2c =0und £, + 6c? =0. Hat Q(u)=a, + Bu 
z 


+ 2u® = 0 die einfachen Wurzeln c¢,, c,, c,;, dann sind diese Konstanten die 
einzigen rationalen Lésungen von u’’ = Q(u). Im Falle einer Doppelwurzel c 
muB jedes rationale u(z) = c, da u(z) den Wert c nur in z = oo (zweimal) an- 
nimmt, von der Form u(z) = c + Ss - Ss sein mit 42=1, ¢(p—q)=A. 
Einsetzen zeigt, da diese rationalen Funktionen auch tatsichlich Lé- 
sungen sind. 

Nach N. H. ABE und P. PAIntEv#?) ist jedes Integral von (P,),... (#,) 
eine in |2| < co eindeutige analytische Funktion; damit ist auch jede Lésung 
von (P,), (P,) in |z| < co eindeutig analytisch. Da nach den letzten Bemer- 
kungen iiber die méglichen rationalen Lésungen von (P,), (P,) diese in keinem 
Falle die Gesamtheit aller Integrale umfassen, gibt es stets Lésungen mit der 
Kigenschaft Z,. Die durch FZ, ausgezeichneten Lésungen, deren Existenz zu- 
nachst nur fiir eine passende Umgebung von z = p gesichert war, sind mit dem 
Charakter einer eindeutigen analytischen Funktion in |z! < co fortsetzbar. 
Diese wichtige Eigenschaft spielte bei der Herleitung der notwendigen Be- 
dingungen in 1. keine Rolle. 

Die Bedingungen EZ, und £, sondern also aus w’’= P(z, w) die durch (2), 
(3), (2) und (3) bestimmten Differentialgleichungen aus, und umgekehrt haben 
diese Differentialgleichungen bzw. ihre Lésungen die in Z, und FZ, geforderten 
tigenschaften. 

3. Zur Herleitung der Wertverteilungseigenschaften wird wesentlich von 
der Tatsache Gebrauch gemacht, da8 jede Lésung von (2) und (3) von end- 


“ 
“ 


licher Wachstumsordnung ist, also der Bedingung lim oa < oo geniigt. 


To 
Da w(z) und u(z) von gleicher Ordnung sind, darf man sich auf (P,) und (P,) 
log T(r, u) 


beschrinken. Der Beweis der Behauptung lim 
ogr 


< oo wird sehr ein- 

r+ 
fach, wenn man die von AHLFoRS und SxHimizu‘) stammende geometrische 
Interpretation der Charakteristik 7'(r, w) heranzieht. Bedeutet a A(r, uw) den 
in spharischer Metrik gemessenen Inhalt des von u = u(z) als Bild des Krei- 


ses |z r erzeugten Rizmannschen Flichenstiickes F,, also a A (r, u) 


u’|? -_ : 7 . “ 

| / U4 lu df,, df, = Flachenelement in der z-Ebene, so ist die sphi- 
, Tr r 

Z| =f 


rische Normalform der Charakteristik der Ausdruck | b. \. & dt, und es gilt 


j t 
. A(t, u) 0_ 
| —~ dt = T(r,u)+0(1). Jede Lésung von (P,) geniigt auch der Be- 


6 








ziehung u’? = 2 By u+2a,zu+4u 3 —2a, F(z) mit F(z) = { u(z)dz. Nach 
dem angegebenen Polstellenverhalten von u(z) ist F(z) in |z| <o ein- 
j 
. . , u - 
deutig analytisch. Wegen ath : 1 fir 7 = 0, 1 ., 4 erhalt man aus 
: r \wj*)* 
1 . 19 9 ° 4x 
dem Ausdruck fiir uw’? a2 A(r,u)< 22 Bo 7? +42 1? + —— |u| 7? + 
*) Retuicn, F.: Elliptische Funktionen. und die ganzen Lésungen von y= f(y). 


Math. Z. 47, 153—160 (1940) und a. a. O., Anm. 2 
*) Vgl. a. a. O., Anm. 1. 
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> IP , ; ' 
2 |x| - | | : a —df,. Zur Abschaitzung des letzten Summanden betrachte 
J J ( a CUT 
jai or 
man auf z o die Bégen A, und Ag, die so festgelegt werden: Auf A, gilt 





7 \F A F ) k 
I u ry auf 1, I |u r Dann ist | So dq 
1, 
. lel ie es | : PF eee 
0° | is dg < 220. Weiter erhalt man | a lal dg J F dg 
1 1, , 
L(o). Dieses Integral existiert, da die méglicherweise auf |z o gele- 
. . , iL ee. . 
genen Polstellen den Bégen A, angehéren. Nun gilt “= | F\ dq 
2 ao co 
0 ; 0 
- * UU + vY, ‘ ‘ 
“4 21 y? ° dm. Wegen +vv,)* < (u?+ v*) (us + v? 
| Fo Vu dq | To dq gen (uu,+vv,)* < (u*+ v*) (u, +v,) 
1 i 
iL _— l ar L a . 
erhalt man —— < [ |F dg: / Fidg {@) also L(o): (20) o fiir 
dg~ j e. Q P Qo ~ 
i, 
; ; - h Fi(oe'*) 
alle 9 >, >0. Mithin gilt auf allen Kreisen |z = 0 > 0, | —— ~~ dy 
_— “= J (1+ |u(o e*%))*)? 
U0 
Pes . ae ps anac st / wu): Ps 
> K,o und J | WF df,< Ky? K,. Danach ist A(r,u)< Ky? 
z r 
+ K, und T(r,u)< Ar* + B, giltig fir alle Lésungen von (P,). Jede 


Lésung von (P,) geniigt der Beziehung 


u2?—-2a,u+ B, u®+ uf 


12 u? B, F(z), F(z) f u2 dz. 


Wegen des Polstellenverhaltens von u(z) ist F(z) in |z| < o eindeutig ana 
lytisch. Eine analoge Rechnung fihrt zu 7'(r, uv) < A, r° + B,, giiltig fiir alle 
Lésungen von (P,). Fiir «, = 0 in (P,), B, = Oin (P,) folgt T (r,u)< Ar? + B. 
Hier fallt die nach dieser Methode gefundene obere Schranke 2 fiir die Ord- 
nung mit der Ordnung der doppeltperiodischen Lésungen von (P,), (P,) zu- 


sammen. Die durch die Substitution v= yu y,z=x-+ A x zusammenhiangenden 
Lésungen u(z) und y(z) sind von gleicher Ordnung o < oo. Es sei o die Ord- 
i u’ u’ —* i 
nung von y(z). Aus 6 u? . u— (% z+ fy) folgt, da w(z) von endlicher 
u Uu 
Ordnung ist, m(r,u) = O(log r) und entsprechend fiir (P,). Bezeichnet K, 
ie x r . : - 
den Kreis |x + {| STW 80 ist n(r, wu) gleich der Zahl der Polsteitlen von y (x) 
auf K, und diese Anzahl liegt zwischen den Grenzen n(o,,, y) und n(oy, y) 
r x r x - ° . 
mit Qm =W>— |Z) eu =a, +\z!- Damit erhalt man wegen m(r, y) = O(log r) 


log N (r. u) ; 


fiir bel. e >0 die Beziehung e fiir alle r > r(e) und 


log r 
log N (r;, u) ae ae : — log N(r.u 
o Sn eee , giltig fiir eine Zahlenfolge r,;+ oo, also lim EES. we, 
Og Tj d o> @ log r 
, ; . .. wa log Tir, u 
was wegen m(r,u)=0 (log r) fiir nichtrationales u(z) mit lim en 
ogr 
T>« 


gleichbedeutend ist. Nach P. Bourrovx') gilt fiir die Lésungen von (P,) 


5) Boutroux, P.: Sur quelques propriétés des fonctions entiéres. Acta math. 28, 
174— 187 (1904). 
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jj N 
bzw. (P,) lim me Ne. ¥) mp bzw. 3, also o = 5 baw. o = 3. Von diesen Er- 
Pee ogr 2 2 


gebnissen wird hier kein Gebrauch gemacht. 
4. Fir jede Lésung von (2) gilt nach 3. m(r, w) = 0 (log r). Ist k eine be- 
liebige endliche komplexe Zahl, so folgt aus 


w’ =a(z)+ kb(z) + 6k + b(z) (w—k) + 
+ 6 (w? — k*) = D(z) + b (z) (w— k) + 6 (w?— k) fiir D(z) = 0 
1 1 w”’ : ea rk Tt 7. oo 
——- yaricct- b(z) —6 (w + k)). Nach Ubergang zur Schmiegungs- 
funktion erhalt man daraus nach dem Satz iiber die Schmiegungsfunktion der 
logarithmischen Ableitung und wegen m (r, w) = 0 (log r) 





1 
m (r, — z) 0 (log r). 





Fiir nichtrationales w(z) gilt daher nach dem ersten Hauptsatz lim ee =] 
roo + (& 
, : n(r, k) a oe P —— 
und weiter lim alr F) 1 fiir beliebige Zahlen k und k’. Das ist im wesent- 


r>« 
lichen der Inhalf eines Satzes, den Parnievé fiir die Lésungen von w’’ = z 
6 w* aussprach. Aus (2) folgt durch n-malige Differentiation nach z 
wh" + 2) = al (z) + D(z) w+ Q(z, w, w’,..., w™). 
Q ist ein Polynom in z, w, w’..., w™, und jeder Summand enthalt mindestens 
eine der GréBen w’,...,w™ als Faktor, so daB in - Q(z,..., w™) jeder 


(a) 
J w 
Summand von der Form A ;(z) 


— wPe(w')P... (w)m ist, A,(z) ein Poly- 

w 

nom, p, nichtnegative ganze Zahlen und 1 < 4 <n. Da fir endliche Ordnung 
‘ , 1 

von w(z) mit m(r, w) = 0 (log r) auch m(r, w%) = 0 (log r) gilt, folgt m (r, — Q) 


O(log r). Nach (2) ist, falls D(z) + 0, a (z) = 9, wenn n die kleinste Zah] 








. a™b . 
mit = (QO ist. Aus 
dz 
(n + 2) (n) 
w a’ (z l 
; - ) .. — Q(z,w,...,w™) 
w w w 


folgt dann m/(r, =) 0 (log r) und nach dem ersten Hauptsatz N |r, —) om 
N (r, w’) = 0 (log rr). Beachtet man noch 2 N (r, w) = 2 T(r, w) + 0 (log r), 
on te Y m (r,¢;) + N(r, 1/w’) — N(r, w’) + 2 N(r, w) = 2 N(r, w) + 0 (log r) 
2 T(r, w) + 0 (log r) fiir alle r richtig, also (4) im Falle D(z) + 0 fiir jede 


Lésung von (2) giiltig. Aus N,(r, w) : Nir, w), N(r, 1/w’) = N(r, w’) 
3 


l 
0 (log r) => und ®,— 


2 — T(r,w) 
' N(r,1/w’) 3 , a ae P P 
pe z also eine genaue Defektrelation @, + (0c) = 2. 


Fiir den bisher ausgeschlossenen Fall D(z) = 0 ist wegen (2) h(z) = const. 


; N,(r,w 
Nir, w) + O(log r) folgt @(co) = lim uf, w) 


r 


und a =0 in (P,) notwendig, so daB eine Differentialgleichung w’’ = a 
b w + 6 w? mit konstantem a und 6 vorliegt. Zur Diskussion ihrer Lésungen 
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kann man die Pe-Funktion heranziehen. Man kann aber auch, und das soll der 
Vollstandigkeit halber hier geschehen, die wesentlichsten Eigenschaften der 
Lésungen unmittelbar der Differentialgleichung entnehmen. Dazu darf man 
wegen h(z)=const. von w’’=a-+6w* bzw. w?=a+2aw+4u5=4(w é,) 
(w — ey) (w— e,) = 4 w*® — g, w — g, = P(w) ausgehen. Hat P(w) = 0 nur ein- 
fache Wurzeln, so folgt fiir beliebige endliche k aus 


w’ 2 Fe atin P (k) P’(k) 
} 4(w+2k)+ (w— ky? eul 





m (r, 








l 
wn ) 0 (log r) 





3 
: . : , , ’ 1 
und daraus in Verbindung mit 2m(r,1/w’)< >'m (r, - } + 0 (1) 
P » a w—e 
I j 


m(r, 1/w’)=O(logr). Die einfachere Form dieser Differentialgleichung gegeniiber 


(P,) mit a, +0 gestattet eine genauere Analyse der Gesamtverzweigtheit 
@, im Endlichen. w’(z) verschwindet nur an den e,-Stellen von w(z), und an 
: . : - 1 dP : 
allen diesen Stellen wird wegen w — + 0 der Wert e, doppelt 
2 dw \w=e, j 


angenommen. Zufolge m(r,e;)= 0 (logr) gilt N,(r,e;) 


N(r,e;) = T(r,w) + 


bo| _ 


O(log r) oder # (e,) ; , also D, = H(e,) + P(e.) + Hes). Falls k =c Doppel- 


wurzel von P(w) = 0 ist, also 4 = g* — 27g = 0, schlieBt man nach dem 

Eindeutigkeitssatz, daB fiir jede nichtkonstante Lésung von w’? = 4 (w—c)? 

(w+ 2c) der Wert c Picarpscher Ausnahmewert ist: d(c)=1. Wegen 
; , . 

N (r, — 2c) gibt der Wert — 2c 


m(r,—2c)=O(logr) und N,(r,—2c)=~ 


, : . : l = 
zur Verzweigtheit ®, den Beitrag #(— 2c)=-, . Es ist ®, = ®(— 2c), da aus 


(—|’ = 4 = ) - m (r, 1/w’) = m(r,c) + O(log r) folgt und damit 


w’ 4(w + 2c) 





, = 3 ay ‘ P 
nach dem ersten Hauptsatz N (r, 1/w’) = = N (r, w) + m(r, w’)—m/(r, 1/w’) 


~ 


+ N (r, w) + 0 (log r) 3 T(r, w) + O(log r). Wegen #(co) = 1/2 gilt eine ge- 
naue Defektrelation 6(c) + #(— 2c) + @(coc) = 2. Ohne Beniitzung der Lé- 


sung w(z) =c—3csin-? (V—3c-z+C) von w? = 4(w—c)*? (w+ 2c) lab 
sich weiter noch zeigen, daB w(z) von der Ordnung | ist. Da ¢ Picarpscher 


Ausnahmewert ist, erhalt man in g(z) eine ganze transzendente 


w(z)—c 
Lésung der Differentialgleichung g’* = 12c g? + 4g. Ist v(r) der zu g(z) ge- 
hérige Zentralindex, dann folgt wegen c+ 0 aus der Differentialgleichung 
y(r) = Y12\e r(1+A(r)) und daraus log M(r) = Kr(1+h(r)),0< K<.o, 
und A(r) +0 fiir r+oo. Mit g(z) ist aber auch w(z) von der Ordnung 1. Im 
Falle einer dreifachen Wurzel liegt die Differentialgleichung w’? = 4 w* mit 
dem allgemeinen Integral w(z) = 1/(z — p)* vor. 

5. Zuniichst wird in (P,) 8, + 0 vorausgesetzt. Nach 3. ist fiir jede Lésung 
w(z) von (3) m(r, w) = O(log r). Ist & wieder eine beliebige endliche komplexe 
Zahl, so folgt aus w’’ = D(z) + b(z) (w— k) + ¢(z) (w? — kb) + 2(w*— k*) mit 


D(z) = a(z)+ b(z)k+c(z)P+2h m (r, _— O(log r), falls D(z) + 0. 








k 
Diese Bedingung ist fiir h(z) + const. wegen (3) sicher erfillt. Jede Lésung 
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ist also frei von defekten Werten, und fiir beliebige Werte k und k’ gilt 


lim a 1. n-malige Differentiation von (3) nach z fiihrt zu 
— nT, 
w+ 2) — a (z) + O™ (z) w + c&™ (z) w*? + Q(z, w, w’,...,w™), 


und bei A(z) + const. laBt sich nach (3) n so wahlen, daB b™(z) = c™ (z) = 0, 
aber a™(z) +0 gilt. Dann folgt wie in 4. m(r, 1/w’) = O(log r), also wegen 
N (r, 1/w’) = N (r, w’) + 0 (log r) = 2 N (r, w) + O(log r) = 2 T(r, w) + 0 (log r) 
@, = 2 und (4). Ist A(z) =const., so ist fiir a,+0 noch D(z) + 0 fiir alle k. 


ut 
) 








. w—h = w—h 
Dann erhailt man aus -——= f, ——+(b+2cw+6w*) m (r, ; ) = 
w w w 
: ats w—h 
0 (log r) und zusammen mit m(r,1/w’)< m |r, =—}-+ m(r, l/w — h) + O(1) 
w 
n(r, k) 


wieder m(r, 1/w’)=0 (logr). lim ———- 

(r, 1/w’) (log) roa Mr, &) 
los fiir 6,+0 und a +0 giiltig. Im Falle a,=0 verschwindet D(z) identisch 
nur fir h=k. Dann kann man nicht mehr in der angegebenen Art auf 
m(r,l/w—h) = O(log r) schlieBen. Da auch in diesem Falle die Beziehung 

{ w—h ; , - F - , 
m\r, Dongen 0 (log r) richtig bleibt, erhalt man zusammen mit m(r, 1/w—h) 
w 


1, ®,= 2 und (4) sind also ausnahms- 





m(r, 1/w’)+ Clogr mi(r, 1/w’) = m(r, 1/w— h) + 0(logr), also (4). Die 
Funktion u(z) = w(z)—h geniigt den Gleichungen w’’= (f,z+ fy) u+ 2 u5 


und wu’? = (B,2z+ B,) u® + ut — B, F(z), F’(z) =u? Aus (“ ) (B,2+ Bo) 
F(z : +) 

B, Fa + u® entnimmt man wegen £8, +0 m/(r, F/F’) = 0 (log r) und daraus 
weiter m(r,1/F) = m(r, 1/F’) + 0 (log r) = 2 m(r, l/u) + O(logr). Da aus 
m(r,F) = 0 (log r) und N(r, F) = N(r, u) nach dem ersten Hauptsatz 7'(r, F) 

T(r,u)+ 0 (logr) folgt, bekommt man 246(0,u)=6(0,F)< 1, also 


0 < 6(0, u): =. Der fiir «,= 0, B,+ 0, h=k mégliche Defekt 6(h, w) kann 


mithin héchstens gleich 1/2 sein. Dabei bleibt hier unentschieden, ob iiber- 
haupt 6(h, w) > 0 zutreffen kann. In dem noch ausstehenden Falle 6, = 0 
darf man sich auf w= a + Byw 4-2 w® = Q(w) baw. w? = a+ 2% w4 
By: w* + wt = P(w) beschrinken. Je nach Wahl der Anfangsbedingungen in 
w’’ = Q(w) erhailt man Lésungen von verschiedenem Wertverteilungsverhalten 
Ist fiir beliebiges endliches k = c nicht gleichzeitig P(c) = 0, P’(c) = 0, so 
folgt aus w’?= P(c)+ P’(c) (w—c)- -+ (w—c)* wie in 4. m(r, 1/w—c) 

0 (log r) und m/(r, 1/w’) = O(log r). Sind dann c¢, die vier verschiedenen 
] 


Wurzeln von P(w) = 0, so gilt zufolge N,(r,¢.) = ~ 


T(r, w) +0 (log r) B(c;) 
B29 =) oes, 4. Hat P(w) = 0 genau eine Doppelwurzel, also w’? = (w—c) 

(w—cs) (w—c,), so muB nach dem Eindeutigkeitssatz fiir nichtkonstantes w(z) 

der Wert c Picarpscher Ausnahmewert sein. c,,¢, sind Normalwerte mit 


. = ‘ 
N,(r,¢,) =-, T(r, w) + O(logr), also #(c 


3) D (cq) 1/2. (4) ist weger 

m(r, 1/w’) = m(r, 1ljw—c) + O(log r) erfiillt. ie Ordnung der Losunge 

ergibt sich wie in 4. auf dem Wege iiber den Zentralindex zu 1. Ist noch c,= c¢, 
c’, so sind, falls w(z) eine transzendente Lésung ist, beide Werte ¢ und « 
Picarpsche Ausnahmewerte. Aus der /iffer algleichune folgt m L/w’) 


m(r,c)+ m(r,c’)+ O(logr). w(z) ist, wie das Anwachsen des Zentral 
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> er zeigt, von der Ordnung 1. Damit sind alle trans- 
Wi(z)-— Cc 


zendenten Lésungen der Differentialgleichung erfaBt. Hiatte nimlich w” 
(w—c)® (w—c’) bzw. w’?= wt eine transzendente Lésung, so miiBte, da c bzw. 0 


index von g (z) 


Picarpscher Ausnahmewert wire, g (z) bzw. g(z) = 1/w(z) ganze 
-C 


w(z)— 
transzendente Lésung der Differentialgleichung v’®? = 1+ (ec —c’)v bzw. 


vy’? = 1 sein, was unmédglich ist. 


Zusammenfassung. 

Jede Lésung der Differentialgleichungen (2) und (3), deren Koeffizienten 
den Bedingungen (2) und (3) geniigen, ist in |z| < o eindeutig analytisch, 
von endlicher Wachstumsordnung und erfiillt die Beziehung (4). Fiir nicht- 
konstante Koeffizienten a(z), b(z), ¢(z) gilt, wenn man von dem unerledigten 
Fall a, = 0, 8, + 0 absieht: 
n(r, k) 


6 i eas ike 
(6) lim air F) 


rx 


1 fir beliebige komplexe Zahlen k und k’. 
. ‘ F , : . : N,(r) . 
Der Gesamtindex der algebraischen Verzweigtheit ® = lim Tw ist stets 
— (r, w 
gleich 2. 
Geht man fiir konstante Koeffizienten zu w’*= P,(w) bzw. w’?= P,(w) 
iiber, so gelten die folgenden Verzweigungseigenschaften 


3 
Py= 4 (w—e,) (w— eq) (w—e) B=, + Pc) = Y O(e)) + O(c) = 3-4 
2 
-_ (6) far bel. & und k’. 
4(w —c)? (w+ 2c) ®D = ©, + O(c) = O(— 2c) + B(w~) = 2-5 
d(c)= 1. 
4w? Keine transzendenten Lésungen. 
4 
P, = (w—¢,)...(w—c,) = 9,= 3 B(c;)=4- 2 , (6) fiir bel. k, k’. 
: 2 
P, (w c)* (w C3) (w C4) @ = ?, e (C3) +B (C4) 2: ~ é (c) l 
P,= (w—c)* (w—c’)? ®=@D,=0, S(c)= d(c’)=1. 
P,= (w—c}? (w c’)) —. : 
: . Keine transzendenten Lésungen. 
P,=w j : 


6. Sind in der Riccarischen Differentialgleichung w’ = a(z) + b(z) w + w? 


die Koeffizienten a(z), b(z) Polynome, so ist jede Lésung w(z) in |z| < « 

eindeutig analytisch und von endlicher Ordnung. Das ersieht man aus 

der zugeordneten Gleichung wu" — b(z) wu’ a(z)u=0 mit w -u' ju. 

Die Ordnungsbeschrinkung kann man aber auch mit der in 3. beniitzten 

Methode beweisen. Dazu bildet man w’?= a?(z) + ----+ w* und beachtet 
wi) 

Tae 1. Man erhalt T(r,w)< Ar? + B mit p= 2+ 2 Max (a, £), 


wenn a, § die Grade von a(z), b(z) sind. Wie bei (2), (3) gestattet auch die 
Riccatische Differentialgleichung den Beweis der Beziehung m(r, 1/w’) 
q 
> m(r,c;) + C log r, so daB (4) gilt. Auch die wichtige Klasse der linearen 
i 
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Differentialgleichungen w'™) + a,,_,(z) w™— +. -+++ a,(z) w’ + ag(z) w = 0, 
a,(z) +0, mit rationalen Koeffizienten erméglicht, da jede in |z| < o ein- 
deutige Lésung von endlicher Ordnung ist, den Beweis der Beziehungen 
m(r, 1/w’) = m(r, 1/w) + O(logr) und m(r, w’) = m(r, w) + 0 (log r)*). In 
diesen Fallen gestattet allein die Form der Differentialgleichung in Verbin- 
dung mit einer groben Aussage iiber das Anwachsen der Lésungen den SchluB 
auf die Giiltigkeit von (4). Danach ist es nicht iiberraschend, daB kein 
Beispiel einer transzendenten Funktion bekannt ist, wo m(r,w) ~ m(r, w’) 


q 
und m(r, 1/w’) ~ 3’ m(r, 1/w c;) nicht streng gilt. Geniigen doch viele der 


1 

bekannten Funktionen (bekannt in dem Sinne, daB sie eine Berechnung 
der in Frage kommenden WertverteilungsgréBen zulassen) gerade gewdéhn- 
lichen Differentialgleichungen der erwihnten Bauart. 

Die Lésungen von w’ = a + b w + w? (2), (3) und von linearen Differential- 
gleichungen mit rationalen Koeffizienten sind, wenn man in erster Linie an 
das Auftreten defekter Werte denkt, nicht besonders interessant, da fiir die 
ersten nur in wenigen Ausnahmefillen defekte Werte vorkommen und bei 
letzteren neben w = co mit 6(co) = 1 héchstens noch w = 0 einen positiven 
Defekt haben kann. Unter den Lésungen von w’=a-+ bw-+ w? gibt es keine, 
die einen positiven Index der algebraischen Verzweigtheit besitzt, eine Eigen- 
schaft, die auch noch in groBem Umfange fiir (2) (von #(co) = 1/2 abgesehen) 
und (3) gelten diirfte. Es ist zu erwarten, daB diese Funktionen fiir den Zu- 
sammenhang zwischen Wachstumsordnung und Flachenbau von Interesse sind. 





6) Wrrricn, H.: Uber das Anwachsen der Lisungen linearer Differentialgleichungen. 
Math. Ann. 124, 277—288 (1952). 


(Eingegangen am 4. Juli 1952.) 
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Stérungstheorie des kontinuierlichen Spektrums fiir 
gewohnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung ’). 
Von 
JORGEN Moser in Gottingen. 


In letzter Zeit wurde das Eigenwertproblem 
(p(x) uw) +q(x)u=Ak(x)u ina<2z<b 


haufig untersucht, nachdem H. Weyt [2] vor 40 Jahren fiir diese Differential- 
gleichung zum ersten Male eine Spektraltheorie entwickelt hatte, bei der an 
den Intervailenden x =a, x= 5 beliebige Singularitaiten der Koeffizienten 
p(x), q(x), k(x) und a 0, b + co zgugelassen waren. Hier soll diese 
Differentialgleichung in Abhangigkeit von einem reellen Parameter betrachtet 
werden, eine Aufgabe, die sich auch aus physikalischen Fragen ergibt. Ins- 
besondere ist der Fall von Interesse, daB die Funktion q (x), die in den An- 
wendungen der Quantenmechanik die Rolle des Potentials spielt, in eine kon- 
vergente Potenzreihe nach dem Parameter ¢ entwickelt werden kann: 


q(x) = 9° (x) + eq? (z) + eg? (xz) +°-°: 


wahrend p (x), k(x) und das Intervall (a, b) von e unabhiangig sind. Fiir eine 
solche Differentialgleichung sind Siatze iber die Abhangigkeit der Lésungen 
von dem Parameter bekannt; es gibt z. B. stets ein Fundamentalsystem, das 
regular analytisch von ¢ abhingt. Obwohl aus einem solchen Fundamental- 
system letzten Endes alle Aussagen iiber Spektrum und Eigenfunktionen ge- 
wonnen werden kénnen, folgt doch daraus keineswegs, daB die Spektral- 
darstellung regular analytisch von ¢ abhangt. Im allgemeinen kann man nicht 
einmal erwarten, daB das Spektrum einer solchen Differentialgleichung stetig 
von dem Parameter ¢ abhingt, wie man an dem einfachen Beispiel 


” 


—~u" +ex2u=(Au in 0<2<o@ 
bei der Randbedingung u (0) == 0 erkennt. Wiahrend fiir « << 0 das Spektrum 
rein kontinuierlich ist und die ganze reelle 2-Achse erfiiilt, liegt fiir ¢ = 0 das 
Spektrum nur auf der positiven 4-Achse. Fiir e > 0 schlieBlich erweist sich 
das Spektrum als diskret. Dieses uniibersichtliche Verhalten des Spektrums 
der Differentialgleichung hat hauptsichlich seinen Grund darin, daB das ,,Stér- 
glied“ e x fiir jedes e + 0 bei x = co zu stark anwiichst. Es wird also die Auf- 
gabe sein, fiir das Stérglied geeignete Voraussetzungen zu finden, unter denen 
die Spektralzerlegung der Differentialgleichung einen reguliren Charakter auf- 
weist. 








*) Diese Arbeit enthalt meine von der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultat 
der Universitat Géttingen angenommene Dissertation. 
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Diese Aufgabe ist fiir den diskreten Teil des Spektrums sogar fiir beliebige 
selbstadjungierte Operatoren durch F. Retuicu [6] erledigt worden. In der 
vorliegenden Arbeit soll daher ausschlieBlich das kontinuierliche Spektrum 
untersucht werden. Dabei wird fiir das folgende allgemein vorausgesetzt, daB 
bei = a der Grenzkreisfall und bei x = 6 der Grenzpunktfall*) vorliegt. Dann 
entsteht die Schwierigkeit, eine fiir verschiedene Parameterwerte ¢ gemein- 
same Randbedingung bei z = azu stellen. Diese Frage wird in § 2 durch Satz 1 
beantwortet werden, unter der Voraussetzung, daB fiir die Stérglieder g(x) 


(vy = 1, 2,...) eine Abschatzung der Form 
b 
(I) f D(x) \g(x)| dx < ik’ (y = 1,2,...) 


mit einer geeigneten Funktion ®(z) gilt. 

Das Spektrum eines selbstadjungierten Operators wird bekanntlich durch 
die in der Spektraltheorie geliufige Spektralschar, die mit Z(A) bezeichnet 
wird, charakterisiert. Sie erweist sich fiir die hier behandelten Differential- 
operatoren als Integraloperator. Wenn man nach der Abhingigkeit des Spek- 
trums von dem Parameter e¢ fragt, wird man zunichst untersuchen, ob sich die 
Spektralschar in eine fiir kleine ¢ konvergente Potenzreihe entwickeln laBt. 
Es stellt sich heraus, daB hierfiir nicht alleine eine Voraussetzung der Form (I) 
fiir die Kleinheit der Stérglieder ausreicht, sondern daB auch die ungestérte 
Differentialgleichung (e = 0) gewissen einschrankenden Bedingungen unter- 
liegen muB. Diese Tatsache wird schon dadurch nahegelegt, daB man im allge- 
meinen keine Regularitét von E(A,) erwarten kann, wenn A, ein Eigenwert 
der ungestérten Differentialgleichung ist. Mit A wird ein Intervall 4, <A<A, 
des Spektrums S der ungestérten Differentialgleichung bezeichnet. In Satz 3 
(§4) wird zu einem Intervall A eine solche Bedingung fir die ungestérte 
Differentialgleichung angegeben (durch die insbesondere Eigenwerte in A 
ausgeschlossen werden), unter der die Regularitit der Spektralschar EF (A) 

E (A,) — £ (A,) far hinreichend kleine ¢ bewiesen wird, wenn noch mit einer 
geeigneten Funktion ® (x) die Bedingung (I) gilt. Die GréBe & in (1) wird fir 
den Konvergenzradius maBgebend. 

Die fiir die eben angegebenen Resultate genannten Voraussetzungen hangen 
von der Wahl des Intervalles A ab. Sind sie aber sogar fiir das gesamte Spek- 
trum S erfillt (dazu ist notwendig, daB S keine Punkteigenwerte enthalt), 
so la4Bt sich iiberdies zeigen, daB die gestérte Differentialgleichung durch eine 
unitaére Transformation U, in die ungestérte transformiert wird! Dann wird 
also insbesondere die Lage des Spektrums von e unabhangig, wenn nur ¢ 
hinreichend klein ist. Ferner laBt sich der Operator U, sowie seine Reziproke 
fiir kleine ¢ in eine konvergente Potenzreihe nach ¢ entwickeln, wie in Satz 4 
(§5) bewiesen wird. Im letzten Paragraphen werden diese Ergebnisse auf 
spezielle Klassen von Differentialgleichungen angewendet und dadurch die 
Bedingungen als erfillbar nachgewiesen. 

Die Werytusche Theorie wird als bekannt vorausgesetzt. [Ihre wichtigsten 
tesultate werden, soweit sie spiter verwendet werden, in der Darstellung 
von K. Koparra [4] in § 1 zusammengestellt. Es sei noch auf die Arbeiten 
von B. v. Naey [7], K. O. Frrepricus [8] und E. Heryz [9] hingewiesen, 
in denen ahnliche Fragen der Stérungsrechnung fiir allgemeinere Operatoren 
behandelt werden. 





2?) Die Begriffe Grenzkreisfall, Grenzpunktfall stammen von H. WEYL [2]. 
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§ 1. Erkliirung des Differentialoperators. 


Die betrachtete Differentialgleichung, die spiter von einem Parameter 
abhangig sein wird, hat die Form 


(1.1) -(p(x)w)Y +q(x)u=Ak(z)u ina<2z<b, 


wobei a,b auch +o sein kann, p(x), k(x) in a< «<b positive stetige 

Funktionen sind und q(x) in a < x < b stiickweise stetig ist. Die Spektral- 

theorie fiir eine solche Differentialgleichung wurde zuerst von H. Weyt [2] 

entwickelt und spiter von anderen Autoren (M. H. Stone [1] Kap. 10, E. C. 

TrrcHMARSH [3], K. Kobarra [4], N. Levinson [5]) unter verschiedenen 

Gesichtspunkten behandelt. In diesem Paragraphen werden die Resultate 

dieser Theorie in der Form, wie sie im folgenden verwendet werden, im An- 

schluB an die Arbeit von K. Koparra wiedergegeben. 

Mit 9 werde der HitBertsche Raum aller in a < x < 6 im Sinne von 

b 

LeBesGue meBbaren Funktionen f(x), fiir die das Integral f{ |f(x)|* k (x) dx 
a 

existiert, bezeichnet und 


Pies i - 
(f,9) =f fla) g(x) k(x) dx; |\f| = (ff) fir f, gc $ 


als inneres Produkt bzw. als Norm erklart. 2 sei der in § dichte Teilraum, 
dessen Elemente u(x) in a< x <b differenzierbar sind, fiir die p (x) u’(2) 
in jedem abgeschlossenen Teilintervall von a < x < 6 totalstetig ist und das 
Integral 

b 

J (p(x) wu’) + q(x) ul? k-1 dz existiert. Fiir alle Elemente uc & werde der 
a 

lineare abgeschlossene Operator 

(1.2) Lu mat (p(x) wy + q(x) u} 

erklirt, so daB die Gleichung (1.1) die Form L u = A u erhilt. Der Operator L 
in 2 ist im allgemeinen, nimlich wenn nicht sowohl bei 2 = a als auch bei 
x = 6b der Grenzpunktfall vorliegt, nicht selbstadjungiert; dies erreicht man 
erst durch Einschrankung von 2 durch Randbedingungen, die jetzt angegeben 
werden sollen. 

Da hier nur der Fall von Interesse ist, daB das kontinuierliche Spektrum 
nicht leer ist, wird im folgenden stets angenommen, dab hei x = b der Grenz- 
punktfall vorliegt; denn wenn an beiden Intervallenden x = a und x = 6 der 
Grenzkreisfall vorliegt, ist das kontinuierliche Spektrum der Differential- 
gleichung (1.1) leer*). Ferner werde bei x = a der Grenzkreisfall angenommen ; 
diese Einschrankung wird zur bequemeren Formulierung der spiiteren Resultate 
gemacht. Dann ist bei x = a eine Randbedingung zu stellen. Dazu benutzt 
man die Tatsache, daB fiir zwei Elemente u, vc & die Ausdriicke 

[u,v], = p(x) (u(x) v(x) — w' (x) v(x)); [u,v], = lim [u,v], 
za 
existieren, was man mit Hilfe der GreENschen Formel beweist. 

Definition: Mit I wird die Menge aller in a < x < b stetig differenzier 
baren, komplexwertigen Funktionen « (x) bezeichnet, fiir die der Grenzwert 
[a, wu], = lim [a, uw], fiir jedes uc & existiert. 


za 


*) Siehe z. B. K. Koparra [4], Theorem 4.3, 5. 937. 
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Dann ist offenbar 2c M. Ferner gilt fiir vier beliebige Funktionen «,, «, 
Xy, XC M die Identitat 


(1.3) [x , tele (og, gle — [o, Xyle [O%g, Hale + Lo, tale (Xe, Xg]e = 0. 


Daraus erkennt man, daB auch fiir zwei beliebige Funktionen «, 6 c I der 
| 
Grenzwert [a, 8 lim fa, §1, existiert. Denn da bei z = a der Grenzkreisfall 
ja > iz 
z—a 
vorliegt, gibt es zwei Funktionen wp, vy Cc &, fiir die [up, v9], = 1 ist. Daher 
folgt aus der Identitit 


[a, Bl, [Uo Vols [a, Ugly [B, Volz — [a, Uple [P, Ugle 
die Existenz von [a, /],. 
Mit einer festgewahlten Funktion « c M, fiir die [x, «], = 0 ist und fiir die 
[x, uw], nicht fiir alle uc 2 verschwindet, lautet die Randbedingung 


(1.4) [a, wu], = 90, 


die als Verallgemeinerung einer fiir eine regulire Stelle z = a erklirten Rand- 
bedingung c, u (a) + c,p (a) uw’ (a) = 0 mit reellen c,, c, anzusehen ist. (In der 
Arbeit von K. Koparra [4] wird in der Randbedingung nur «c & zugelassen. 
Man sieht aber leicht, da® (1.4) mit einer solchen Randbedingung iquivalent 
ist. Denn da [«, w], nicht fiir alle wc 2 verschwindet, gibt es ein 6 C M mit 
[x, 6], = 1. Sind wo, v wieder solche Funktionen aus &, fiir die [u, v9), = | 
ist, so kann man zwei Konstanten ¢,,c, so bestimmen, daB die Funktion 
W = C, Ug + Cov,C L den Bedingungen [w, «], = 0, [w, 8], = 1 genigt. Dann 
folgt aber fiir jedes uc 2 nach (1.3) 


[w, U], = [, W]o (0, Blg = 00, Jy [et Bly —(%, Bla [us ola = [a Uy, 


so daB die Randbedingung (1.4) wirklich mit [w, «], = 0 (wc &) gleichwertig 
ist. Die allgemeinere Formulierung der Randbedingung mit «c I wird im 
folgenden Paragraphen (Satz 1) benétigt). Der Teilraum von &, dessen Elemente 
u dieser Randbedingung (1.4) geniigen, werde mit & bezeichnet. Ist A die 
Einschrinkung von ZL auf Y, so ist A in YW ein selbstadjungierter Operator. 
Dieser Operator A in & wird der folgenden Untersuchung zugrunde gelegt. 

Fiir diesen Operator A berechnet man das Spektrum und die Spektralschar 
folgendermaBen. Da [a«, u], nicht fiir alle wc 2 verschwindet, gibt es ein 


7 
BOM, fir das [«, 2], = 1, [f, Bp), = 0 gilt. Zu den festgewiahlten Funktionen 


a, 6 gibt es zwei Lésungen ¢ (2, A), ® (x, A) von (1.1), die den Bedingungen 


[a, p], = 90, (a, Pj], = 1 


(1.5) , det 
[B, Pla l, [p, 0], =9 


genigen. Ferner sind die Lésungen q¢, # hierdurch eindeutig bestimmt. Dieses 
Fundamentalsystem besitzt folgende Eigenschaften: 


a) p(x, A), y’ (a, A), (x, 2), 0 (x, 2) sind fiir jedes z aus a< x< b ganze 
| Funktionen von A, die fiir reelle 4 reell sind. 

(1.6) [ p(x, A), (2, As) Ja = [0 (x, A), O(a, Ag) ], = 0, [ee (x, A), A(x, Ag)), = 1- 
c) [a, p], = 04). 


*) Demnach ist das Fundamentalsystem ¢, # in der Bezeichnung von K. Kopatra [4], 
S. 934 normal. 
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Zum Beweis von a) beachte man, daB ¢g, # den singularen Integralgleichungen 


z 


p(x, A) = p(x, I) + (A—2) f A(x, y;)) ply, A) Ry) dy 


a 


Zz 
B(x, A) = O(2,1 4+ (A—) f A(x, y;: ) Oly, A) ky) dy 
mit H (x, y;l) = p(2,)) b(y,)) — ply.) 8 (2,1) geniigen. Die Beziehungen 
b) beweist man z. B. mit Hilfe der Identitat (1.3) aus (1.5), und c) folgt un- 
mittelbar aus (1.5). 
Da bei x = 6 der Grenzpunktfall vorausgesetzt war, gibt es fiir jedes nicht 
reelle 4 genau eine Lésung der Differentialgleichung (1.1) von der Form 


(1.7) py (x, A) = B(x, A) 4+ m(A) p(2, A), 


b 
fiir die das Integral f{ |w (x, A)|® k(x) dz fir a<ec< 6 existiert. Hierdurch 


: 
wird die Funktion m (A) in der unteren und oberen Halbebene definiert und 
erweist sich dort als eine regulire Funktion von A, fiir die — Imm (A) - ImA>0 
ist. Ferner existiert fiir alle reellen A der Grenzwert 
A 
(1.8) lim f— Imm (lL + %6)dl= (A). 
6—++0 0 

Die so erklarte Funktion o (2) ist monoton nicht abnehmend und charakteri- 
siert das Spektrum des Differentialoperators A vollstindig. Die Unstetig- 
keitsstellen von o (A) sind die Eigenwerte von A, und die Menge der A, an denen 
o (A) stark monoton ist, bildet das Spektrum von A. 

Wird mit HE (A) die Spektralschar des selbstadjungierten Operators A 
bezeichnet, so gilt fiir jedes reelle Intervall A = (A,, A,), dessen Endpunkte 
A, A, nicht Eigenwerte von A sind, die Gleichung 


b 
(1.9) E (A) f = (B (A) — B (A) f = [ K (x, y: 4) f(y) k(y) dy 
fiir jedes f Cc $, wobei der Integralkern die Form 
(1.10) K (x, y; A) f p(x) ply, )do(l) 
1 


hat. Ist §’ der Teilraum von § aller in a < x < b stetigen Funktionen f(z), 
die in einer (individuellen) Umgebung von x= a und x= 6 verschwinden, 
so liegt ' dicht in §, und es gilt 


db b 
(1.11) (f, (4) 9) =f f f(z) p(2, k(x) dx f g(x) p(x, 1) k(x) dad o(l) 
fa a 


fir f, gC $’, wie man aus (1.9) durch Vertauschung der Integrationsreihenfolge 
herleitet. Insbesondere folgt fiir { = gc §’ 


b 

(1.12) S\S Fla) e (2,0) k(x) dx}? do (l) = |B (A) fi? < |If\?. 
| a 

Mit & werde der Hilbertraum aller in 0» <A< +c o-meBbaren®) 


Funktionen a (A) bezeichnet, fiir die das Integral { |a (A)|* do (A) existiert; 


*) Zur Definition o-meBbarer Funktionen und zur Erklarung der Integrale, die als 
Rapon-Stiectsessche Integrale aufzufassen sind, siehe Srone [1], S. 205ff. 
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als inneres Produkt wird der Ausdruck 


(a,b) = [ a@(ayb(a)do(a) fir a,bC@ 


ox 


erklart. Durch die Gleichung 
b 
(1.13) a(A)= Tf = f f(x) p(x, A) k(x) dz fir fC 


die Konvergenz des Integrales ist in der Metrik von @ gemeint — wird eine 
unitére Transformation 7' definiert, die § auf G abbildet*). Die Reziproke 
von 7’ ist durch 


f=T-a f a(Aa) p(x, A) d e(A) fir ac @ 


gegeben, wobei die Konvergenz des Integrals in der Metrik von § verstanden 
wird. Durch 7 wird der Operator A auf ,,Hauptachsen“ transformiert, das 
heiBt der Operator 


(1.14) B=TAT-' inB=7TAcG 
hat die Form 

(1.15) Ba=ia(A) fir ac B; 
dabei ist 8 der in & dichte Teilraum, fiir dessen Elemente a (A) das Integral 


| # \a(A)* doe (A) existiert. 


x 


§ 2. Randbedingung fiir die gestirte Differentialgleichung. 

Die oben betrachtete Differentialgleichung (1.1) wird nun in Abhangigkeit 
von einem reellen Parameter ¢ untersucht. Alle oben definierten Funktionen, 
Operatoren und Réume werden von jetzt ab mit dem Index e gekennzeichnet. 
Das Intervall (a, b) sowie die Funktionen p (x), k(x) seien jedoch von ¢ unab- 
hingig, so daB der Hilbertsche Raum § = § nicht von ¢ abhingt. Die Differen- 
tialgleichung (1.1) erhalt dann die Form 


(2.1) (p(x) wy) +4,(x%)u=Ak(x)u ina<2x<b 
mit 


q, (x) S* ev gq”) (x) fiir ¢| < & (e stets reell) ; 
v=0 

die Konvergenz dieser Reihe sei fiir jedes abgeschlossene Teilintervall von 
a<a<b gleichmaBig, und die Funktionen q(x) in a< 2x< 6 stetig bis 
auf héchstens gewisse, fiir alle » gemeinsame, im Inneren des Intervalls (a, 5) 
sich nicht haiufende Unstetigkeitsstellen. Zu diesen allgemeinen Voraussetzun 
gen, die im folgenden stets beibehalten werden, sollen in den nichsten Para- 
graphen weitere gefunden werden, die die Regularitaét von o, (4), #, (A) sichern. 
Dabei wird ein beschriinkter Operator C, in : k~! reguliir’) genannt, wenn es 
lineare beschriinkte Operatoren C\) gibt, fiir die 


x 


C= Je OM; |CM fil sk t' |if 


fir fc §, y= 0,1,2,... erfillt ist. 


7) Revwicn [6], 1. Mitt. S. 608 
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Die Voraussetzung, daB in der Differentialgleichung (2.1) bei x =a der 
Grenzkreisfall und bei x = 6 der Grenzpunktfall vorliegt, wird nur fiir e = 0 
gefordert. Diese Voraussetzung wird stets beibehalten. Zunichst sollen die 
Stérglieder q ') (x), g*)(x),...solechen Einschrankungen unterworfen werden, 
daB auch fiir hinreichend kleines ¢ in (2.1) bei x = a der Grenzkreisfall und bei 
x = b der Grenzpunktfall vorliegt. Ferner soll in diesem Paragraphen eine fiir 
verschiedene e gemeinsame Randbedingung bei z = a formuliert werden. 

Wie in § 1 wihlen wir fiir «, 8 zwei Funktionen aus M,, fiir die 


(2.2) [«,a],= (8, Bl,=9, (a, B],=1 


gilt, und erkliren @, (zx, A), ®y(z, A) als das durch (1.5) festgelegte Fundamen- 
talsystem von (2.1) fiir e = 0. Die Randbedingung fiir e = 0 sei dann [a, uv], = 0. 
Die angekiindigte Voraussetzung fiir die Funktionen g)(z), g@(z),... 
lautet dann, daB mit der Funktion 


(x) = (| Yo(z, t)|? + |o(z, 2)|?)3 
fiir ein festes 1 die Ungleichungen 
b 
(2.3) f B(x) -\q(2)|dx< y K’™' fir y= 1,2,... 
a 
gelten, wobei y, K positive Konstanten sind. Da bei x = a der Grenzkreisfall 
vorliegt, existiert iibrigens das Integral 
{ O2(x) k(x) dx fir a<c<b. 
a 
Hilfssatz 1. Unter der Voraussetzung (2.3) existiert genau ein Lésungspaar 
p, (x, A), B, (x, A) von (2.1) fiir alle 2 und fiir \e| < (y + K)"', fiir das 
(2.4) la. Pela 0, la, Y, la l 
[f, Pela - [B, O.Ja 0 


gilt. Fiir 2 =1 sind die Funktionen yp, (x, A), 0,(x, 2) regulire Funktionen in 
el<(y- K)~!, und es gilt dort 


9, (z, lI) = J e” yo” (z, |); #, (x, l) x e” B(x, Ll) 


mit 
| p(x, l)| <(y + K)’ D(z); WH) (x, l)) < (y + K)’ O(z). 


Beweis. Man kann 9, (z,l) als Lésung der Integralgleichung 
(2.5) Pp. (x, 1) = p(x, I) — f H(z, y3)) 3 ev dg (y) oly, dy 
a ’ 1 


mit H (x, y; A) Pol x, A) Bol y, A) Ply, A) o(x, A) erhalten. Um diese 
Gleichung zu lésen, macht man den Ansatz 


Pp, (x, l) 2, # yp” (x, l) 


und erhalt fiir die g‘”)(z, 1) die Rekursionsformeln 
yp (x, l) Po (2, l) 


7-3 gs 
‘ ; 


P(z,Iy=— 3 f A(z, ys) q?-”(y) p(y, dy (v=1,2,...). 


a Oa 


(2.6) 
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Mit vollstandiger Induktion beweist man, daB die rechts stehenden Integrale 
existieren und daB die Abschitzung 
b 
f D(x) |g (xz) op (x, ))| dx < y K" “(y + Ky 

fir p= 1,2,...;9=0,1,... 
gilt. Denn fiir v= 0 ist wegen | py (2, l)| << ®(xz) diese Abschitzung nach 
Voraussetzung (2.3) richtig. Ist sie fiir die Indizes 0,1,...,»— 1 und alle zu 
bewiesen, so folgt aus der Rekursionsformel (2.6) die Existenz von gy” (2, l) 
und wegen |H (zx, y;l)| < ®(x) ®(y) die Abschitzung 


b 
f O(x) q(x) p™ (x, )) dx 


b ’ ls 
f B(x) q(x) SY f A(z, ys Dq’—”(y) Ply, DY dy| dz 
a x 0@ 
b Y 1 | t 
f P(x) \g(z)| XY yf Oly) |g°—?(y) oP (yD dy; dz 
’ l 
y _* pi y ies ‘iy + K)*< y K* ‘iy + K)’, 


womit (2.7) bewiesen ist. 

Daher kann man die g‘”)(z, 1) durch (2.6) rekursiv berechnen und erhalt 
auf diese Weise fiir die gy” (z,l) ina< x< b stetig differenzierbare Funk- 
tionen, fiir die nach (2.7) 


g(2,)\< XY y K’*~ "(y+ K)* O(z) < (y+ Ky O(z) (v=1,2,...) 
gilt. Fir «| << (y+ K)-! konvergiert daher die Reihe 


p, (2, l) » e” p(x, l) 


und geniigt der Abschaitzung 

2.8) 9. (2, l) <(1—|\e| (y + &)) '@ (x). 

Auf Grund der Konstruktion ist g, (2,1) Lésung der Integralgleichung (2.5). 

Daraus folgt, daB ¢, (2, 1) der Differentialgleichung (2.1) und den Relationen 

[a, v.], = 9, [B, 9%], 1 geniigt. Entsprechend konstruiert man #, (2, /). 
Ahnlich erhailt man , (x, A) als Lésung der Integralgleichung 


Zz 
p(x, A) = —, (2,1) + (A—D) f A(x, ys) ey, A) Rly) dy 

a 
mit H,(x, y;l) = —, (2,1) 3, (y,1) — 9, (y, 2) 8, (x, )). Beachtet man die Un- 
gleichung (2.8), so kann man diese Integralgleichung durch Iteration oder 
Potenzreihenansatz nach A —I lésen und erhilt g,(z, A) als ganze Fuuktion 
von A, wenn |e| << (y+ K)-'. Als Lésung dieser Integralgleichung geniigt 
@, (x, 4) wiederum der Differentialgleichung (2.1) und den Bedingungen (2.4). 
Entsprechend findet man #,(z, A). Da jede Lésung von (2.1) eine Linear- 
kombination von »,(x, A) und @,(z, A) ist, folgt unmittelbar, daB ¢, (2, A), 
0, (x, 4) das einzige Fundamentalsystem ist, das (2.4) geniigt. Damit ist 
Hilfssatz 1 bewiesen. 


Mathematische Annalen, 125. 26 








374 JiincEn Moser: 

Hilfssatz 2. Unter der Voraussetzung (2.3) liegt in der Differentialgleichung 
(2.1) fiir |e| << (y + K)-* bei x= aa der Grenzkreisfall und fiir \e| << 4 (y+ K)"} 
bei x = b der Grenzpunktfall vor (wenn fiir «= 0, wie allgemein voraussgesetzt, 
bei x = a der Grenzkreisfall und bei x = b der Grenzpunktfall vorliegt ). 

Beweis. Aus (2.8) und der entsprechenden Abschiatzung fiir #, (2, 1) folgt 
(2.9) | pe (x, L)|® + |B, (x, 1)? < 2(1 — lel (y + K))-? G2 (2). 

Daher existiert fiir a << c < b das Integral 
¢c 
f (lp. (2, Di? 4 \P, (ax, l)*) k(x) dx fiir je| << (y + K)-}, 
a 
das heiBt bei x =a liegt in (2.1) der Grenzkreisfall vor, wenn |e| << (y + K)~' ist. 

Die zweite Behauptung des Hilfssatzes 2 laBt sich indirekt beweisen. 
Angenommen, es giibe ein reelles ¢ in |e! << } (y + K)-}, fiir das bei x = b der 
Grenzkreisfall vorlige, dann existierte fiir a<c <b das Integral 

b 


I (|) p(x, DI® + |8, (x, Di*) k(x) dz. 


Setzt man 

@, (x) = (| p, (x, I)? + |8, (x, D?)8, 
so wird nach (2.9) fiir 

@? <= 2(1—|el(y + K)) *S<4@. 
Aus der Voraussetzung (2.3) folgt daher 

b 

(2.10) [ D(x) |g” (z)|\dxea4y hea (y = Se 
Indem man die Rollen von g, und , vertauscht, leitet man analog zu (2.5) 
die Integralgleichung 


Po(x, l) = —, (x, 1) 4 f H,(x,y;l) 3 eg (y) gly, dy 
’ l 


mit H, (x, y; A) = y, (x, A) d,(y, A) — —, (y, A) 8, (x, A) her. Genau so wie aus 
der Abschaitzung (2.3) und der Integralgleichung (2.5) auf (2.9) geschlossen 
wurde, folgt aus (2.10) und der letzten Integralgleichung 


2 2 S70. 2 2;.. 
®D (x) . li—lel@p - Ry? D: (x) on e404 Ky? PD: (x) ° 


Hieraus wiirde aus der obigen Annahme die Existenz des Integrals { ©? k dx 
folgen, das heiBt bei x = 6 lige fiir e = 0 der Grenzkreisfall vor. Dies ist ein 
Widerspruch, und damit ist Hilfssatz 2 bewiesen. 

Um schlieBlich fiir die Differentialgleichung (2.1) bei =a eine von ¢ 
unabhiingige Randbedingung angeben zu kénnen, wird noch der folgende 
Hilfssatz bendtigt: 

Hilfssatz 3. Sind uc &, uc &,, so existiert fiir |e|< (y+ K)-* der 
Grenzwert 

lim [t, U, |, = [Ue, %, ],,; 


za 


das heift, es ist 2, c M,§). 
*) 2, WM wurden in § 1 erklart; &, , Wi, sind auf die von ¢ abhangige Differentialgleichung 
2.1) bezogen. 
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Beweis. Ist u, c 2,, so ist nach Definition von 2, die Funktion (L,—l) u, 
g, aus §. Daher laBt sich wu, in der Form 


u, (x) - f H,(x, y; 4) g.(y) k(y) dy + & ep, (2, )) + ¢2 8, (x, l) 


a 


schreiben. Hieraus folgt 
|u,(x)| < ©, (x) f ®,(y)|g.(y)| k(y) dy + (\eq|? + leo)? ®, (2), 
also wird nach (2.9) fir a< xac<b 


(2.11) \u,(x)| < M, O(2x) 


mit 
M, = 2(1—|e|(y + K)) *(f (y)\g.| kdy + (ley|* + |eal*4); 


das letzte Integral existiert, da bei x = a fiir e = 0 der Grenzkreisfall vorliegt. 
Mit Hilfe der Greenschen Formel erhalt man fiir a << 2, < 2, < 6 


[uo, U,]e,— (Uo, Mele, = [ (Up L, u,—u, LD, Ug) k(x) dx 
; x, 
rs ~ 
= [{ {(uo L, u,— u, Lg Ue) k(x) —u, Ug SY eg (x)} dz. 
zy y=] 
Mit (2.11) und der Scuwarzschen Ungleichung folgt, daB man diesen Ausdruck 
beliebig klein machen kann, wenn nur 2,, 2, nahe genug bei a gewahlt werden. 
Mithin existiert, wie behauptet, der Grenzwert lim [u), u,J, = [U9, U,],- 


za 
Der Parameter e werde jetzt auf |e| < (y + K)~* beschriinkt. Aus Hilfssatz 3 
folgt auch die Existenz von lim [a,, v],=[a,, uv), fiir «, CM,, wc @,. Denn 


Zz a 
sind u,, v, zwei Funktionen aus 2%, mit [w,, v,], = 1, so wird nach (1.3) 


[o,, W]e (Me, Mle = [H,, ele [M, Mle — [ee Mle [U, U.],- 


Die rechte Seite konvergiert nach Hilfssatz 3 fiir « + a. Wegen [u,, v,], = 1 
folgt daraus die Existenz von [«,,uv]q4. Da aber I, die Menge aller stetig 
differenzierbaren Funktionen « ist, fiir die [«, uw], fir alle wc &, existiert, 
folgt hieraus M@, C My. Ebenso beweist man IM, Cc Wt,, so daB damit folgender 
Satz bewiesen ist: 

Satz 1. Gilt die Voraussetzung (2.3) fiir wenigstens ein l, so wird M, = M, 
(vgl. Def. in § 1) fiir |e| << (y+ K)-?. 

Dieser Satz erméglicht es, die fiir e = 0 geforderte Randbedingung 
(2.12) [x, uw], = 0 


auch fiir die gestérte Differentialgleichung (2.1) fiir |e] < (y + K)~! zu stellen. 
Man kann diese Randbedingung als von e unabhangig bezeichnen. Im folgen- 
den wird die Differentialgleichung (2.1) bei dieser Randbedingung fiir 
le| <(y + K)-? betrachtet. Ferner wird mit A, der zu dieser Randbedingung 
gehoérige Differentialoperator und mit Y%, sein Definitionsbereich bezeichnet. 
Es sei noch angemerkt, daB das Fundamentalsystem ¢, (x, A), #, (zx, A) 
fiir festes « in |e| < (y + K)- die Eigenschaften (1.6) besitzt, da die Voraus- 
setzung (1.5) gemaB der Konstruktion (Hilfssatz 1) fiir y,, #, erfiillt ist. 


26* 
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§ 3. Regularitit der Funktion o, (A). 


Fiir die Differentialgleichung 


(3.1) (p(x) wy + Dd er d(x) u=Ak(x)u ina<axz<b 
’ 0 

wird jetzt stets vorausgesetzt, daB fiir «= 0 bei =a der Grenzkreisfall 
und bei x = 6 der Grenzpunktfall vorliegt. Fiir gewisse spiiter noch festzu- 
legende Werte von A = I sei die Voraussetzung (2.3) erfiillt, so daB nach Hilfs- 
satz 2 in (3.1) auch fiir |e}< } (y+ K)-' bei 2 = a der Grenzkreisfall und bei 
a2 = 6 der Grenzpunktfall vorliegt. Die Randbedingung werde in der Form 
(2.12) gestellt. 

Benutzt man in §1 fiir (x, A), ®(x, A) das durch Hilfssatz 1 eingefiihrte 
Fundamentalsystem ,(z, A), ?,(z, 2), so kann man die fir das Spektrum 
der Differentialgleichung (3.1) charakteristische Funktion o,(A) gemaB (1.8) 
definieren. Ist A ein abgeschlossenes Intervall der reellen A-Achse mit den 
Endpunkten 4,, A,(A, < 4,), so wird o,(4) = @.(A,.)—o,(A,) gesetzt. Im 
folgenden Satz wird eine Bedingung dafiir angegeben, daB der Ausdruck 
o, (A) in einer Umgebung von ¢ = 0 regular ist. Hierfiir geniigen keineswegs 
nur Einschrankungen fiir g(x), g@(x),..., wie ein Beispiel am Ende dieses 
Paragraphen zeigt. Vielmehr mu auch die Differentialgleichung (3.1) fiir 

Ound fiir 2 Cc A gewisse Voraussetzungen erfiillen. Eine solche Voraussetzung 
wird im folgenden Satz angegeben. Fiir A = / + 16 mit reellen / und 6 wird 
mit 7 (2, A) die Funktion 


(3.2) x (x, A) = Bo (x, Ll) + mg(A) Go (z, I) 


(vgl. (1.7)) bezeichnet. Danach ist 7(zx, A) eine Lésung von (3.1) fiir A = J, 
e = 0. Im folgenden wird stets 4 = 1 + i 6 mit reellen / und 6 gesetzt. 
Satz 2. Fiir die Differentialgleichung (3.1) gelte auBer den genannten Voraus- 
setzungen: 
a) Fiir ein abgeschlossenes Intervall A der reellen }-Achse sei 
b 
f B® (2,1) \¢(2)\dx< y K’ ; (py = 1,3,...) 
fiir alle 1c A, mit ® (x, 1) = (p* (x, 1) + 8 (x, l))*. 
b) Mit zwei Konstanten C = 1, 6, > 0 und der durch (3.2) erklirten Funktion 
x (x, A) gelte 
y(z,l+%46)|\<C@D(z,l) fiirlc A, 0< b<b,a<a<b. 


Dann gibt es eine Funktion 
r(j=1+ Dd er (l) fiir |e; eg = 4(C + 17-3 (y+ Ky} ICA, 
’ l 
wobei die r” (Ll) in A oo-meBbare Funktionen von | mit |r”) (l)| < e,-” sind, von 
der Art, dag 


0.(4’)= f r,(Ydo(l)= SX & fr (I) dog(l) (r (2) = 1) 
1 


I v=0 
fiir jedes abgeschlossene Intervall A’ CA erfiillt ist. 
Bemerkung: Allgemeiner gilt: Sind die Voraussetzungen von Satz 2 
statt fiir A fiir eine 99-meBbare Menge M erfiillt, so gibt es in M o,-meBbare 
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Funktionen r”) (2) mit |r” (1)| < e,-", so daB mit 
rl) =1+ bi e” r”) (Ll) (Lc M,\e| < &) 
fiir jede in M o0,-meBbare Funktion a(l) 


J a(l)do,(l) = f a(l)r,(l) d go(l) 


M 
gilt. 
Beweis. Zum Beweis wird die approximierende Hilfsdifferentialgleichung 
(3.3) (p(x) wy) +4,(x)u=Ak(x)u ina<2z<b 
mit 


(3.4) Sts) (q.(x) fira< ase 
qo (x) firz<2<b 


eingefiihrt, wobei z ein Parameter in a < x < b ist. Bei 2 = a werde wieder 
die Randbedingung (2.12) gestellt. Alle zu dieser Differentialgleichung (3.3) 
gemiB den Definitionen aus § 1 gehérigen Funktionen sollen auBer durch den 
Index ¢ durch eine iibergesetzte 0 gekennzeichnet werden. Insbesondere sind 
unter 9,, i, die Lésungen von (3.3) zu verstehen, die durch die Anfangs- 
bedingungen (2.4) festgelegt sind. Daher gilt wegen (3.4) 9, = 9,, i, - a, 
fir a< 2x< x. Der Beweis des Satzes 2 wird zunichst fiir diese Differential- 
gleichung (3.3) durchgefiihrt und dann der Grenziibergang x + b vorgenommen. 

Zunichst wird 9,(4’) berechnet. Da die Differentialgleichung (3.3) in 
x<x<b mit der ungestérten Differentialgleichung identisch ist, liegt fiir 
beide bei x = b der Grenzpunktfall vor. Daher sind die durch (1.7) definierten 
Funktionen y,(x, A), yo(x, 4) fiir Im4+0 in x< x<b linear abhingig, 


so daB [y,, Wolo = 0 gilt. Nach (1.7) folgt hieraus 


‘ ?, » Yo . [d, ’ Pole 
&, (4) = — 7; 
Pes Yo -4 [Pe» Polo 





Der Ausdruck, der aus dem letzten dadurch entsteht, daB man yw, durch x, 
y,(x, A) durch —, (x, 1) und #,(x, A) durch #, (x, l) ersetzt, werde mit 
[#. (x, l), x (x, No 


(3.5) =~ Tee Dy xm Me 


bezeichnet. Der Nenner dieses Bruches verschwindet nicht, wenn /¢ 4, 
0< db< dy, le|< (C +1)! (y+ K)-' ist. Denn da x(z, A) Lésung der unge- 
stérten Differentialgleichung ist, folgt 


[. (2,1), 4(a, a)})—1 -f y,(,)) x(2, a) ¥ er g(x) dx= ¥ eva” 
z a 1 ‘ : 
mit 
v 1 z 
aw 7 { gy (a, l) x(a, A) “)(x) da. 


p=O0a 
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Nach Hilfssatz 1 und Voraussetzung b) wird 
’ 


; 2 sina A 
a|< S (y+ Ky C f B(x) \q"-(2)\dx < Cly + Ky. 





/ 


Daher ist fiir |e|< (C + 1)-1(y + K)"? 


(%o ths ¥ le Cy + KY <1, 


v=1 
also [p,, yJo + 0. Ferner erkennt man, da8 lim a”) = a) existiert, so daB 
‘ z—>b 
nach einem Satz von VITALI auch 
(3.6) lim [y., xo = [y., x], =1+ SY eva 
z—+b . 7 
existiert und eine regulire Funktion in |e|< (y + K)-! ist; auBerdem gilt 


a”) |< C(y + K)’. 
Da ¢,, y., 8,, & regulire Funktionen von A sind, wird fiir festes e, x 
m, (A) — n,(A) = 0(6), 


so daB nach (1.8) fiir jedes Intervall 4’ c A 








: , 2 ‘ 
0, (A’) lim | Im n,(l + i6) dl 
0 hn, dre | 
wird. GemaB (3 5) berechnet man mit Hilfe der Identitat (1.3): 
. l Om 
Im n, (A) = — az (M — ™) 
[Per X),, [Per x), — [Per 4), [Per x), (Pe» Fe), [x Z], 
l z z z si or i om 7 
2% (> x], |? 2% (vex), — 
zr z 


Dabei ist y= x (x,A) und ¢, = 9, (2,1), 0, = 8,(x, l) zu setzen. Da aber —,(z,l) 
(x, l) reell sind, erhalt man 
— In h(a) Im me (A) _ 
[Pe x],\* 
z 


so daB fiir |e} << (C + 1-3 (y+ Ky? 





an 1. & FF — Im m,(l+ 465) dl 
= (4) = lim = | Tecate zat tO, 
1’ a 


é6— 0 J 
wird. 
Jetzt wird der Grenziibergang x > 6 durchgefiihrt. Nach (3.6) existiert der 
Grenzwert [@,, 7], und liefert eine in |e|< (y+ K)~! regulire Funktion. Aus 
der Abschitzung der Koeffizienten a”) folgt 


(3.8) l{o.. xb 2 = 14 ve b\ (A) fir je|<e 


und 
|b (A)| < (2(C + 1) (y + K))’ = 7’, 


wobei ¢, = }(C + 1)-1(y + K)-? gesetzt ist. Die Konvergenz von [¢,, x%]o> 


>[@., x)» ist offenbar gleichmaBig in 0 < 6< dy, da dieser Ausdruck 6 nur 
in m,(/+7%6) enthailt und m,(/+i6) sich nach Voraussetzung b) fir 
Lc A’, 0< 8 < by als beschrinkt erweist. Setzt man also voriibergehend fiir 
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ein festes é in |e| < & 


sta, 8) if — Tm mo (1+ 60) dl 
4’ 





[Per XJ P 
z 


so konvergiert J (x, 5)+J (b, 5) fiir +b gleichmaBig in 0< 6< 6,. Anderer- 
seits wird nach (3.7) lim J (z, 6) = 0,(4’) fir a < x < b. Hieraus folgt, daB 
6+ 0 


auch J (b, 6) fiir 6++ 0 und 0,(A’) fir +b konvergieren, und zwar gegen 
denselben Grenzwert, den wir 0,(4’) nennen: 


(3.9) B.(A’) = lim 8,(4’) = lim + [ —A™ met cova 


é +0 7 J [Pe x],? 





z—b 


In der Entwicklung (3.8) sind die 6” (1 + i.4) als Grenzfunktionen stetiger 
Funktionen sicher g,-meBbar in Abhingigkeit von /, und daher wird fir 
é ey 


0{A’) = lim . [ Im m, (1 + 4 6) (1 + B > e” B®) dl 
6+ +0° rf ’ l 
0,(4’)+ lim e+ f - Im m, (l + i 5) BY (l + 18) dl. 
6++0r=1 7 v 


Nach einem Satz von Vrirati folgt die Existenz der Grenzwerte 
, ey ‘ . 
lim = | -Im mz, (l + 1d) b™ (1 + 74) dl = 0 (4) (y = 1, 3,...) 


+O“ s 
i’ 


é 


und die Gleichung 
x e” 0 (A’) mit 0 (A’) = 0,(4’). 


’ 0 


0.(4’) 


Aus der Abschiitzung |b‘ (i + i 4)| < e;” und wegen Jm m,(i + 16) > 0 folgt 
lo (A’)| < lim =. { - Im mg (l +i 6) dl e-” = >” 09 (4’). 


6+ +0“ &, 

Diese Abschatzung gilt fir alle 4’ < A. Aus der Tatsache folgt®) die Existenz 
von in A ¢5-meBbaren Funktionen 1”) (/), fiir die 

(4) = f (0) doo (l) rr] se” 
gilt. Daher wird fiir |e| < & ' 

B.(4') = Ye” fH (I) dog (I). 
Ferner ist ‘annie 
r= Le!) (\e|<e,1 A) 
vy=0 

als Grenzfunktion von o9-meBbaren Funktionen ebenfalls in 4 g9-meBbar, 
und es wird 


8.(4') = J r.(0) dog (). 


Satz 2 wird also bewiesen sein, sobald 6, (A’) = 9,(4’) nachgewiesen ist, 
wobei 0, (A’) durch (3.9) erklart ist. Der Beweis dieser Gleichung ist enthalten in 


*) Srone [i], Lemma 6.5, 8. 215. 
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Hilfssatz 4. Gegeben sei eine Folge von Differentialgleichungen 


tbo 


-(p(z)w)Y +q,(z)u=Ak(xe)u mac2z<b, n=l, 
(p(x) ul + q(x)u Ak(x)u mnma<2<b. 


Fiir die letzte Differentialgleichung liege bei x = b der Grenzpunktfall und bei 
x =a der Grenzkreisfall vor. Fiir eine gegen b konvergierende Folge x, aus 
a<2z b set 


n 


n(x) = Q(z) fira<zc2,. 


Bezeichnet man mit 0,(A) (n 1,2,...) bzw. o(A) die durch (1.8) erkldrte Be- 
legungsfunktionen dieser Differe ntialglei ichungen (bezogen auf ein Fundamental- 
system mit denselben Anfangsbedingungen (1.5)), so gilt 


lim o,(A) = e(A) 


fiir jede Stetigkeitsstelle 2 von o (A). 

Beweis. Der Beweis verwendet eine SchluBweise, die N. Levinson [5] zu 
einem anderen Zwecke benutzte. Die in §1 erklirten Funktionen o0(A) und 
m (A) sind durch die Formel 


Im m(A * doll ‘ii j 
_— Immi(A) | a fir Im A4+0 


“Ima Al? 

verkniipft, wie in der Spektraltheorie der gew6hnlichen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung bewiesen wird!®). Mit 0, (A), m,(A) werden die entsprechen- 
den, zu der Folge von Differentialgleichungen gehérigen Funktionen be- 
zeichnet, so daB 


Im my(A) [ day (ll) 
| 


= fir ImA+0, n=1,2,... 
\l — A}? 


Ima 


gilt. Aus der Voraussetzung q, (x) =q(x) fir a< «<x, und lim 2, = 6 
n -~x 


schlieBt man mit Hilfe der von H. Wey. entwickelten Konstruktion des 
Grenzpunktes mit ineinandergeschachtelten Kreisen™) auf 


(3.10) lim m, (A) = m(A) fir _ ImA+0. 


nx 


Insbesondere ist also 


0< [-e29- — Im m,, (it) 


J PFy1 


fiir alle » beschrinkt. Nach dem Hettyschen Auswahlsatz') gibt es eine 
Teilfolge 0, (1), die gegen eine monoton nicht abnehmende Funktion 9* (l) 
in allen Stetigkeitsstellen von o* (1) konvergiert. Der Beweis wird nun in- 
direkt gefiihrt ; 1, werde als Stetigkeitsstelle von g (/) angenommen, fir die 
0, (lg) nicht gegen oe (/,) konvergiert. Dann kann man die Auswahl der Teil- 
folge On, (“8 so treffen, daB 0, (lg) >¢ + @ (Iq) fiir » > x gilt. Unter Ausnutzung 


10) ) Vel. z. B. Koparra [4], 8. 931. 
") H. Wey [2], Satz 1, S. 226. 
#2) Fiir die HeLttyschen Satze vgl. A. WintNer [10]. 
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des HeLLyschen Konvergenzsatzes erhalt man 





ws do, (l) “dot 
: Fo ll ge) Im 4+ 0), 
lim f =F iC Tal (im 4+ 0) 


¥—+>co * 


also mit (3.10) 








f do(l) _ [#2 


ae 3 (Im i + 0). 


Aus dieser Gleichung folgt mit der Streitsesschen Umkehrformel, daB die 
Stetigkeitsstellen von o(l) und 9*(l) tibereinstimmen unu daB wegen o (+ 0) + 
+ o(— 90) = o* (+ 0) + o*(—0) die Gleichung o(/) = o*(/) fiir alle Stetigkeits- 
stellen von o(l) gilt. Insbesondere ist also auch |, Stetigkeitsstelle von o*(/) 
und daher o(/,) = o*(l)) = c, was der Annahme widerspricht, w. z. b. w. 

Mit diesem Hilfssatz ist der Beweis von Satz 2 vollstandig erbracht. Man 
beachte tibrigens, daB nach Hilfssatz 2 in der Differentialgleichung (3.1) fiir 
e\ ge =4(C +1) 13 (y+ K)' <i (y+ K) bei a2=6 der Grenzpunktfall 
vorliegt; diese Tatsache wird beim Beweis der Gleichung 6,(A’) = 0,(4’) mit 
Hilfssatz 4 benutzt. Der Beweis der Bemerkung zu Satz 2 verlauft analog, 
wenn man statt (3.9) die Gleichung 

| a(l) do, (1) . | a(l) — Imm 0+ 60) 41 


é 0° [pe(x,l), x (2, 1+ 48)],\? 
M M z 


verwendet. 

Die Voraussetzung b) in Satz 2 bedeutet eine einschrankende Bedingung fiir 
die ungestérte Differentialgleichung. Um zu zeigen, daB eine solche Bedingung 
im allgemeinen nicht entbehrlich ist, werde die einfache Differentialgleichung 








lim 


u’+eg)(x4)u=Au inO0Osr<ax 
bei der Randbedingung w’ (0) = 0 untersucht, wobei 


(2) flinOsavsl 
gq) (a 

, lo nl<z<« 

ist. Demnach ist hier das asymptotische Verhalten der Stérung sehr einfach. 
Trotzdem wird o,(A) fiir 2 < 0 eine nicht regulire Funktion von e, wie jetzt 
gezeigt werden soll. Wahlt man fiir die in (2.2) eingefiihrten Funktionen 
a(x) = 1, B(x) = 2, so wird 








Po(x,A4)=cosVAx, (2x, A) 2 
m (A) ot : »(x, a) = sin 12 cost x ; 
y—A ” yi — _— 


wobei die Wurzel /— A in der lings der positiven Achse aufgeschnittenen 
A-Ebene so gewahlt ist, daB sie fiir A < 0 positiv ist. Also ist die Voraussetzung 
b) des Satzes 2 fiir jedes Intervall 4, das 4 = 0 enthalt, verletzt. Das Spek- 
trum dieser Differentialgleichung ist fiir ¢ => 0 rein kontinuierlicl. und erfiillt 
die positive A-Achse. Fiir e < 0 hat die Differentialgleichung aber mindestens 
einen Eigenwert A, in e < A, < 0, wenn ¢ hinreichend klein ist. Dieser Eigen- 
wert berechnet sich aus der Gleichung 


VA—etgVA—e=V—A>0. 
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Da A, fiir e + — 0 gegen 0 strebt, wird fiir jedes negative A 
: ,, {= 0 fir e=0 
o,(0) — o, (A) 0, (A) . 
ls 0 fir e<e<0 

mit einer geeigneten negativen Zahl ¢,. Folglich ist o,(A) fiir 2 < 0 sicher keine 
regulare Funktion von e. 


§ 4. Regularitit der Spektralschar £, (A). 


Aus der Regularitaét der Funktion o,(4) kann man im allgemeinen nicht 
auf die Regularitaét der Spektralschar Z,(A) schlieBen. Beim Beweis der Re- 


gularitét der Spektralschar: Z,(4) = >° e” E(A) liegt die Schwierigkeit dar- 
, 0 

in, die Operatoren E‘”)(A) als beschrinkt nachzuweisen und Schranken fiir 
sie anzugeben. Ein solcher Beweis laBt sich unter Voraussetzungen fiihren, 
die nicht wesentlich schirfer als die von Satz 2 sind, wie Satz 3 zeigen wird. 
Zur Erleichterung seines Beweises sollen vorher einige vorbereitende Bemer- 
kungen gemacht werden. 

Ersetzt man fiir die Differentialgleichung (3.1) fiir ¢« = 0 die frithere Rand- 
bedingung [a, uw], = 0 durch die neue 


[B, UJaq 0, 


wobei £ die in (2.2) festgewahlte Funktion aus %, ist, so erhalt man ein neues 
Eigenwertproblem. Alle auf dieses neue Eigenwertproblem bezogenen Funk- 


tionen werden voriibergehend mit einer Tilde versehen und «= f, 8 o 
gesetzt. Dann sind fiir Gy= 4, D, @ die (2.4) entsprechenden Anfangs- 
bedingungen erfillt. Daher wird nach Definition von m,(A), m,(A) [vgl. (1.7)]: 


i oe 1 . . 
(4.1) My (A) m(A) fir Im A+ 0 


und 
. e , ] , Imm,(l + id)dl 
b= ie + | —emts ee 
Go (4) F cae n | m,(l + 465)!? 
0 





fiir reelle 2. 


Aus der Beziehung (1.12) wird 
b b 
(4.2) SL Hx) Og(x, A) k(x) dx? dpy(A) < f \f(x)/*? k(x) dx = \\f ? 
J a a 
fiir jedes {f C ' ; dabei ist ’ wieder der in § dichte Teilraum aller in a < x < 6 
stetigen Funktionen, die in (individuellen) Umgebungen von x = a und x = 6 
verschwinden. Die Beziehurgen (4.1), (4.2) werden im folgenden Hilfssatz be- 
nutzt, und nur zur Herleitung dieser beiden Beziehungen wurde die Differen- 
tialgleichung bei der Randbedingung [f, uJ], = 0 betrachtet. Von jetzt ab 
werden fiir die Differentialgleichung (3.1) die Randbedingung [a, u], = 0 und 
die am Anfang von § 3 genannten allgemeinen Voraussetzungen gefordert. 
Hilfssatz 5. D(x) sei eine in a < x < b stetige positive Funktion, fiir die 
py? (x, l) + 08(2, 1) < D(z) firlcCA,a<a<b 
gilt (D(x) héingt nicht von | ab); ferner seien folgende Voraussetzungen erfiillt: 
b 
a) f D(x) \g(x)| dx < y K”* (y= 1,2,...). 


; 
a 
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b) Mit zwei Konstanten C = 1, 6, > 0 sei 
y(z,l+i6)) <C@O(z) firlcl,0<b<b,a<cxr<b. 
Dann gilt fiir jedes f C ', y= 0,1,2,... 
b 
LS (2) p(x, 2) k(x) dx? dgg(l) < (C + 2)" (y + K)* |\f||*, 
i «a 


wober p”)(x, 1), wie in Hilfssatz 1, die Entwicklungskoeffizienten von ¢, (x, 1) 
bedeuten. 


Beweis. Fir vy =0 folgt die Behauptung aus (1.12). Fir y=1,2,... 
folgt aus den Rekursionsformeln (2.6) fiir f Cc §’ 


bh y—1 Bb z 
SfeMkdx=— SX f[ f(x) polx,l) f Aly} g—”(y) p(y, Ddy k(x) dx 
(4.3) ° eh ~ 
Xf tx) Oo(2, 0) f poly. Dg (y) Py, D dy k(x) dz. 
0a a 


Die Glieder der beiden Summen auf der rechten Seite dieser Gleichung werden 
einzeln abgeschitzt, und zwar zunichst die Summanden der ersten Summe. 
Der Integrand der inneren Integration werde durch 


n(x, 1) = Oo(x, 1) gQ@—” (x) op (x, L) 
abgekiirzt. Nach Hilfssatz 1 gilt dann die Abschitzung 
n(x, | s (y + K)* |q’—* (x)| ©? (x) n (x) fir 7c A. 


Die Funktion » (2) werde durch diese Zeile definiert. Nach Voraussetzung a) 
wird 
b a 
(4.4) [n(z)dzs(y+ Kf yK-* . 
a 
Durch partielle Integration erhilt man fiir das allgemeine Glied der ersten 
Summe 
b z 2° 
JS Hx) oz. 2) f nly, Ody k(x) dx=f f fly) goly, Dkdy n(z,)) dz. 
a a az 
Dieser Ausdruck wird mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung abgeschatzt: 
b r y Ss b 
Lf f(x) po(a. 2) f nly.) dy k(x) dx\?*< f\ ff gk dy\* n(x) dzx-/ n(x) dz. 
ul 1 a z 4 
Integriert man diese Ungleichung beziiglich der Belegungsfunktion 0 (/) aber 
das Intervall A, so erhalt man mit Benutzung der Abschitzung (1.12) und 
(4.4) fir 1C A 
b r 
LVS £2) polz. Df Bol(y, Da“ (y) P (y, 2 dy k dx}? dog (l) 
J a a 
b b 
PPS bf po k dy? n(x) dx dog(l): | n(x) dz 
a 


} 
ia z 


b 


b b b 
(4.5) SI \f bt @okd yf? doy (l) n(x) dx- f n(x)dzx 
aAaz a 


h 


b b ? 
lS (wl ely) dy n(x) dx: f n(x) dx 


; 2 rho r yu > 
(f n(x) dx): If? s (y+ KY" YK ple. 


a 
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Bei Abschitzung der Glieder der zweiten Summe von (4.3) verwende man 
statt (1.12) die Ungleichung (4,2) und die Abschaitzung 


(4.6) |mo(l + 4d) po(x, L)| = |x (x, 1 + 6 6) —8,(z, l)| < (C + 1) O(2). 
Wegen (4.1) wird 


go(4) = lim + [ |ang(t + é 6)|2 (— Im mng(t + i d)) dl. 


6+ +0 7 


0 


Daraus folgt wegen (4.6) 
b 
f \eol(x, Df fy) oly, 2) k(y) dy|* dog (I) 
i a 


: b 
lim _ | lag (1 + ¢ 5) Go f f 0, k dy|* (— Im m,(l + i 4)) dl 
6+ +0° y a 

i 


b 
(C + 1)? @*(z) {| / fd, kdy*do,(l), 
1 a 


so daB nach (4.2) fiir f Cc 9’ 
b 


JS | Po(, 4) f f(y) Oo (y, t) k(y) dy|? dog(l) < (C + 1)? B(x) || f\? 
1 


wird. Mit dieser U ngleichung liefert dieselbe SchluBweise wie in (4.5) 
b 


SAL He) Oe OS poly. Da" (y) p(y, D) dy k(x) dx}? dog (l) 
i a a a 2s : e 
(C + 1)? (y + KY" yy? R°O-*— pli, 


l'rigt man diese Abschitzungen in die Gleichung (4.3) ein, so erhalt man mit 
Hilfe der Dreiecksungleichung 
v 1 
(Sif x) g™ (2, D k(x) dx|* d o9(1))? : (C + 2) [if] & (y + KY 
1 73 0 
2) lf) (y+ KY, w.z.b.w. 
Satz 3. Zu der Differentialgleichung (3.1) wird eine in a< x < b stetige 
Funktion ® (x) derart bestimmt, daB 


p* (x, l) + 83 (x, 1) < G(x) firlcA,a<ax<b 


RK’ -p—l 
ay 


/ 


gilt; ferner seien folgende Voraussetzungen erfiillt: 
b 

a) J @ (xz) |\¢" (x)\ dz: y K’ i) = a 
a 


b) Mit zwei Konstanten C => 1, 6, > 0 sei 
l\y(z,l+i5)|< C@O(xz) fir 1CA,0<b< bh, aac. 


Dann wird die zu dieser Diffe rentialgleichung (3.1) gehdrige Spektralschar E,(A’) 


fiir jedes Intervall A’ C A ein regulérer Operator: 
B(A) = 3 BO(A’) in le] <a, = + (C4172 (y + KY. 
=, 2 
Hierbei sind die EB (A’) Sint beschrénkte selbstadjungierte Operatoren, fiir die 
oe wll ic 9) 
é 


|2™ (A’) f | 
gilt. 
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Beweis. Fir den Nachweis der Regularitét des Operators £,(A’) fiir 
e|<e, und der behaupteten Abschatzungen geniigt es zu zeigen, daB die 
Form (/, Z,(A’) g) fiir alle f, g eines in § dichten Teilraumes, etwa 9’, in |¢| < ¢, 
regular ist: 

(4.7) (f, £,(4’) g) = SX &” e (f; 9) fiir je| < &, 

’ 0 

und die Entwicklungskoeffizienten der Abschatzung 

(4.8) |e” (f; g)| < (v» + 12 (C + 2)% e-” Hifi| - Ig fir f, 9c 
geniigen. Hieraus erhailt man nimlich die Existenz und die behaupteten 
Eigenschaften der Operatoren EZ (A’) auf abstraktem Wege mit Hilfe eines 
Satzes von Frecuet!*). Zum Beweis von (4.7) und (4.8) benutze man die 
Gleichung (1.11) 

b b 


(f ,E.(A’) g) f | f(x) P, (x, lykdzx { g(x) p, (x, lyk dx do, (Ll) fiir f,gc 9’. 


Va 
Formale Entwicklung dieses Ausdrucks nach ¢ ergibt bei Benutzung von Satz 2 
und Hilfssatz 5 die Regularitaét von (f, 2,(4’)g) und die Koeffizientenab- 
schatzung 
ec” (f; 9) : (C+ 2P (y+ KY *™ Fl |gi} (26 + 1) (y + K))" 


womit Satz 3 bewiesen ist. 
Allgemeiner folgt unter den Voraussetzungen des Satzes 3 auch die Re- 
gularitat des Operators { t(l) dZ,(l) in \e| < «, fiir jede in A stiickweise 
1 


stetige Funktion rt (/). 


§ 5. Unitiriiquivalenz. 

In diesem Abschnitt sollen Bedingungen genannt werden, unter denen der 
Differentialoperator A, fiir hinreichend kleines ¢ mit dem ungestérten Diffe- 
rentialoperator A, unitariquivalent ist, das heiBt, es wird die Existenz eines 
unitéren Operators U, nachgewiesen, fiir den 


(5.1) A, = U;' A, U, 


gilt, wenn ¢ hinreichend klein ist. Die Bedingungen des folgenden Satzes 

werden sogar die Regularitiét der Operatoren U, und U, ' liefern: 

U E+) 2 U™, |OM!l sk, lel < ke}; 

dabei sei E der Einheitsoperator. Diese Aussagen liefern fiir die Spektralschar 
E (A) = U;" E,(4) U 

so daB die Spektralschar £,(A) fiir jedes Intervall 4 regular ist. Daher ist 

zu erwarten, da der ungestérte Operator A, starken einschrinkenden Be- 

dingungen unterliegen muB. Es soll nun gezeigt werden, daB es schon geniigt, 

daB die Voraussetzungen von Satz 3 fiir jedes Intervall 4, das dem Spektrum 

von A, angehort, erfiillt sind. Dabei werden fiir 4 auch uneigentliche Inter- 

valle zugelassen, die nur aus einem Punkt bestehen. 


8) Srone [1], Theorem 2.28, 8. 63. 
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Satz 4. Mit S werde das Spektrum der ungestérten Differentialgleichung 
bezeichnet. Sind die Voraussetzungen des Satzes 3 statt fiir 1C A fiir allelCS 
erfiillt, so gibt es einen reguléren unitéren Operator 

U, E + Levu fiir lel<z 
mit 

ernie 2’ 

oo <= 
fiir den A, = U,* A, U, gilt. 


Beweis. Mit &, werde der Hilbertraum aller in — co < A< + - 0,-meB- 


é 


baren Funktionen a,(A) bezeichnet, fiir die das Integral f |a,(A)|? do,(A) 


existiert. Dabei werden Funktionen a,(A), fir die [ la,|* do, = 0 ist, als 
gleich und zwar dem Nullelement gleich betrachtet. Nach (1.13) wird durch 


4 


a,(A)= T, f f fle) y, (x, A) k(x) dx (f < 9) 
a 
der Raum § unitar auf G, transformiert, und ferner wird nach (1.14), (1.15) 
(5.2) Ba, = T, A,T;'a, = Aa,(A) 
fir a, 8,; dabei ist 8, der Teilraum von G,, fiir dessen Elemente a, das In- 
tegral / “2? la,|* do, existiert. Die Unitariquivalenz von A, und A, ist daher 
gleichwertig mit der Unitériquivalenz von B, und B,. 
Nach Satz 2 existiert fiir |e| < ¢, in S eine Funktion 


r(Ab=1+ Ser r(d), [raj ser’, ACS 


, 1 


mit in S 99-meBbaren Funktionen r‘”) (A), mit der Eigenschaft, daB fiir jede 
in S o,-meBbare Funktion a(A) 


f a(A) do,(A) = f a(A) r,(A) dog(A) 
S 8 


gilt, wenn |e| < e,. Fiir |e| - : é, erhalt man 
4 P 4 eine sh , 1 
(5.3) V7r(a) = v,(a) =14 ze (A) > 0; |v(A)] ; + (4) 


fiir AC S. Setzt man etwa noch v,(A) = 1, wenn A nicht S angehért, so wird 
durch die Transformation 
4 Va, v.(A) a,(A) (a, CG,) 


der Raum &, auf &, transformiert (denn aus f{ |a,|*? do, =0 folgt 
[ \a,\*do, = f \a, v,\* dog = 0). Aber V, braucht zuniichst keine Reziproke 
x NS 

zu besitzen. Wie man leicht sieht, ist notwendig und hinreichend fir die 


Existenz von V,', daB 


J \a.Pdo,=f \a," do, 
20 S 
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fiir jedes a, CG, gilt. In diesem Falle wird iiberdies V, eine unitire Trans- 
formation, denn es wird dann 


+o 
f a)? 4 Gy = f dy? d e9= f \a, v,|* d Oy 
— co é S 


[\a,?do,= f \a,\*do, fir a, CG 
Ss 


—o 


ferner bildet V, den Raum @, auf den ganzen Raum @, ab. 


Die Existenz von V;! laBt sich nun auf anderem Wege beweisen. Der 
Operator 


b 
(54) 9 U,f=TsV, 7, f= To" (v,(A) f He) g(x, a) k(x) dz) 


transformiert § in sich. Nach Hilfssatz 5 und nach (5.3) ist dieser Operator 
regular: 
T ee vy’ Y T(r) 7? + a ame 
U,=E+ J el fir @€<>4> 
wobei £ den Einheitsoperator bezeichnet ; aus den Abschitzungen von Hilfs- 
satz 5 und (5.3) erhalt man 


UF] < (e; >. z its) "em +n) fll = 


= 1 
. , , , an l : 
Nun kann man die Reziproke von U, fir | ¢ 7 aus der Gleichung 
Ur f=(E+ Serum f= Y(-— J er UM" f 
vel u=0 vel 
gewinnen"); diese Reihe konvergiert fiir «| < qf da 
| S is Ue fii "| ‘ UW fil Ze ) tl | 
é — é |: —_ C\P i}, jels 
v= 1 \3 v=] | y=1\ & 


gilt. Demnach hat U, eine in § erklirte Reziproke, die fiir ¢ < q & ein 
regulirer beschrinkter Operator ist. Mit (5.4) folgt hieraus auch die Existenz 
von V, ' in @,, so daB V, eine unitiire Transformation ist. Folglich ist nach 
(5.4) auch U, ein unitirer Operator. 
Wegen B,a, = 4a,(A) fiir a, CG, folgt 
VB B, V, 


‘ 0 
oder 


B.=V.'BV 
Mit (5.2) und (5.4) folgt hieraus 
A,= 7,'B,T,=T,' V. 
Damit ist Satz 4 bewiesen. 


4) Vgl. Rewiicu [6] Math. Ann. 116, Hilfssatz 4, S. 558. 
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§ 6. Anwendungen. 

In diesem Abschnitt sollen die Ergebnisse der Satze 2, 3 und 4 an ein- 
fachen Beispielen untersucht werden. Fiir die ungestérte Differentialgleichung 
werden solche Typen zugrunde gelegt, fiir deren Lésungen man das asymptoti- 
sche Verhalten an den Singularititen geniigend genau kennt. Dabei soll vor 
allem die Voraussetzung b), die eine einschrankende Bedingung fir die unge- 
stérte Differentialgleichung bedeutet, betrachtet werden. Es wird sich heraus- 
stellen, daB diese Bedingung bei den betrachteten Beispielen im allgemeinen 
erfiillt ist, wenn man fiir 4 ein ganz im Inneren des kontinuierlichen Spektrums 
gelegenes Intervall wihlt. Es ist zu bemerken, daB die Bedingung b) in den 
Satzen 2, 3 sicher erfiillt ist, wenn m,(/ + i 6)< C—1 fir1C A,0<46< 4 
gilt, denn dann wird 
x(x, b+ 46), < |By(x, l) + mo(l + 4 4) p(x, l) 

1+ m,(l+%6) O(2,l)< C@O(z, 1). 

Bei den betrachteten Beispielen wird sich die ungestérte Differential- 
gleichung bei x = a reguliir verhalten, so daB insbesondere die Funktionen 
x= lund f = x—adem Raum &, angehoéren. Daher werden fiir u C M, (Def. 
in § 1) die Grenzwerte 


(6.1) 


\ 


[a, w], = lim p(a) u(x) = p(a) u'(a) 


[P, U]q lim ((a — a) p(x) u’(x) p(x) u(2x)) 
lim (— p(x) u(x)) p (a) u(a) 


existieren, d. h. fiir jedes u C M, existieren die Grenzwerte u(a), u’(a). Daher 
kann man die Randbedingung auch in der Form ¢, u(a) + c, u’(a) = 0 stellen. 
Hier scheint die Einfiihrung des Raumes YW, iiberfliissig; doch wenn die ge- 
stérte Differentialgleichung nur der Bedingung (2.3) unterliegt, so wird sich 
die gestérte Differentialgleichung bei 2 = a im allge:einen nicht mehr regular 
verhalten. Aber nach Satz 1 wird Iv, = MW, , so daB man auch fir die gestérte 
Differentialgleichung die Randbedingung in der Form c¢, u(a) + c, u'(a) 
stellen kann. 
1. Als erstes Beispiel wird die Hitusche Differentialgleichung™) 

(6.2) u’+q(x)u=Au in0O<2<« 


mit 
qo(% + 1) = qo(2) 
bei der Randbedingung u(0) = 0 als ungestérte Differentialgleichung behan- 
delt. Bei x = co liegt der Grenzpunktfall vor. Mit (zx, A), ®(x, A) werden 
die Lésungen von (6.2) bezeichnet, die den Anfangsbedingungen 
gm (0, A) = 0, #(0,A)=1 
(6.3) Pm a age 
@ (0, A) - v'(0, A) = 0 
geniigen. Diese Anfangsbedingungen stimmen mit (1.5) tiberein, wenn man 
dort « (x) x, B(x) = 1 setzt. Man zeigt, daB diese Differentialgleichung 
fiir Jm 4 + 0 zwei Lésungen w, (x, A), w(x, A) von der Form 
4 (x, A) (x, A) + fey (A) p(x, A) 

15) Fir das Intervall —oo < x < + co wurde die Hitische Differentialgleichung 

von K. Koparra [4] behandelt. 
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besitzt, die der Gleichung 


(6.4) ws (a+ 1, A) = o4(A) wa. (2, A) fir O< r< ax 


= . = 4 Sam ‘ ‘ ‘ 
geniigen. Dabei ist mit der Abkiirzung 1 (A) = —- (0 (1, A) — g’ (1, A)) 
0 (A) = (A) + VFA —1 
(6.5) 1 1 
f+ (A) 9U.A) ) > 





(O(1, 4) + ¢’ (1, a) 4 VA(A)- 4 8 


Fiir Im 2 + 0 ist p(1, 4) + 0. Man beweist ferner |o (A)| + 1 fir Im 4+ 0. 
Daher ist o, (A) in Im A + 0 eine regulire Funktion von A, und man kann den 
Zweig der Wurzel in Im A> 0 so festlegen, daB dort |o. (A)| << 1 ist. Dann 


wird nach (6.4) das Integral { |m,(x, 4)/? dx existieren, so daB nach (1.7) 
0 


y (x, A) = wz (x, A), m(A) = ws (A) (Im A > 0) 


gilt. Da 1(A) eine ganze Funktion von @ ist, die fiir reelle A reell ist, erhalt 
man nach (1.8) fiir das kontinuierliche Spektrum & von (6.2) genau die Menge 
der reellen A, fiir die 12(A) —1 <0 gilt. Man beweist iibrigens, daB diese 
Menge & nicht leer ist, z. B. dadurch, daB man die Differentialgleichung (6.2) 
im Intervall 0 < a2 < co untersucht und die Menge & als das gesamte 
Spektrum dieses neuen Eigenwertproblems nachweist. Auf diese Weise er- 
kennt man, daB die Menge & die Vereinigungsmenge von Intervallen ist, die 
nur A = + oo als Hiiufungspunkt besitzen. 

Um Satz 3 auf diese Differentialgleichung anzuwenden, beweisen wir, daB 
fiir jedes abgeschlossene Intervall 4, das ganz im Inneren von § liegt, die 
Funktion m(A) = uw, (A) bei Annaherung an A beschriinkt bleibt. Denn nach 
(6.5) ist w,(A) héchstens in der Umgebung der Nullstellen von g(1, A), die 
iibrigens einfache Nullstellen sind, unbeschrinkt. Aus (1, A) = 0 folgt aber 
wegen ~ # — q’ # = 1 (A, ist notwendig reell) 


a , Sa maakt aii 
1 = — q’ (1, Ag) A(1, Ap) = z (#(1, Ap) — ey’ (1, Ao))* 
oder 
(A) —1=0. 


Entweder ist t?(A,)— 1 > 0, also A, auBerhalb von §, oder es tritt in der letzten 
Abschiitzung Gleichheit ein, d. h. es wird 


1 


0 == (B(L, Ag) — 9 (I, Ag))® + (1, Ag) OCI, Ap) = 


Z (ACL, Ao) + (1, Ao)? 
also O(1, Ag) + g’ (1, Ag) = 0. Soll also yw, (A) bei A= Ay unbeschrinkt sein, 
so darf nach (6.5) der Ausdruck 1? — 1 bei A = A, nur eine einfache Nullstelle 
besitzen, d. h. aber, A, ist Randpunkt von &. Damit ist gezeigt, daB m(A) 

(A) (ebenso ~_(A)) in der Umgebung von jedem Punkt A,, der im Inneren 
von § liegt, beschriinkt bleibt. Folglich ist die Bedingung b) der Satze 2 und 3 
fiir jedes abgeschlossene Interval! 4, das ganz im Inneren von § liegt, erfiillt. Die 
Funktionen ™,(z, /) kénnen daher fiir / Cc A als Grenzfunktionen von w4(z, A) 
fiir 21, ImA > 0 erklart werden. Ferner ist in jedem solchen Intervall A die 
Wurzel / t? — 1 rein imaginir, also |o, (A)|? 2 4. (1—1?)=1, und daher 
.(x, l) beschrankt. Man beweist, daB die Funktion [w, , @_] = 4,(A) — u_(A) 
in A nicht verschwindet. Folglich bilden m,, _ fiir 1c A ein Fundamental- 
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system. Daher bleibt ®*(2, 1) = g?(x, 1) + 0 (x, l) fiir 1c A gleichmaBig be- 
schrinkt, man kann also fiir ®(x) in Satz 3 eine geeignete positive Konstante 
nehmen und erhilt folglich das Ergebnis: 

Fiir die Differentialgleichung 

u’+ Ser d(”(x)u=Au in 0S a4<u 

¥ 0 
bei der Randbedingung u(0) = 0 seien fiir die Koeffizienten folgende Voraus- 
setzungen erfiillt: 


Go(% + 1) = Go(2); f q”(x)\da<yK"' fiir y=1,2, 
( 


Dann besteht das kontinuierliche Spektrum S dieser Differentialgleichung fiir 
e = 0 aus Intervallen, die sich nur bei 2 = + co héiufen, wnd die Spektralschar 
E,(A) dieses Eigenwertproblems ist fiir jedes abgeschlossene Intervall A, das ganz 
im Inneren von & liegt, in einer Umgebung von e = 0 ein reguliirer Operator. 

Es wird also nur der Rand des kontinuierlichen Spektrums nicht erfaBt ; 
fiir Intervalle, die auch Randpunkte des kontinuierlichen Spektrums umfassen, 
ist die Aussage im allgemeinen falsch, wie man an dem Beispiel am Ende des 
§ 3, allerdings fiir eine andere Randbedingung, erkennt. Man sieht ibrigens, 
daB das oben genannte Ergebnis bei anderen Randbedingungen in derselben 
Form gilt. 

2. In dem Buche von TrrcuMmarsH [3] wird folgende Klasse von Diffe- 
rentialgleichungen behandelt : 


(6.6) u"+q(x)u=Au in 0O< r< ox, 
wobei 
G(x) << 0 far OS r< cw; G(x) >+— ~ fir 27> x 
und 
. 3 
0<— q(x) = O (\q(z)|°) mit 0<c¢<s 


gilt. g(x) sei in 0 < x < co stetig und besitze dort ein festes Vorzeichen. 
SchlieBlich sei 


x 


P dz 
————————— 0. 
J ¥— (2) 
0 


Bei x = 0 werde die Randbedingung u (0) = 0 gestellt. Bei 2 = o liegt der 
Grenzpunktfall vor. Das Spektrum dieser Differentialgleichung (6.6) ist rein 
kontinuierlich und erfillt die gesamte reelle Achse. Weiter wird in [3] bewiesen, 
daB die Funktion m,(A) bei Anniherung in der oberen Halbebene an die reelle 
Achse einen Grenzwert m,(l) besitzt, der stetig von | abhingt, so daB die 
Voraussetzung b) von Satz 3 fiir jedes abgeschlossene Intervall der reellen 
Achse erfillt ist. Fir die Lésungen u(z,l) der Differentialgleichung (6.6) 
wird das asymptotische Verhalten fiir reelle / durch 


u(x, l) = cos (/ Vi=aa@ae) + ——2-___ sim {Vi=qelb at) + o(1) 
(t— qo(x))* o (lt —go(z))* ” 

gegeben, wobei die reelle Zahl x, so gewahlt ist, daB 1 — g,(x,) > 0 ist. Um die 

Voraussetzungen von Satz 3 zu erfiillen, braucht man also nur @(z) 

= (— dy (x))~ + zu setzen. 
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Bildet man also die Differentialgleichung 


w+ Mer gd” (x)u=Au inOxsa<c« 


’ 0 
bei der Randbedingung u(0) = 0, wobei qg(x) den unter (6.6) genannten Be- 





dingungen geniigt und die q”)(x) fiir y =1,2,... die Ungleichungen 
; hoe be 
[ x aesyK , oe © ee 
| — Jo(*) 


0 


befriedigen, so ist die Spektralschar E,(A) dieser Differentialgleichung fiir jedes 
abgeschlossene Intervall A der reellen Achse in einer Umgebung von e = 0 ein 
regulire’ Operator. 
m auch die Aussage des Satzes 4 an einem typischen Beispiel zu be- 
ueln, wird als ungestérte Differentialgleichung 


(6.7) u’=—Au inO0<2<« 


bei einer Randbedingung der Form c,u(0) + c,u’ (0) = 0, wobei ¢,, c, reelle 
nicht beide verschwindende Konstanten sind, behandelt. Diese Gleichung fallt 
unter das Beispiel (6.2), und man findet, daB das kontinuierliche Spektrum 
genau die positive A-Achse erfiillt. Daher erhalt man die Aussage: 

Fiir die Differentialgleichung 


” 


u’+ Ser g”(xz)u=Au in0O<s4<& 


v l 


hei der Randbedingung c,u (0) + c,u’ (0) = 0 (e,, ¢y reell, c? + c§ > 0) sei 


(6.8) f |\qQ(a)| da< y RK’ (y9=1,3,...) 
0 

erfiillt. Dann ist die Spektralschar E,(A) dieses Eigenwertproblems fiir jedes ab- 

geschlossene Intervall A, das nur positive A-Werte enthdlt, in einer Umgebung 

von ¢ = 0 ein regulérer Operator. 

Es ist wesentlich, daB das Intervall A nicht auch den Punkt A = 0 enthalt, 
wie man an dem Beispiel ersehen kann, das am Ende von § 3 gegeben wurde, 
bei dem die Randbedingung w’ (0) = 0 lautete. Fiir alle anderen Randbedin- 
gungen, also fiir w(0) —c w’ (0) = 0 mit reellem c, werde dieselbe Differential- 


gleichung (6.7) im ganzen Spektrum mit EinschluB von A = 0 untersucht. 


Mit «(x)= «+c, B(x) =—1 wird die Randbedingung [«, uv], = c u’(0) — 
u(0) = 0, und das durch (1.5) festgelegte Fundamentalsystem wird 
yp (x, A) ona yas c cos } A x 
yA 
(a, A) - cos } Ae. 
Man findet leicht 
(6.9) m (A) - = 
lt+cV—A 


wobei /— A in der lings der positiven Achse aufgeschnittenen /-Ebene so 


erklart ist, daB ~—A>O fiir negative 4. Aus (6.9) folgt — Im m(A)>0 fiir 


-* 


=i 
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A>0 bei Annaherung in Jm A >0, so daB die positive A-Achse das kontinuier- 


: : F . ; . ‘ 1 - 
liche Spektrum wird. Fiir c < 0 erhalt man in A — einen Eigenwert. 


Fir 1 > 0 wird 
gp? (x, l) + (x, l) < (x + Jel)? + 1 2 (1 ce?) (1 + 2?) = @? (2). 


Diese Funktion ®(2z) kann in Satz 3 verwendet werden fiir alle 1=>0. Zur 
Untersuchung der Bedingung b) soll y(z, A) abgeschitzt werden. Wenn 


£ 
- 


Im klein genug und Re 4 = 1 > 0 ist, wird: 


x(x, 4) =— cos Vl x + | — + ¢ cos} Lx) 
iw es aye 
|v (x, A) 1+t- —-+C r+: 2 D(z), 
|} A 


so daB C = 2 wird. Demnach erhalt man aus den Siatzen 3 und 4: 
Fiir die Differentialgleichung 


un’ Ver d?(xr)u=Au inQOQ<x<a<« 
l 


bei der Randbedingung u (0) cu’(0) = O sei 


(6.10) f (L + 2) |q(2x)| dx ——_ R’ (y= 1,2,...) 

erfillt. Dann ist die Spektralschar E,(A) fiir jedes Intervall A aus A= 0 ein 

l 

6 

Menge 2 = 0 bereits das ganze Spektrum der ungestérten Differentialgleichung, 

folglich léBt sich nach Satz 4 die gestirte Differentialgleichung durch einen 
i 


unitdren Operator U, , der einschlieBlich seiner Reziproken in \e\ - ag (Y K)-} 


regulirer Operator fiir | ey (y+ K)-|. Fiir c>0 insbesondere ist die 


regulir ist, in die Differentialgleichung (6.7) transformieren. 

Ein Vergleich von (6.8) mit (6.10) zeigt, daB die Funktion ® (x) wesentlich 
von dem betrachteten Intervall A abhingt. DaB man tatsichlich bei der 
Bedingung (6.8) im allgemeinen keine Unitiriiquivalenz zwischen der gestérten 
und der ungestérten Differentialgleichung erwarten kann, zeigt die Differential- 
gleichung 


(6.11) u”’ 4 —u=Au ndO<2r<«x 
(1 + 2) 





bei der Randbedingung u (0) = 0 und fiir 1 < « < 2. Offenbar ist die Bedingung 
(6.8) erfiillt, so daB FE, (A) fiir jedes abgeschlossene Intervall 4, das ganz im 
Inneren der positiven 4-Achse liegt, in einer Umgebung von ¢ = 0 reguliir ist. 
Aber es soll jetzt gezeigt werden, daB diese Differentialgleichung fiir e < 0 
nicht mit (6.7) unitéraiquivalent ist. Da das Spektrum der Differentialgleichung 
(6.11) fiir e = 0 auf der negativen j-Achse leer ist, geniigt es zu zeigen, daB das 
Spektrum dieser Differentialgleichung (6.11) fiir «<0 auf der negativen 
4-Achse nicht leer ist; dabei kann sogar 0 < « < 2 zugelassen werden. 


Zum Beweis wird y=1+ 2, a=2—4yn mit 0< 9 <1/2,y=>1 und 


Yn, = (2 an)" fir n= 1,2,... gesetzt. Dann ist y, >1 und u,(2) wird fiir 
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s=1,2,... durch 
jy?" — cos y”) fir y,< y¥ S Yn 


Un (2%) = Up(y— 1) = lo t 
Sons 


erklart. Wird wie in §2 der zu (6.11) gehdrige Differentialoperator mit A, 
und sein Definitionsbereich mit YU, bezeichnet, so ist u, Cc U, fir n= 1,2,... 
Ferner wird 


x 





(4,, A, Uy) = f (ust (y -1)4 saa u(y — 1)\ dy. 
i ” ailiata 
Wegen |u| < y~? folgt 
x Yn y " 
{ uz(y—l)dy< { —dy= log —logn. 
i yn 1 7 . 


Ferner wird bei der Substitution y” = t 


fy ®t ul (y— ldy= f y-1*2" (l—cos y"? dy 


] #28 : 
— {' t(1—cost)dt Pas (1 - cos t)* dt > - (n- E. 


?) 
so daB fiir e < 0 


] 
(u,, A, Un) < — (log n + € (n 1)) 
) 
wird. Die rechte Seite wird aber bei festem e < 0 fiir geniigend groBes n 
negativ. Daher ist das Spektrum von A, auf der negativen A-Achse fiir e < 0 
nicht leer. 
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Zur Widerspruchsfreiheit einer typenfreien Logik. 
Von 
Kurt Scutrre in Marburg/Lahn. 


Einleitung. 

Ein sehr umfassendes typenfreies logisches System wurde kiirzlich von 
W. AcKERMANN') entwickelt und als widerspruchsfrei nachgewiesen. Dem 
System liegt eine Revision des Aussagenkalkiils zugrunde, indem die Herleit- 
barkeit des ,,Tertium non datur“ und der Formeln, welche die Implikation 
enthalten, in bestimmter Weise eingeschrinkt wird*). 

Verzichtet man auf die Implikation als Grundverkniipfung, so wird das 
System besonders iibersichtlich. Dann fallt nimlich nur das uneingeschrankte 
,.Tertium non datur“ fort, waihrend alle grundlegenden SchluBregeln des im- 
plikationsfreien Aussagenkalkiils bestehen bleiben. Das ,,Tertium non datur* 
bleibt dabei noch weitgehend herleitbar, nimlich mindestens im Rahmen der 
vollen verzweigten Typenlogik, die sich in dem System entwickeln laBt. Auch 
uf dieses typenfreie System, das sich bei Fortfall der Implikation aus dem 
unter!) behandelten System ergibt, hat W. AcKERMANN hingewiesen*). Det 
Verzicht auf die Implikation als Grundverkniipfung stellt tibrigens keine 
wesentliche Einschrinkung dar, da ja &+B etwa durch A vy B definiert 
werden kann. 

Zum Widerspruchsfreiheitsbeweis gebraucht ACKERMANN eine Formali- 
sierung mit Disjunktionsketten, wie ich sie in ihnlicher Weise vorher ebenfalls 
verwendet habe*). Sein typenfreies System lat sich daher unmittelbar an 
meinen SchluBweisenkalkiil K, der Pridikatenlogik anschlieBen. Nimmt man 
die Disjunktion, Negation, Existenz und Abstraktion als einzige Grund- 
verkniipfungen, so sind meine SchluBschemata nur durch die ACKERMANN- 
schen Abstraktionsschliisse zu ergiinzen. Dabei ist die ,,unendliche Induktion“ 
so allgemein zu nehmen, wie dies in ahnlicher Weise zuerst P. LoRENZEN®) 
fiir die verzweigte Typenlogik getan hat. 

In der vorliegenden Arbeit wird fiir das so gefaBte System ein Wider- 
spruchsfreiheitsbeweis erbracht, der mir besonders durchsichtig erscheint und 
der in einem sehr engen Zusammenhang mit meiner beweistheoretischen Unter- 
suchung der ,,verzweigten Analysis“ steht*). 


Die Anlage dieses Beweises ist 
Widerspruchsfreier Aufbau einer typenfreien Logik (erweitertes System). Math. 
Z. 56, 364—384 (1952) 


*) Solche Einschrankungen sind erforderlich, da 


sich sonst die bekannten Anti- 
nomien ergeben. 


) In einem Vortrag auf einer Tagung fiir math. Logik und Grundlagenforschung. 
Gottingen, Marz 1952 
*) a) SchluBweisen-Kalkiile der Pridikatenlogik. Math. Ann. 122, 47—65 (1950). 

b) Beweistheoretische Erfassung der unendlichen Induktion in der Zahlentheorie. 
Math. Ann. 122, 369-—389 (1951). 


c) Beweistheoretische Untersuchung der verzweigten Analysis. Math. Ann. 124, 123 
bis 147 (1952). : 

Alyebraische und logistische 
16, 08 (1951). 
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Untersuchungen iiber freie Verbiinde. J. Symb. Log. 


Die Widerspruchsfreiheit ergibt sich aus drei Reduktionssitzen, deren Beweise 
anuz analog wie in der unter *c) zitierten Arbeit verlaufen. 
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eine andere als die des entsprechenden ACKERMANNschen Widerspruchs- 
freiheitsbeweises. 

Das Kodifikat, das ich hier benutze, besitzt die ACKERMANNsche Typen- 
freiheit. Die Grundformeln dieses Kodifikats sind Grundformeln des ACKER- 
mANNschen Systems. Hierunter fallen insbesondere die Grundformeln meiner 
Kodifikate der ,,reinen Zahlentheorie“ und der ,,verzweigten Analysis“. Weiter- 
hin tibernehme ich von ACKERMANN den auf die Abstraktionsschliisse beziig- 
lichen Rangbegriff und die Definition des Grades einer Formel. Rang und 
Grad einer Herleitung definiere ich jedoch in einer besonderen Weise, die der 
hier im Mittelpunkt stehenden Schnitt-Elimination angepaBt ist. 

SchlieBlich sei noch darauf hingewiesen, daB das Kodifikat auf Grund der 
uneingeschrinkt zugelassenen ,,unendlichen Induktion* «-vollstindig ist. 


Das Kodifikat. 

Als Grundzeichen dienen die Zeichen fiir freie Variablen, gebundene Va- 
riablen und spezielle Konstanten, ferner das Abstraktionszeichen 2 mit gebun- 
denen Variablen als Indizes und die logischen Zeichen \/ ,~, (E.) (letzteres mit 
einer gebundenen Variablen). AuBerdem sollen Klammern gesetzt werden, 
so weit es zur Kennzeichnung des Zusammenhanges erforderlich ist. Mit- 
teilungszeichen fiir freie Variablen seien a,6,..., fiir gebundene Variablen 
a, y,..., fiir spezielle Konstanten 9, y,... . 

Die simultane rekursive Erklirung der Begriffe ..Term‘* und ,,Formel* 
lautet: 


1. a) Jede freie Variable und jede spezielle Konstante ist ein Term. 


b) Ist M& (a,,...,@,) eine Formel, in der die gebundenen Variablen 
Ginn oe r, nicht vorkommen, so ist A, r, A(z,,..., 2) ein Term. 
2. a) Sind $,t,,...,t, Terme, so ist 3(t,,...,t,) eine Formel. 


b) Sind Y, 8 Formeln, so ist UA \y B eine Formel. 
ce) Ist Y eine Formel, so auch Y. 
d) Ist 2 (a) eine Formel, in der die gebundene Variable x nicht vorkommt., 
so ist (Ex) U(x) eine Formel. 
Terme, die keine freien Variablen enthalten, heiBen konstant. Gewisse For- 


meln der Gestalt m(a,,..., a) und M(b,,...,b,), wo @, y spezielle Kon- 
stante und a,,...,Q,, b,,...,6, konstante Terme sind, seien als ,,@rund- 
formeln* ausgezeichnet. Die Festlegung der Grundformeln ist an die einzig: 
Bedingung gekniipft, daB mit q(a,,...,a,,) nicht zugleich @(a,, .. ., A») 


Grundformel sein darf. 
Die Herleitung von Formeln geschieht aus den Grundformeln unter An- 
wendung folgender Schliisse: 


1. Reine Disjunktionsschliisse : 


a) Vertauschung: In einer Disjunktion %, Y,, diirfen die Gliede 
W,....+, Uy beliebig vertauscht werden. 
b) Zusammenziehung: c) Abschwiichung: 
AVAVMN 
“oO \ wy a 
2. a) KompositionsschluB : b) Negationsschluf 
YI \ N KR  ) | ) 


: ) s ‘. 
AvBvN Av 
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3. Pridikatenlogische Schliisse: 


A(t) VN Ala)vR 


i = $$ ————_—_$_§__ ) a. . ae 
) Tix Wiayvn (Ex) U(x) VM 


4. Abstraktionsschliisse : 




















, W(t,,..-, ta) VN 
ah sese a 
. [Ax ay A(t, --+> Ln)] (try -- +s tn) VM 
b) W(t,,..-,ta)VM 
) —__——— 
[Az tp U(X, +++» Xn)] (tr,---, tn) V% 
5. Schnitt: 
MvA AvxR 
Mv R 
6. Unendliche Induktion: Ist U(c, , . . ., Cn) fiir alle konstanten Terme ¢,, . . - ; Cy 
herleithar, so auch U(a,, . . ., @,) mit freien Variablen a,,..., Gn. 
Hierzu sind folgende Erklirungen hinzuzufiigen: In den SchluBschematen 
sind die mit I, R bezeichneten Disjunktionsglieder die ,,Nebenglieder“ sie 
diirfen auch fehlen die iibrigen die ,,Hawptglieder‘’. Als ,,Schnittglieder* 


bezeichnen wir die Hauptglieder der Schnitte. Das SchluBschema 3 b) gilt 
nur unter der Variablenbedingung, daB die freie Variable a in der Konklusion 
nicht vorkommt. 

Die ,,unendliche Induktion‘‘ enthalt unendlich viele Primissen. Sie stellt 
daher kein rein formales SchluBschema dar, sondern eine Herleitungsregel 
die zu ihrer Anwendung einer beweistheoretischen Uberlegung bedarf. Dem- 
gemaB griindet sich die Herleitbarkeit einer Formel bei Zulassung der unend- 
lichen Induktion nicht notwendig auf endlich viele Formeln, sondern unter 
Umstinden auf eine unendliche Formel-Gesamtheit, die jeweils durch die ange- 
wandten Schliisse halbgeordnet ist. Eine derartige Halbordnung, die von den 
Grundformeln iiber die Schliisse der Schemata 1—6 zu einer Endformel 
fiihrt, bezeichnen wir als eine ,,Herleitung*. 

Jeder Formel einer Herleitung teilen wir eine gewisse Ordnungszahl als 
ihre ,,Ordnung‘‘ zu, und zwar in der Weise, daB die Konklusion eines reinen 
Disjunktionsschlusses dieselbe Ordnung wie ihre Primisse besitzt, waihrend 
die Konklusion jedes anderen Schlusses eine gréBere Ordnung als jede ihrer 
Primissen hat. Als ,,Ordnung der Herleitung* gilt die Ordnung ihrer Endformel. 

Ferner wird jeder Konstituente einer Herleitungsformel eine bestimmte 
Ordnungszahl als ,,Rang‘‘ zugeordnet. Dabei verstehen wir unter den ,,Kon- 
stituenten“ einer Formel § die Formel % selbst, falls sie nicht von der Form 
WV B ist, und jede der Formeln &,, . . ., &,, falls § von der Form K, V.. . V Ry 
ist und die &; nicht selbst von der Form UY; VB, sind. Die Range der Kon- 
stituenten werden fiir die Formeln einer Herleitung folgendermaBen rekursiv 
erklart: 

a) Konstituenten der Grundformeln und der Hauptglieder von Abschwé- 
chungen erhalten den Rang 0. 

b) Hauptglieder in Konklusionen von Abstraktionsschliissen erhalten einen 
um | héheren Rang als die Konstituenten maximalen Ranges in den Haupt- 
gliedern der entsprechenden Primissen. 

c) Alle iibrigen Konstituenten von Herleitungsformeln erhalten in den 
Konklusionen den gleichen Rang wie die entsprechenden Konstituenten in den 
Priimissen. Gehéren zu einer Konklusions-Konstituente mehrere entsprechende 
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Pramissenkonstituenten (bei Schliissen 1b, 2a und 6), so ist der entsprechende 
Maximalrang bzw. der Limes aus den entsprechenden Rangen zu nehmen. 
Der Rang ist also ein MaB fiir die angewandten Abstraktionsschliisse, wie 
die Ordnung ein MaB fiir die angewandten Schliisse aller Schemata 2—6 ist. 
Als ,,Rang eines Schnittes“‘ gilt der Maximalrang der Konstituenten seiner 
Schnittglieder. Das Maximum bzw. den Limes aller Schnittriinge einer Her- 
leitung bezeichnen wir als den ,,Rang der Herleitung‘. 

Unter dem ,,Grad einer Formel*‘ verstehen wir die Anzahl der logischen 
Zeichen, die auBerhalb eines jeden Termbestandteiles der Formel auftreten 
Die rekursive Erklarung lautet: 

a) Formeln der Gestalt 3(¢,,..., t,) haben den Grad 0. 

b) Haben &, B die Grade g, , g,, so hat Mv B den Grad g,+9,+1. 

c) Hat & den Grad g, so hat & den Grad g+1. 

d) Hat & (a) den Grad g, so hat (Hx) U(x) den Grad g+1. 

Als ,,Grad eines Schnittes‘ gilt der Maximalgrad seiner Hauptglieder. Der 
,,Grad einer Herleitung* wird folgendermaBen erklirt: 

a) Falls es in der Herleitung entweder iiberhaupt keine Schnitte oder keine 
Schnitte maximalen Ranges gibt’), so soll der Grad der Herleitung gleich Null 
sein. ' 

b) Falls es in der Herleitung Schnitte maximalen Ranges gibt und die 
Grade dieser Schnitte beschrinkt sind, gilt der Maximalgrad der Schnitte 
maximalen Ranges als Grad der Herleitung. 

c) Falls es in der Herleitung Schnitte maximalen Ranges gibt und die 
Grade dieser Schnitte nicht beschrinkt sind, sagen wir, die Herleitung habe 
unendlichen Grad. 

Der Widerspruchsfreiheitsheweis. 

Die SchluBschemata sind so eingerichtet, daB ohne Zuhilfenahme von 
Schnitten trivialerweise kein Widerspruch zu erzielen ist. Folglich ist das 
Kodifikat widerspruchsfrei, wenn sich die Schnitte in jeder Herleitung elimi- 
nieren lassen. Zum Beweise der Schnitt-Eliminierbarkeit dienen folgende Sitze. 

1. Reduktionssatz. Eine Herleitung von endlichem, nicht verschwindendem 
Grad und der Ordnung « lift sich reduzieren auf eine Herleitung 2*, in der ent- 
weder a) der Grad vermindert und der Rang unverindert oder b) der Rang ver- 
mindert ist. 

Beweis durch transfinite Induktion nach der Herleitungsordnung «: Die 
letzte ‘Herleitungsformel der Ordnung « ist Konklusion eines Schlusses 2 nach 
einem der Schemata 2—6. Die Ordnungen «; der Priimissen sind kleiner als «. 
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es fiir diese Primissen reduzierte Her- 
leitungen der Ordnungen 2”. Ist XY nicht ein Schnitt maximalen Ranges und 
Grades, so gewinnen wir aus den reduzierten Herleitungen der Priimissen eine 
reduzierte Herleitung der Endformel, indem wir die letzten Formeln unver- 
aindert anfiigen und diesen die Ordnung 2* erteilen. Es bleibt nur der Fall, 
daB der SchluB 2 ein Schnitt 

RvS Svt 
Rvt 
maximalen Ranges und Grades ist. Die Ordnungen der Primissen seien a, 
bzw. a, die Ordnungen ihrer reduzierten Herleitungen 2 bzw. 2%. Wir eli- 
minieren den Schnitt Z in einer durch das Schnittglied S bestimmten Weise. 


7) Letzteres kann der Fall sein, wenn der Rang der Herleitung eine Limeszahl ist. 
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I. Fall. S sei eine Formel 3(t,, . . ., tp). 
Treten hierin freie Variablen auf, so ersetzen wir diese durch beliebige 
konstante Terme. Dabei mége © in 8* (t?, . . ., th) tibergehen. Die gleiche Er- 


setzung mége Rf und F in Ki* bzw. T* verwandeln. Wir dehnen diese Er- 
setzungen nun auf die reduzierten Herleitungen der P: imissen aus, so weit es 
der Herleitungszusammenhang erfordert. Dann ergeben sich, nachdem unter 
Umstanden einige unendliche Induktionen gestrichen sind, reduzierte Her- 
leitungen der Formeln 


R* v a*(t?,...,t%) und 3*(tf,...,t%) vVzI* 


mit den Ordnungen 2 bzw. 2%. Es kommt weiterhin darauf an, welche Range 
die Ersatzschnittglieder 8* (tf, . . ., t%),8* (tT, ...,t%) in diesen Herleitungen 
besitzen. 

a) Der Rang beider Ersatzschnittglieder sei Null. Dann treten die obersten 
Formeln der zugehérigen Formelbiinde*) nur in Hauptgliedern von Abschwi- 
chungen oder als Grundformeln auf. Mindestens eine der beiden Formeln 
8* (t,..., th), 3* (tf, ..., th) ist nicht Grundformel. Der zugehérige Formel- 
bund l4Bt sich daher streichen. Dadurch erhalt man eine reduzierte Her- 
leitung von {i* oder [*, woraus durch Abschwachung Si* V T* mit der Ordnung 
2% bzw. 2%: zu gewinnen ist. 

b) Mindestens ein Ersatzschnittglied habe einen nicht verschwindenden 


Rang. Dann hat 8* notwendig die Form /,,... 2, U(2,,..-, 2%). Wir er- 
setzen nun die Formeln $*(t?,...,t) und $*(tf,...,t;) in ihren Formel- 
biinden durch (tf, ..., th) bzw. W(ti, ..., th). Dabei bleibt nach Streichung 


gewisser Abstraktionsschliisse der Herleitungszusammenhang gewahrt, und der 
Schnitt 
Rv A(ee,...,t) Bie?,...,t8)vz 


n 


RVI 7 
erhalt einen kleineren Rang als die urspriingliche Herleitung. In dieser Weise 
ergibt sich aus den reduzierten Herleitungen der Praimissen eine reduzierte 
Herleitung von fi* V &*, als deren Ordnung 24*™:,%:) + 1 genommen werden 
kann. 

In beiden Fallen ist eine reduzierte Herleitung von Si* V T* mit einer Ord- 
nung < 2* gewonnen. Da dies fiir jede beliebige Ersetzung der freien Va- 
riablen durch konstante Terme gilt, erhalt man durch unendliche Induktion 
eine reduzierte Herleitung von fi VT mit der Ordnung 2*. 

II. Fall. S sei von einer der Formen AvyB, AW oder (Ex) A(x). Dann 
werden die gleichen Reduktionen vorgenommen, die ich im Kodifikat der 
reinen Zahlentheorie verwendet habe*). Dadurch ergibt sich in jedem Falle 
eine reduzierte Herleitung der Ordnung 2*. 

Hiermit ist der Satz durch transfinite Induktion nach « bewiesen. 

2. Reduktionssatz. Eine Herleitung von endlichem Grad und der Ordnung « 
lipt sich reduzieren auf eine Herleitung der Ordnung ¢(«) vom Grad 0 und 
gleichen Rang oder von kleinerem Rang. (Dabei soll ¢(«) die kleinste e-Zahl 

> « bedeuten.) 

*) Vgl. z. B. S. 50 der unter ‘a) zitierten Arbeit. 


®) S. 376—378 der unter ‘b) zitierten Arbeit (I1.—IV. Fall, wobei der IV. Fall sinn- 
gemaB von (x) MU (x) auf (Ex) UM (x) zu tibertragen ist). 
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Beweis: Bei einer Reduktion gemi8 dem 1. Reduktionssatz tibersteigt die 
Ordnung diese e-Zahl nicht. Die Reduktionen kénnen so oft angewandt 
werden, bis einmal der Grad verschwindet oder der Rang abnimmt, was bei 
dem vorausgesetzten endlichen Grad nach endlich vielen Schritten eintritt. 

Ohne Voraussetzung endlichen Grades gilt entsprechend: 

3. Reduktionssatz. Hine Herleitung der Ordnung « laiBt sich reduzieren auf 
eine Herleitung der Ordnung e, vom Grad 0 und gleichen Rang oder von kleinerem 
Rang. (Dabei soll ¢,= @ und im iibrigen e, die «-te e-Zahl sein.) 

Beweis: Wir wenden wiederum transfinite Induktion nach « an und be- 
trachten die letzte Herleitungsformel der Ordnung «. Diese ist Konklusion 
eines Schlusses Y, deren Priimissen Ordnungen «; < «haben. Nach Induktions- 
voraussetzung gibt es reduzierte Herleitungen der Pramissen mit Ordnungen e,.. 
Wir fiigen an diese reduzierten Herleitungen den SchluB 2 an. Ist 2 nicht 
ein Schnitt maximalen Ranges, so erhalten wir in dieser Weise eine reduzierte 
Gesamtherleitung, als deren Ordnung e, genommen werden kann. Andernfalls 
erteilen wir der umgewandelten Herleitung die Ordnung émez(2,,2,,+ 1. Da 
dann Z der einzige Schnitt maximalen Ranges ist, hat die umgewandelte 
Herleitung in diesem Falle einen endlichen Grad. Eine Anwendung des 2. Re- 
duktionssatzes fiihrt auch hier zu einer reduzierten Herleitung, der wir die 
Ordnung ¢, geben kénnen. 

Aus dem 3. Reduktionssatz laBt sich nun die Schnitt-Eliminierbarkeit fol- 
gern. Wir beschrinken uns zuniachst auf Herleitungen mit endlichen Rangen. 
Hierfiir gilt der 

Spezielle Eliminationssatz: Eine Herleitung von endlichem Rang und der 
Ordnung « lift sich durch eine schnittfreie Herleitung ersetzen, deren Ordnung 
die erste kritische e-Zahl = « nicht iibersteigt. 

Beweis: Durch wiederholte Anwendung der Reduktionen gemaB dem 3. Re- 
duktionssatz erhalt man eine Herleitung vom Grade 0, deren Ordnung die 
erste kritische e-Zahl = « nicht iibersteigt. Diese Herleitung ist schnittfrei, 
da bei endlichem Rang der Grad nur dann verschwindet, wenn iiberhaupt 
keine Schnitte auftreten. 

Bei Beschrinkung auf endliche Herleitungsriinge wird also die transfinite 
Induktion zum Beweise der Schnitt-Eliminierbarkeit hier in dem gleichen 
Umfange gebraucht wie zum entsprechenden Beweis fiir die ,,verzweigte Ana- 
lysis‘*!®). 

Mit einer starkeren Induktion ergibt sich der 

Allgemeine Eliminationssatz: Jede Herleitung liBt sich durch eine schnitt- 
freie Herleitung ersetzen. 

Zum Zwecke der induktiven Beweisfiihrung setzen wir fest, daB eine Her- 
leitung H, ,,schwiicher“‘ als eine Herleitung H, heiBen soll, wenn entweder 

a) der Rang von H, kleiner als der Rang von H, ist oder 

b) H, und H, gleichen Rang besitzen, aber in H, kein Schnitt maximalen 
Ranges auftritt, waihrend dies bei H, der Fall ist. 

Die Schnitt-Eliminierbarkeit wird dann in folgender Weise durch ver- 
schrankte transfinite Induktion bewiesen : 

Es sei eine Herleitung H gegeben. Die Schnitt-Eliminierbarkeit mége 
gelten 

a) fiir alle schwacheren Herleitungen als H, 


°) Vgl. die unter ‘c) zitierte Arbeit. 
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b) fiir alle Herleitungen, die nicht starker als H sind und kleinere Ordnung 
als H besitzen. 

AuBerdem setzen wir voraus, daB fiir die Konstituenten der Endformel einer 
Herleitung bei der Schnitt-Elimination keine Rangerhéhung eintritt. Es ist 
zu beachten, daB eine solche Rangerhéhung bei den Reduktionen nach den 
drei Reduktionssitzen nicht stattfindet, wie aus den Beweisen dieser Sitze 
hervorgeht. 

Die Schnitt-Eliminierbarkeit ergibt sich nun felgendermaBen fiir die Her- 
leitung H: 

I. In H mége es Schnitte maximalen Ranges geben. 

Dann fiihrt die Reduktion nach dem 3. Reduktionssatz zu einer schwacheren 
Herleitung. Hierin sind die Schnitte nach Induktionsvoraussetzung eliminier- 
bar. 

Il. In H mége kein Schnitt maximalen Ranges auftreten. 

Dann gehen wir auf die Pramissen des letzten Schlusses, der nicht ein 
reiner DisjunktionsschluB ist, zuriick. Diese Priimissen besitzen kleinere Ord- 
nungen als die Herleitung H, lassen sich also nach Induktionsvoraussetzung 
schnittfrei herleiten. Durch Anfiigung der letzten Schliisse von H gewinnen 
wir eine Herleitung, die héchstens einen Schnitt besitzt. Da es in H keinen 
Schnitt maximalen Ranges gibt, hat die so umgewandelte Herleitung einen 
kleineren Rang als H, ist also nach Induktionsvoraussetzung auf eine schnitt- 
freie Form zu bringen. 


(Eingegangen am 18. Juli 1952) 


Math. Annalen, Bd. 125, S. 401—434 (1953). 


Separation der Variablen in Hitsertschen Raumen*). 
Von 


Heinz Orro CorveEs in Gottingen. 


Die explizite Bestimmung der Lésungen von Anfangs- und Randwert- 
problemen partieller Differentialgleichungen gelingt fast nur, wenn es méglich 
ist, mit Hilfe der Methode der Separation der Variablen das Problem auf 
eindimensionale Eigenwertprobleme zuriickzufiihren. Dabei begegnen hiaufig 
Aufgaben, wie etwa das folgende, zuerst von HiLBert behandelte Eigenwert- 
problem, das ich in der Einleitung als Beispiel zur Erlaiuterung der Frage- 
stellung benutzen méchte. 





(0.1) (b(x) «(y) a(x) B(y)) u A}a(y) —(p | } a(x) z—(x a ) 
im Gebiet G: z~< x < 2%, ¥, = ¥ S Yq mit den Randbedingungen 
u(z,, y) = u(z,, y) = 0, u(x, y,) = u(z, y.) = 90. 


Dabei seien p(x), a(x), b(x) in z4,< 2< 2, a(y), «(y) und f(y) dagegen 
in ¥, <= y< Y, analytische Funktionen, es gelte p(x) >0, a(x) >0,2(y) > 0, 
a(y) > 0. Dieses Problem ist offensichtlich nach Division durch a(x) «(y) 
von der Form 


(0.2) (C, + C,)u=A(D, + D,)u 


(C,u, D,u und C,u, D,u lineare Differentialausdriicke, die nur Differen- 
tiationen nach x bzw. y enthalten und deren Koeffizienten nur von der einen 
Variablen x bzw. y abhingen). 

Durch den Separationsansatz u(x, y) = u'(x) u?(y) folgen aus (0.1) die 
Relationen 





a ¢ 1 
b(x) ub =A = (p=) + wa(x)ul, ul(x,) = ul(a,) = 0 
(0.3) rg ie 

Bly) u® = 2 (aS) — waaly) wt, u®(y) = w* (ys) == 0, 


dy oy 








aus (0.2) allgemein aber die Relationen 


(0.4) Cs u A D,u+ mu 
C,u=AD,u— pu. 


Soll nun der Separationsansatz fiir ein solches Eigenwertproblem sinnvoll 
sein, so ist es hauptsichlich von Bedeutung zu wissen, ob die durch ihn ge- 
wonnenen Eigenfunktionen vollsténdig sind, ob es also méglich ist, willkiirliche 
Funktionen nach ihnen in eine Reihe oder wenigstens ein Integral zu entwik- 
keln. Fiir eine gewisse Klasse der Probleme (0.2), z. B. fiir die Separation der 
Wellengleichung A u + k? u = 0 in Rechteck- oder Kreisgebieten, und iiber- 
haupt immer dann, wenn wenigstens einer der Ausdriicke C, u, C, u, D, u, 
D,,u sich auf die Multiplikation von uw mit einer Konstanten reduziert, ist 


*) Diese Arbeit wurde von der mathematisch-naturwissenschaftlichen Fakultaét der 
Universitat Gottingen als Dissertation angenommen. 


Mathematische Annalen. 125. 28 
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eine Antwort auf diese Frage fast trivialerweise zu geben. Im Allgemeinfalle 
jedoch wird sie zu einem Problem, welches in der alteren und neueren Literatur 
mehrfach behandelt wurde und bisher nicht allgemein gelést ist. Den ersten 
Vollstandigkeitsbeweis dieser Art gab G. Lamé [10] im Jahre 1838 fiir die 
gewohnlichen, Laméschen Produkte, die bei der Separation des ersten Rand- 
wertproblems der Potentialgleichung in einem RKotationsellipsoid fir ein 
Problem der Form (0.2) als Eigenfunktionen auftreten!. Friix KLEIn zeigte 
1881 mit Hilfe seines Oszillationstheorems die Existenz unendlich vieler Eigen- 
produkte auch fiir die bei der Lésung der ersten Randwertaufgabe von A u = 0 
in Zyklidensechsflachen entstehenden Eigenwertprobleme der Form (0.2), 
ohne jedoch die Vollstandigkeit dieser Produkte herzuleiten. Diese Vollstandig- 
keit wurde in den Jahren 1907 bis 1910 in mehreren Arbeiten und unabhangig 
voneinander durch A. C. Dixon [5], E. H1cp [7], [8] und D. HicsBerr [9} 
bewiesen. Drxon und HILBERT betrachten dabei etwas allgemeinere Klassen 
von Problemen, die bei der Separation in regulire, SrurM-LiouvILLEsche 
Eigenwertprobleme bzw. in Eigenwertprobleme zerfallen, deren Auflésung 
auf die Behandlung einer Integralgleichung vom polaren Typus [9] zuriick- 
gefiihrt werden kann. [Das von HILBERT behandelte Problem hat die Gestalt 
(0.1).] Hite und HILBert benutzen als wesentliches Beweiselement die 
HiLBerRtsche Integralgleichungstheorie, wihrend D1rxon eine direkte Her- 
leitung der Vollstandigkeit mit Hilfe des Residuensatzes fiir analytische Funk- 
tionen zweier Verinderlicher gibt. Das von H1xp in [8] behandelte Problem 
ist das in spezieller Weise entartete KLEetnsche und besitzt als einziges, bisher 
behandeltes Problem ein rein kontinuierliches Spektrum, so daB eine Integral- 
darstellung resultiert. Endlich wurden durch C. C. Camp [2], [3], [4] in den 
Jahren 1923 bis 1942 eine Reihe von Vollstandigkeitsbeweisen fiir Eigenpro- 
dukte partieller Differentialgleichungen erster Ordnung gegeben. Die dort 
verwandte Beweismethode ist mit der Dixonschen vergleichbar. Ausfiihrliche. 
formale Untersuchungen der Separation von Randwertproblemen der Poten- 
tialgleichung finden sich vor allem in den Biichern von BécHER [1] und 
HAENTZSCHEL [6] sowie bei WANGERIN [15]. 

In dieser Arbeit mache ich den Versuch, die geschilderten Probleme vom 
Standpunkt der allgemeinen Spektraltheorie anzugreifen. Es handelt sich dann 
um die Spektraltheorie eines Problems der Form 


(0.5) (C)+ OC?) u A(D! t D*) u, 


wo die linearen Operatoren C', C?; D', D® in gewissen Teilréiumen eines H1IL- 
BERTschen Raumes erklart sind. Der typische Separationsansatz wiirde jetzt 
darin bestehen, daB man u = uw! u? ansetzt, wobei u! und u? Elemente zweier 
geeigneter Riume §' bzw. §* sind und die Komposition wu! u* noch naher 
definiert werden mub. Zur Definition von u! u? laBt sich eine Verallgemeinerung 
des durch J. v. NEUMANN [12] fiir Banacu-Raume eingefiihrten direkten Pro- 
duktes, dessen Theorie vorwiegend durch SCHATTEN ausgebaut wurde, heran- 
ziehen. (Vergleiche insbesondere [14] und die dort angegebene Literatur.) 
Man weiB, daB fiir die Spektraltheorie linearer Operatoren in HILBERT-Raiumen 
der Begriff der Selbstadjungiertheit bzw. der wesentlichen Selbstadjungiertheit 
entscheidend ist. Es erscheint daher tunlich, das skizzierte Problem in folgende 
beiden Fragen aufzuspalten: 


') Wir wollen im folgenden EKigenelemente in Produktform ,, Eigenprodukte™ benennen. 


Separation der Variablen in HiLpertschen Raumen. 403 


1. Welche Bedingungen fiir die in der Gleichung (0.5) auftretenden Operatoren 
sind zu stellen, damit dieses Problem in einem passend eingefiihrten Definitions- 
bereich wesentlich selbstadjungiert wird ? 

2. Unter welchen noch zusdtzlich zu stellenden Bedingungen kinnen Ent- 
wicklungssdtze oder Integraldarsiellungssitze willkiirlicher Elemente des Raumes 
nach Eigenprodukten ausgesprochen werden ? 

In vorliegender Arbeit soll versucht werden, eine méglichst umfassende 
Antwort auf die Frage 1 zu geben. Wir werden in einer spiteren Arbeit zeigen, 
daB die Antwort auf diese Frage den Schliissel auch zur Beantwortung der 
Frage 2 liefert. 

Im Kapitel I ist die oben erwihnte Verallgemeinerung des v. NEUMANN- 
schen Direkten-Produkt-Kalkiils vorgenommen, und zwar vorwiegend in den 
Paragraphen 3 und 4. Die ersten beiden Paragraphen dieses Kapitels kénnen 
als Beitriige zur Theorie der unendlichdimensionalen, separablen Raiume mit 
mehreren Metriken charakterisiert werden (hier %-Systeme genannt), deren 
Kreuzprodukte eben spiter definiert werden. Die am SchluB des § 1.2 auf- 
gestellten Hilfssitze (insbesondere der Hilfssatz 1. 2.6) verdienen vielleicht 
auch unabhingig vom Ergebnis dieser Arbeit einige Beachtung. Vor allem 
erscheint es mir leicht méglich, die dort verwandten Ansitze, z. B. in Hinsicht 
auf die Stérungstheorie der Spektralzerlegung, bedeutend weiter auszubauen, 
als dieses hier geschehen konnte. 

Das Kapitel II bringt in seinem ersten Paragraphen die Definition des 
verallgemeinerten, separierbaren Operators A in & und die Erliuterung der- 
selben an dem von HILB in [7] und [8] behandelten Beispiel. In § 2 werden 
gewisse einfachere Eigenschaften von A in&, wie Hermitezitat, Fortsetzbarkeit 
usw. hergeleitet, und zwar zumeist aus entsprechenden Eigenschaften der 
Komponenten, in die A in 9 durch die Separation zerfallt. Im Paragraphen 3 
werden vier Kriterien fiir die wesentliche Selbstadjungiertheit von A in 
bewiesen, ein fiinftes wird formuliert. Zum SchluB wird als technisches 
Hilfsmittel zur Anwendung der Kriterien — ein Satz bewiesen, der es erlaubt, 
die Kriterien I bis IV unter gewissen Zusatzforderungen anzuwenden, wenn die 
Komponenten von A in & nur wesentlich selbstadjungiert sind. 

Die elementaren Rechenregeln fiir das Rechnen in 8-Systemen und in 
ihren Kreuzprodukten sind in je einer Tabelle in § 1 und § 4 des ersten Kapitels 
zusammengestellt. Die Ausfiihrungen des § 1.2 werden erst nach und nach und 
vorwiegend nur in den drei letzten Paragraphen des Kapitels Il benétigt, 
wihrend ihre Kenntnis zum Verstiindnis des im Kapitel I aufgestellten Kalkiils 
nicht erforderlich ist. In einer spiiteren Arbeit werde ich allgemeine Entwick- 
lungssitze und Integraldarstellungssitze fiir separierbare Eigenwertprobleme 
beweisen. Die Anregung zur Verwendung des Direkten-Produkt-Kalkiils fiir 
das aufgezeigte Problem verdanke ich Herrn Professor RELLICH. 


I. Vorbereitungen. 


§ 1. $-Systeme, Definition und Grundtatsachen. 
Definition 1.1.1: 
a) Es set & ein HitBert-Raum'*) mit dem Skalarprodukt (u,v) und der 


la) Das Unendlichkeitsaxiom ist fiir die Uberlegungen dieses Kapitels (mit Ausnahme 
von Hilfssatz 1.3.2. und (1. 1. V)) nicht erforderlich. Man iiberzeuge sich davon, daB 
dieselben auch fiir n-dimensionale, euklidische Riume wortwortlich gleichlautend durch- 
fiihrbar sind. Hilfssatz 1. 3. 2. und (1. 1. V) 


wiirden cine auf der Hand liegende Anderung 
erfahren miissen. 


IN* 
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Metrik |u . In §& seien S’ und T” zwei hermitesche, positive, beschrinkte 
Operatoren. Es gelte S’ + T’ = 1, also O< S’ <1, O=< T’ <1. Mit Hilfe der 
Operatoren S’ und T” bilde man fiir u,v € 9: 


(1.1) (u,v), = (u, S’ v), (u, v), = (u, 7” v). 


b) Die Gesamtheit der Vektoren aus § mit dem Skalarprodukt (u,v), und 
der durch dieses induzierten, nicht notwendig definiten Metrik wu, (u, w),|9 
werde als neuer, allgemein metrischer, (im allgemeinen nicht abgeschlossener ) 
Raum betrachtet und mit 9; bezeichnet. Ebenso bezeichne man den durch das 
Skalarprodukt (u,v), und die zugehdrige Metrik | u 
Raum § mit 9;. 

c) Falls (u, v), oder (u, v), definit ist, werde die AbschlieBung von 9: (bzw. 
D: ) mit 9, (bzw. 9.) bezeichnet. 

d) Das System der so erzeugten drei Riume 9, 9, , H, oder — bet Nichtexistenz 
von %, bzw. H,— der Riume 9, 9,, D,, bzw. 9, H,. Hr, bzw. H, H5, Hi soll ein 

"-System heiBen und mit BY” oder auch kurz B bezeichnet werden. Im Fall 
der Existenz von §, (d. h. der Definitheit von S’ ) heiBe ¥ s-definit, im Falle der 
Existenz von §, (d. h. der Definitheit von T’ ) dagegen t-definit. Existieren §, 
und §, beide, so soll $$ doppelt definit genannt werden. 

e) S und T seien (bei s- (bzw. t-) Definitheit) von B die in 9, (bzw. 9,) 
abgeschlossenen Erweiterungen der Operatoren S’ und T", die als beschriinkt 
Operatoren in 9 wegen 91° 9, bzw. H: © O, auch Operatoren in §, und §, 
reprdsentieren. (Ndhere Begriindung der AbschlieBbarkeit siehe (1.V1).) 

f) Im Falle ihrer Existenz seien S~1 und T~* mit L und M, ihre Definitions- 
bereiche mit 2 und M bezeichnet. 


‘ (u, u),|2 metrisierten 


Definition 1.1.2: 

Eigenschaften von Vektoren, Vektorenmengen oder Operatoren in bezug auf 
das Skalarprodukt (u,v), sollen kiinftig stets mit dem Vorsatz ,,s-‘‘ verwandt 
werden, also z. B. s-Beschrinktheit, s-Hermitezitit, s-Selbstadjungiertheit usw., 
wiihrend die entsprechenden Eigenschajften in bezug auf (u,v), mit dem Vorsatz 
,,t-“*, diejenigen in bezug auf (u,v) ohne weiteren Vorsatz gebraucht werden 
sollen. Die Adjungierte eines Operators A in bezug auf die Skalarprodukte 
(u,v), (u,v), (u,v), werden wir bzw. mit A*, Al*! und Al*! bezeichnen. Zur 


Unterscheidung der Konvergenz, Orthogonalitiét usw. beziiglich der drei Metriken 
sollen di Symbole 


Gn>P n> (n> ¢ 
giy, giy, gly 
8 t 
MoRN,..., MeN,..., Vg, 
8 8 Passes 
lim @,,... usw. 
en —> x 


dienen. 


(Mit g,>@ ist z. B. gemeint: o,€ 9, 9 € 9.) Gn— Y| > 0, n > oo). 
In thnlicher Weise sollen Begriffe wie o-Beschrinktheit usw., Symbole wie 


' @,, lim @, sich auf die Metrik | u\|, des spiiter ($1.3) zu definieren- 


oO 
’ l (o 


n— x 
den Raumes §, beziehen. 
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Die endlich oder unendlich vielen Vektoren q,, gz,... aus § sollen in ® 
totalorthogonal heiBen, wenn gilt 


(1.2) (Pr: Pu) (Py; Puds (P,. Pus OO.” “. 


DefinitionsgemaB besteht jedes §%-System aus drei Riumen, zwischen 
deren Elementen gewisse Identifizierungen vorgenommen worden sind. 
Wihrend nun in jedem einzelnen Raum des Systems die iiblichen, fiir H1LBERT- 
Riiume bzw. allgemein metrische Raiume bekannten GesetzmiBigkeiten 
Giltigkeit haben, macht es die Tatsache, daB nach vorgenommener Identifi- 
zierung gewisse Elemente q allen drei Riumen angehéren, notwendig, eine 
Anzahl einfacher weiterer Rechenregeln herauszustellen. Wegen der Symmetrie 
der Definitionen 1.1.1. und 1.1.2. in bezug auf Vertauschung von S’ und 7 
werden wir uns erlauben, die in diesen Paragraphen noch zu bringenden Siitze, 
die sich allein auf eines der Skalarprodukte (u, v),, (u,v), beziehen, nur fiir 
(u,v), zu formulieren und zu beweisen, sie alsdann aber auch fiir (wu, v), als 
bewiesen anzusehen. Wir geben zunichst die Regeln ohne Beweis: 

I. Sei m, aus 9. g, ist dann und nur dann konvergent, wenn es sowohl 
s-konvergiert, als auch t-konvergiert. Dann und nur dann gilt m, > m, wenn 
sowohl py, + gy, ‘als auch pp > | gilt. 


II. Im Falle der s-Definitheit von $$ wird beim AbschlieBen von §; zum 
Raum §,, d. h. beim Ubergang von den Elementen aus §; zu den Klassen 
aquivalenter Fundamentalfolgen (in bezug auf wu ,) die Identifizierung der 
taume ; und § nicht veriandert oder gestért. Jeder Klasse von in bezug 
auf wu aquivalenten Fundamentalfolgen entspricht genau eine Klasse %, in 
bezug auf wu, aquivalenter Fundamentalfolgen, derart, daB jede Folge u, 
aus 7} auch der Klasse 7}, angehért. Umgekehrt entspricht jedem %, héchstens 
ein  derart, daB jede Folge u, aus %, , fiir die u, ¢ § gilt und welche auch in § 
konvergent ist, der Klasse } angehért, und zwar gibt es genau dann zu %, 
solchermaBen ein }, wenn die Folgen u, aus §, gegen ein Element @ aus 9; 
s-konvergieren. In diesem Falle streben alle u, aus ¥ mit wu, aus H, Up, — Up, 

e,n,m > N(e), gegen dieses Element g, welches zufolge der Identifizie- 
rung von 9; mit § ja auch Element von @& ist. 

III. Sei $ s-definit. Aus @, € 9, Pn >q und der Konvergenz von g, in 9 


folgt dann @ € 9, Qn > @. 

IV. Wenn MC H und M in H dicht ist, dann ist M in H, s-dicht. 

V. §, und , sind separabel und unendlichdimensional, also HILBERT- 
Raume, falls sie existieren, d. h. falls 8% s-(bzw. t-) definit ist. 

VI. Die Operatoren S’ und 7” sind in §; s-beschrankt und s-hermitesch, 
es gilt 0 < (u, S’ u), < (u, u),, O< (u, T’ u), < (u, u),. Ist $B s-definit, so 
gilt dasselbe auch fiir den durch AbschlieBen von S’ in §, entstehenden 
Operator S. In diesem Falle gilt sogar 0 < (u, S u), < (u, u),, falls nur u + 0, 
u€ §, ist. Die Reziproke L = S-' existiert dann eindeutig und ist selbst- 
adjungiert, ihr Definitionsbereich 2 ist ganz in § = §;*) enthalten und noch 
dicht. 

VII. Es gilt 


(1.3) (u, v), = (Su, v) fiir u aus $,,v aus 9, 
: (u, v) = (Lu, v), fur u aus 2, vaus §. 


2) Diese Gleichheit ist natiirlich allein als Mengengleichbeit aufzufassen. 
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VIII. Zu jedem endlichdimensionalen Unterraum 8 von § gibt es stets 
ein in R vollstaindiges Totalorthogonalsystem (siehe Def. 1.1.2). 

Beweis der Behauptungen I bis VIII. 

I. Auf Grund der Beziehung S’ + 7” = 1 folgt fiir u,v aus 9: (u, v) 

(u,v), + (u, v),. Zudem gilt 


(1.4) jules SO, lull? pO, 


da S’, 7” nach Voraussetzung positiv sind. 

IV, V. Der Beweis von, IV und V ist klar. 

IT. (DaB alle Folgen u, einer Klasse § auch beziiglich || u||, aquivalent sind, 
folgt wie bei I) aus der Beziehung (1.4). Gilt andererseits ||u,— v,||,< e, 
n > N (e), tn, Un € 5 (d. h. Uy, Up, € H), sowie lu, — up|] < &, |jU_, — Vil < e, 
n,m > N(e), so folgt fiir w aus 9: 





lim (u, — v,, S’ w) lim (u, — U,, w), = 0. 
n >x n >~x 
Andererseits aber gilt: lim (u, — v,, S’ w) = (u—v, S’w), wo u= lim u,, 
a> n— x 


v = lim », ist. Also folgt (u — v, S’w) = 0, da aber $ nach Voraussetzung 


n” > 
s-definit ist, ist S’ H in § dicht, und es folgt wu — v = 0, lim (u, — v,) = 0. 
n> <x 
Somit gilt auch |\u,— v,||< « fiir alle n > N,(e), und es sind die Folgen 
u, und v, auch beziiglich der Metrik ||x|| aiquivalent. Setzt man u = v ; 
so gilt auch in §,: u, > 9, ¥, > y. Wenn also einem %, ein § entspricht, so 
s 


s 
s-konvergieren die Folgen der Klasse %, auch gegen ein Element aus §;. 
Da das Umgekehrte trivial ist, wire damit Il. bewiesen. 
III. Unter diesen Voraussetzungen folgt die Existenz eines Vektors py 


aus § mit |ly — ¢ nll <e,n > N(e), also auch ||ly — @al|, << ¢, n > N (e). Somit 


gilt ~,—> yw. Da andererseits gilt », > p, folgt ¢ y, also 9 € 9, Pn> @. 
x & 

VI. Fiir die Operatoren S’ und 7”, die im Raum § erkliart sind, folgt nach 

einem bekannten Satz aus ||S’|| < 1, ||7’|| < 1 die Giltigkeit der Relationen 


0< (Su, S’ u) < (Su, u) 


(1.5) i - » 
0 < (S’u, T’ u) < (S’ u, uv) 


fiir u aus § = 9; = $:.") 
Das bedeutet 
0 < (u, Su), < (u, u), 


1.6) 
“ 0 < (u, T’ u), < (u, u), 


fiir u aus 9. 

Wie oben (1.5) folgt auch (u, 8S’? u) < (wu, S’u), (u, S’ Tu) < (u, Su), fir 
alle u aus §, also 

(1.7) |S’ wel], < lfeell,, |Z” wll, < ||ml, 

fiir alle u aus §. 

Sowohl 8’ als auch 7” sind daher s-beschrinkt. Offenbar ist zufolge der 
Vertauschbarkeit des Operators S’ mit den Operatoren S’ und 7” = 1— 
sowohl 8’, als auch 7” in § s-hermitesch. Ist daher  s-definit, so existiert 
die s-AbschlieBung S von 8’, es gilt: 

(1.8) S|, <1 und 0 < (u, Su), < (u, u), far alle uv aus §.. 


Aus Su= 0 fiir irgendein u aus §, folgt dann 0 = (v, S u), = (S’ v, u), fir 
jedes v aus §. Da aber bei s-Definitheit die Form (u, S’ v) positiv definit ist, 
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folgt die Existenz der Reziproken (S’)~! in einem dichten Definitionsbereich 
Disy-: = S& H. Da nach V. dann auch S’ © in Q, 8-dicht ist, folgt u = 0. 
Da nun schon gezeigt wurde, daB S s-beschrinkt und s-hermitesch ist, besitzt 
dieser Operator auch in §, eine Spektralzerlegung, die Null nicht zum Punkt- 
eigenwert haben kann, es gilt daher 


(1.9) 0< (u, Su), < (u, u), fiir alle uw + 0 aus §,. 
Zudem existiert auch die Reziproke L = S~! des Operators S in einem s-dichten 
Definitionsbereich 2. Selbstverstindlich ist Z in & s-selbstadjungiert. Offen- 
sichtlich ist (S’)~* in D,s,-: Einschrinkung von L in &, also ist 2 - § auch dicht. 
Es gilt aber sogar 2 ¢ §. Denn man hat fiir wu aus 2 die Beziehung u = Sf, 
f¢€ 9,. Sei nun f, eine Folge aus § mit f, > f. Man setze alsdann u, = S’ f,. 


Offenbar gilt uw, ¢€ §. Man hat daher 


lJeen — Wall? = |S" (fn — fmdll? = (fn — fms S’ (fn — fm))s 
If fle : é&, n,m N (e) 4 
Also konvergiert u, auch in §. Da u, aber in 9, gegen u = Sf strebt, folgt 
nach ITT. auch uw, > u. Folglich ist u aus 9, und somit gilt 2 ¢ H. Damit wire 
auch V. bewiesen. 
VII. Es ist laut Definition 


(1.10) 


(1.12) (u,v), = (S’ u, v) fiir u,v aus 9. 

Sei nun wu beliebig aus ,, v aus § vorgegeben, so gibt es eine Folge u, von 

Vektoren aus § mit u, + u. Wie beim Beweis von VI. bereits abgeleitet, folgt 
nN 

aber daraus nunmehr S’ u, > S u. Tragt man dieses in (1.12) ein und vollzieht 

den Grenziibergang n + co, so ergibt sich 

(1.13) (u, v), (S u, v) fiir alle wu aus §,, v aus 9. 


Ersetzt man hierin noch S u durch u, so folgt 


(1.14) (u, v) = (Lu, v), fiir alle uw aus &, v aus ©. 

VIII. Zum Beweis von VIII. hat man nur zu bemerken, daB (wu, u) in dem 
euklidischen Raum fi c § mit der positiv definiten Metrik || ze|| (u, u)\* eine 
hermitesche Form darstellt, die nach dem bekannten Satz iiber die Haupt- 
achsentransformation ein in § vollstaindiges, orthonormiertes System von 
Vektoren besitzt, beziiglich derer sie sich als Summe von Quadraten darstellt. 
Sei y,, v= 1,...,n ein solches System, so gilt offenbar 


(Pv, Py) Oy 


(1.15) (vs Puds = Av Ov (0<4,< 1) 
(De, Pude = (Mv» Pu) — (Gr: Pus = (1 — A,) 4,, 
Also ist nach Definition 1.1.2 das System der 9, , 1,..., ”, totalorthogonal, 


und es gilt Vollstandigkeit der g, in bezug auf jede der Metriken ||z/|, |\z||, und 
|u||,, die nur in R definit ist. 


§ 2. Operatoren in 8-Systemen. 
Solange man beim Rechnen mit Operatoren in % in einem der drei Riiume 


), ,, , allein sich bewegt, bleiben selbstverstiindlich alle Regeln fiir das 
technen mit Operatoren in HiLBert-Riiumen auch hier in Kraft. Wir haben 
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aber schon bei der Beschaftigung mit den Operatoren S’ und 7” bemerkt, dab 
durch einen Operator im Raum § stets auch eine entsprechende Zuordnung 
der Elemente der beiden anderen Riume, also je ein Operator in diesen indu- 
ziert wird. Wir wollen bei unserer bisherigen stillschweigenden Gepflogenheit 
bleiben und derartige Operatoren nicht unterscheiden, sofern nicht Verin- 
derungen an den Definitionsbereichen vorgenommen worden sind. Hingegen 
machen diese Wechselbeziehungen folgende Betrachtungen notwendig: 


Definition 1.2.1: 


Sei A in UC H ein Operator des Raumes 9, C in © C H, ein Operator des 
Raumes §,. Dann erklire man, genau wie im Falle zweier Operatoren dessélben 
Raumes, das Produkt CA in De, folgendermaBen: Do4: Alle u aus A mit A u 
aus €; CAu=C(A u) fiir alle u aus Dey. CA ist als Operator des Raumes §, 
zu betrachten. 

Insbesondere sind damit zu Operatoren A in & des Raumes § bei s- (bzw. t-) 
definitem $ die Operatoren I. A baw. M A in dieser Weise definiert. 
Hilfssatz 1.2.1: 

Sei $B s-definit. Wenn dann A in UC H hermitesch ist und LA s-dicht 

definiert ist, dann ist L.A s-hermitesch. 


Der Beweis folgt unter Benutzung von (1.3). 
Hilfssatz 1.2.2: 

Es sei 8% s-definit. Wenn dann A in Y < © selbstadjungiert und 1 ein Punkt 
der Resolventenmenge von A ist, dann folgt 
L(A ) Drca-a = 
(L(A — A))*@]= L(A — A). 


(1.16) 


Die Einschrinkung von A in U auf den Definitionsbereich Dz. 4— 4) ist noch 
wesentlich selbstadjungiert. Gibt es zu einem f aus §, ein g aus §, so daB gilt: 
(f, L(A — A) u), = (g, u) fiir u EC Dera —y), 80 folgt f <U und (A — A) f = g. 

Beweis: Es sei A ein Punkt der Resolventenmenge von A in &. Dann ist 
(A — 4)~! beschriinkt und iiberall in § erklirt. Es gilt (A —4)%& = §. Nun 
ist Dy;4—,) die Menge aller u aus A mit (A — A) u aus L. Es folgt 


(1.17) Q = (A—A)Drcs 


A 


und folglich 


(1.18) LQ=L(A—A) Dic 9,. 


A) 


Sei wu aus A, dann existiert (A — A) u und ist ein Element aus §. Man wihle 
eine Folge f, von Vektoren aus 2 mit /,,+ (A — A) uw und bezeichne (A — A)-' f,, 

u,. Wegen der Beschrinktheit von (A — /)~-! konvergiert u, in § gegen w. 
Wegen (1.17) aber liegt u, in Dz.4_ 4, also ist Dz,4—,) in YW, also auch in 
§ dicht, also endlich ist Dz;4—,, auch in §, s-dicht. Zudem laBt sich wegen 
der gleichzeitigen Konvergenz von u, und A u, = f, + A u, die Einschrinkung 
von A in & auf D,z;4—, durch AbschlieBen wieder auf A in Y fortsetzen. 
Also folgt die wesentliche Selbstadjungiertheit dieser Einschrinkung. Weiter 
hat man fiir uw € Dypp4—3), VE Daca 


~— 


a): 


(u, L(A — A) v), = (u, (A — a) v) = ((A — A) u, v) = (L(A— A) u, »),, 
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also (L(A — 4))*] 2 L(A — A). Sei f aus §,, g aus §, und gelte 
(1.19) (j, L(A — 2) u), = 9, u), 
fiir alle wu aus Dy,4_,. 
Wegen L 2 = Q, ist es dann méglich, g = L v zu setzen, es gilt v € 2 ¢ H, also 
gibt es dann wiederum ein w aus Dy,4—7, so daB v = (A — A) w ist. Denn 
mit A ist auch A Punkt der Resolventenmenge von A. Trigt man dieses in 
(1.19) ein, so ergibt sich 
(f, L(A -— A) u), = (L(A — A) w, u), = (w, L(A — A) w),. 

Aus (1.18) folgt nun aber sofort f = w, d. h. f aus M, (A — A) f = v aus Q, 
L(A —A)f=g, faus Dz,4-7. Also gilt auch (L(A — A))l*) ¢ L(A — 4) und 
insgesamt folglich (L(A — A))l*! = L(A — 4). Gilt endlich fiir f € ,, 9 © © 
und alle wu € Dz 4 — 3: (f, L(A — A) u), = (g, u), so gibt es ahnlich wie oben ein 
v mit g=(A—A)v, man hat also (f, L(A — A) u), =((A — A) v, u) 
(v, L(A — A) uw), fiir u € Dey — yy), also f =v, f €U, (A—A)f=g. 
Hilfssatz 1.2.3: 

Sei B s-definit und A in UC H selbstadjungiert. Dann gilt fiir u aus Dy. 
stets 
(1.20) (L(A — AT") — w) ull} = 3 |lulle + 2 we. A, | 
(wo Ag = Imi, pt. = Im p sei). 
Fordert man noch i, tz > 0, 8o ist 


(1.21) (L(A — AT’) — pw) Dra-—a = 9,, und 


die Reziproke (L(A — A T’)— )-* ist iiberall in %, eindeutig erklirt und s- 
beschriinkt. Man hat alsdann die Relationen 


(L(A —4 7") —p) 1 u| 


A> 





ulle. 








1 
< —— | wil. 
(1.22) = | he "le fiir alle u aus §,. 
\|(L(A —A T’)—p)-? uly < (2 og Aq)? || w 


F 





Beweis: a) Es gilt (L(A — AT’) — pw) = L(A —A)— pe + A, denn es folgt 
aus &+ M/=1: L(A—ATM’)=L(A—A+AS') =L(A—A)+A, da 
(A —4A+ 48’) f dann und nur dann in @ liegt, wenn (A — A) f aus @ ist. Ins- 
besondere hat man 


Dia-ary = Dyya-a- 
b) Nun seien A, u beliebig komplex und sei A= 24, + 1 A,, = +i fe, 
u sei aus Dz,4—,. Dann folgt 
|(L(A —A 7’) — p) ull? = ||((L(A — 2 7’) — wy) — ip) u | 
\|(Z(A — 2 7") — wy) uli + 2 || ull 
t ug ((L(A — A 7’) — m) u, u), + tg (u, (L(A — A T’) — mw) a), 
: me luli - -§ fly {(u, (A —AT’ — pw, 8’) u)—(u,(A—AT’ — nu, 8’) u)} 
3 |lullf + 2 we A, ||ull?. 


Also: 


(1.20) ||(L(A—A 7’) — yp) ullf = 23 |lulli + 2 a. A, ||)? far w aus Dz a 
c) Setzt man jetzt A, wu, > 0 voraus, so folgt insbesondere Im A = A, + 0, 
d.h. A gehort zur Resolventenmenge von A. Aus (f,(L(/A—A7”)—y) u), = 0 far 


alle u avs Dz 4 ~ 4 ergibe sich daher (f, L(A — 4) ~),=((”7— A) f, v),, also nach 
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Hilfssatz 1.2.2 f €Dz.4—z, L(A—A) f=("@—A) f, d.h. (L(A AT’) — ji) f=9. 
Nun folgt aber aus A, u, > 0 sofort f= 0, wenn man f in (1.20) einsetzt und 
noch 4, u darin durch /, @ ersetzt. Daher ist der Raum (L(A — A 7”) — pn) 
Dra —a in §, s-dicht. 
d) Sei g aus §,, dann gibt es also eine Folge gp, = (L(A —4 7’) — p) Up 
mit u, aus Dz, 4— 4,80 daB my, + p gilt. Aus (1.20) ergibt sich die Konvergenz 
x 


der Folge u,, sowohl in 9, , als auch in §,, also nach (1.1.1) auch die Konvergenz 
dieser Folge in § gegen ein Element u aus 9. Aus der s-Konvergenz von 
(L(A —4 7’) — pn) u, folgt, wiederum die Konvergenz von (A — AT” — nS’) uy, 
also diejenige von A u, in §. Somit hat man einmal wegen der Abgeschlossen- 
heit des selbstadjungierten Operators A in &: A u, + A u, andererseits wegen 
der s-Abgeschlossenheit des s-selbstadjungierten Operators L ebenso u aus 
Diva—a und (L(A—1T")—p)u, > (L(A—AT"’)—p)u. Folglich gilt 


gp ~ (L(A —4 7") — p) u, dh. @ ist aus (L(A — 47") — nw) Dzy4—y. Also ist 


(1.21) (L(A AT’)— pw) Drpra-_,z S.. 
e) SchlieBlich ist die durch L(A — i T’)—u geleistete Abbildung von 


) 


t(i—a) auf den Raum §, im Falle A, u, > 0 offenbar eineindeutig, denn 
aus (L(A —4 7’) — nw) u=0 folgt dann wiederum wegen (1.20): u= 0. Die 
Reziproke (L(A — A T)-—- )~! existiert daher fiir jedes A, u mit A, uw, > 0 
iiberall in §, und es gelten die Relationen (1.22), wie man sofort aus (1.20) 
folgert, indem man darin u durch (L(A A T’)— n)~} u ersetzt. 
Hilfssatz 1.2.4: 

Set A in A D SE lbstadjungi¢ rt. Dann ge lien fiir u aus UA und kom ple xesd.u 
die Relationen 
(1.23) (A AS’ u T’) u}\? A2 || ull? 2 (Mo Ao) Ao || uli? 
(1.24) \(.A AS u T’) u}\? pez |jul|? + 2 (A. Ig) Mg || U 
(As Mg stehe die Bezeichn ungen von Hilfssatz 1.2.3.) Immer dann. wenn A. Ue v0 
ist, ist die Reziproke R, = (A AS’ u T’)~' iiberall in § eindeutig erklart 
und heschrinkt und es gilt 


1.25) IR, uj? {Max (+ 
{ A? 


na )f Well 


Beweis: a) Man hat fiir u aus 


= {\|\(A / (uu A)T’) u|\? 
|(A AS u T’) u\l? 
| (A (/ u)S mw) ull? 
Es ist daher 
(A AS’ u T’) ull? \(.A (u A) T A) u i Ae w| . 
22 u}|* 2 (tt. Ag) 79 \\u i 
und ebenso 
\(.A (A It) ’ ma) uli? ue iu | 2 (i, Mg) Me || UIs» 


wie man sich leicht analog zum Beweis von Hilfssatz 1.2.3 durch Ausrechnen 
der Betrige klarmacht. Insgesamt ergibt sich also (1.23) und (1.24). 

b) Sei nun A, “~. > 0, f aus § und (f,(A —/4 S’ —u T’) u) = 0 fiir alle u 
aus M. Alsdann gilt (/, A u) = ((A 8S’ + i 7”) f, uw) fir u aus Y, also wegen der 
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Selbstadjungiertheit von A in M: f <M und (A —A Ss’ — zu T’)f=0. Wegen 
Im 4 Im ji= Imi Imp > gilt immer mindestens eine der beiden Rela- 
tionen (A, — fg) lg = 9, (fg — Ag) Ag =} 0. Daher folgt aus (1.23) bzw. (1.24), 
wenn man darin u durch f; A, « durch A, 1 ersetzt, sofort f = 0. Also ist wieder- 
um (A —4A 8S’ — nT’) % in § dicht. 

ce) Fir m aus § folgt daher die Existenz einer Folge u, aus & mit 
(A—AS’—yuT")u, + p. Aus (1.23) baw. (1.24) ergibt sich die Konvergenz 
von u,. Gelte u,+u, so schlieBt man (A —/ S’ — 7’) u= q, es ist also 
(A—AS’—ywT’)A= . 

d) Aus (A —A S’ —y 7’) u = 0 folgt schlieBlich wieder wegen (1.23) bzw. 
(1.24) sofort w= 0, also existiert R,, = (A —AS’—y TT") eindeutig in 
ganz %. Fiir |u| = |A,| entnimmt man endlich aus (1.23), fiir |A,! => |, hin- 
gegen aus (1.24) die Beschrinktheit der Reziproken R, , und die Beziehung 
(1.25). Damit ist der Satz bewiesen. 

Hilfssatz 1.2.5: 

Es sei A in AUCH selbstadjungiert. Fiir den Punkt 2 = Ag, ¢ = My set der 
Operator R,,, = (A —A S’ — yu T’)-* beschrinkt und iiberall erklart. Es gelte 
(1.26) \|R 
Dann ist R,_,,, fiir alle 2 des Kreises |A — Ag| < 1/c noch iiberall in % erklart wnd 
beschrinkt. Es gilt 


Ae, Me 


ul| <c|lul}. 


97 1] A mencininitiga \| 7] ; 
(1.27) |R, ull < lean ag II fiir u aus ©, 
und die Funktion , ,(A) = (u,(A—AS’— pu, T’)-' v) ist fiir alle 1 des offenen 
Kreises |2 — Ag] < l/c und alle u,v aus & erklirt und regulir analyftisch. 

Beweis*): a) Es ist (A — AS’ — pw, T’) = (A— A, S’ — ty T’) — (A-— Ay) & 
1 + (Ag — A) S’ Ry, ,,,| (A — Ag S — pg T’) = (1 + Q) (A — Ay S’ — fey T”). 
Dabei folgt wegen (1.26) und ||8’!| < 1 sofort ||Q|| < |A) — A| ¢, also ist (1 + Q)~? 
fiir alle A mit |A—A,| < l/c tiberall in § erklairt und beschrankt, und es 
gilt ||(1 + Q)-4I| < ora: Folglich ist auch (A—AS’—yp, 7")! = 
R,, ,,,(1 + Q)-? beschrankt und iiberall in § erklart, und es gilt 
(1.27) IR, ,,. ull ; ae \| «|| fiir wu aus © 
falls nur |A— Ag| < I /c ist. 

b) Offenbar ist auch Rz z= RZ, ebenso beschriinkt und iiberall erkliart, 
und es gilt 


(1.28) ||Rz<, «|| <-———— IIe || ir u aus 
" , l1—c|A— A, 
und |A— Ag| l/c. Also folgt fiir |A’— A,| l/c, \A } L/e: 
(u, Ri u,v (ut, Ry, 4 V) . . 
(1.29) a: we) — (Me Mame) _ (Re uw, Ry, 
KN —A 
Beschrinkt man /, 27’ auf die abgeschlossene Kreisscheibe |A— / l/c— 
(O<s L/c), so ergibt sich unter Benutzung von (1.27) und (1.28) 


1(%, Ry v) (u R, w * )} ale) y J u'| }}. 





3) Der wesentliche Gedanke dieses Schlusses ist aus [13] entnommen. 
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Also hat man Ry, u—> R,,,, u, falls 2” + A und |A — Ag] < Ife gilt. LaBt man 
nunmehr in (1.29) 2’ auf beliebigem Wege gegen A streben, so strebt die rechte 
Seite dieser Gleichung stets gegen (Rzz,u, R,,,v). Also ist q,,,(A) 

(u, R,_,,, v) fiir jedes A mit |A — A9| < 1/e differenzierbar, daher in |A — Ag| < 1/c 
regulir analytisch. Damit ist der Hilfssatz bewiesen. 

Hilfssatz 1.2.6: 

Es sei 8 s-definit, A in UC H selbstadjungiert und E, die linksstetige Spek- 
tralschar des Operators A in YU. Fiir jedes 2,, A, mit A, Ag < Ag aus einer 
gewissen, offenen, reellen Umgebung |, — A, 6 des festen, reellen Punktes A, 
und fiir alle u aus & gelte 


(1.30) WE, ull, c(A) \|E, ull, 


wo E,= E; E,, sei und c(A) eine von u nicht abhdngige Konstante vertrete. 
Dann ist L(A Ag) tm Drv s-selbstadjungiert. Gilt fiir irgendein f aus §, 
und ein g aus © die Bezie hung /; L(A Ao) wu), (J, U) fiir alle u aus Dy { 
so folgt daraus f «UX, (A A.) f=9. Dyas ist in § noch dicht. 

Beweis: a) Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann A, = 0 angenom- 
men werden. Die Hermitezitaét von LZ A folgt nach Hilfssatz 1.2.1, sobald die 
s-Dichtheit des Definitionsbereiches D,; , gezeigt ist. Sei speziell — 7, = A, = A 


und der Wertebereich BW, , mit Wi, bezeichnet, so gilt wegen (1.30) fur alle 


wu aus M,: jul] = {lulls + |]wll7}2 < (1 + c2(A))? ul], = c’(A) |] u},. 
Es erweist sich daher der Raum Yt, als s-abgeschlossen, denn ist u, s-kon- 
vergent, u, aus Yi,, so folgt hiernach auch die Konvergenz von u, in §. Gelte 


lim wu, = u, so hat man also u ¢€ &,. Da dann auch lim u u gilt, fiihren 


n 


n > 
Grenziiberginge beziiglich der Metrik || «||, nicht aus dem Raum Yi, heraus. 
Sei nun Mt, der in § auf MN, orthogonale Raum, so daB gilt M,eN, = H 
Sei ebenso %,, der in § auf WW, s-orthogonale Raum, fiir den gilt ¢@4o%4,, 


§,.. Dann ist die Mannigfaltigkeit 2-N, in 9%, noch dicht, und es gilt 
L(2-N,) =Ny4.,. Denn ist faus N,,., so gilt (f,u),=—0 fiir alle wu aus M,, 
also ergibt sich wegen Wi, ¢ 9: (Sf, u) = 0 fiir alle u aus W,. Daher hat man 
SN, CR, oder N, ,.C L(LQ-R,). Umgekehrt gilt fiir u aus (LQ - 9,) und f aus 
M,: f, Lu), = (f, vu) = 0, d. h. es ist L(L-R,)CR,,, also folgt insgesamt 
L(2-R,) =N4,, und die durch L geleistete Abbildung der beiden Raéume 
2-R,) und M, , aufeinander ist offenbar eineindeutig, da (L)~! = S existiert. 
Ist aber (f, u) = 0 fir alle wu aus (2 -N4) und gilt f €RN,, so folgt daraus fiir 
v= Lu: (f, v), = (f, Lu), = (f, u) = 0 fir alle v aus L(2-M,), das heiBt, es 


ist f aus I,. Da andererseits f <9, gelten sollte und M4 | Ny gilt, ist f = 0, 
also (2-9) noch dicht in M,. Erkliart man nun A, = A(E— E,4), 


Rs= [ ~d,(B,(B—E,)), so ist U-N, dicht in Ry und A(A- Ry) 
=A,(U-N4)=Ry. Der Operator R, ist beschriinkt, seine Einschrankung 
auf den Raum &%,, ist die Reziproke der Einschrinkung jedes der Operatoren 
A, A, auf den Raum (M,-M). Da nun (2- Ry) in Ny dicht ist, ist auch 
Dra Rs = Ra(V- Ny) in Ny, dicht. Denn sicherlich laBt sich die Einschran- 
kung des Operators R, auf (2-%,) wegen der Beschrinktheit von R, durch 
AbschlieBen noch auf den Raum %, fortsetzen, also ist R4(2-N4) in Bz, 
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dicht. By, , = Dy ,-Ns = A-N,, ist aber noch in NR, dicht. Da nun dieses fiir 
jedes A gilt und da man hat N= (EF — £4) §, lim (E—E 5) B(E B) u EA, 
j ) 


» ( 


ist der Raum D,,, fiir den gilt D,,2D,4° SS Nua= SY Dra Na, 
0 A a] 0 A o-, 
tatsiichlich in § dicht. Denn sei f aus 9, so wihle man f,,, aus Dy 4* Ny, 
4 Oo « . ; , , mle . on 
(4.: A4=—,n=2,3,.. -} mit f,,,>(2—E,.)f. Fir eine passend gewihlte 
n ne 


Folge ganzer Zahlen {m,' und f,,, * (E E) f hat man dann famy ~f 
und frm, €D_4- Also ist L A hermitesch. 

b) Sei (f, L A u), 
speziell auch fiir u aus 


Also folgt: 
(1.31) (f, LAu),=(9,R,SLAu)=(R,g, LA u),. 


7, u) fiir alle wu aus D, ,. Dann gilt diese Gleichung 
ra’ 3ts. Man hat nun fiir diese u stets R, A,u=u. 


(¢ 
a 
2 


Folglich ist ((— Rg, L A u), = 0 fir wausD, ,°N,. Da gilt DA (D, 4 -Ny) 

MN, ., folgert man jetzt (f(— Rg, v),=0 fir vausN,,, dh. f—RygeMy. 
Folglich ist A,f—(E—E,)qg=0. Daraus ergibt sich (EF — £,)f €XA, 
E,f¢«%, also f.<U, somit schlieBlich (f, L A u), = (A f, u) = (g, u), Af = 9. 
Gilt dagegen (f, L A u), = (g, u), fiir alle waus D, ,, so folgt (f, LD A u), = (Sg, wu) 
fiir alle uausD,; ,. Somit ist nach obigem f «YU, Af = Sg, f€D,4,LAf=g. 
Also ist L A s-selbstadjungiert. Damit ist die Behauptung des Hilfssatzes 
bewilesen. 


Hilfssatz 1.2.7: 
Unter den Voraussetzungen von Hilfssatz 1.2.6 hat man fiir u aus Dy. 4~,,)- 
ull<a \|(A Ao) u| | b || w|\, 
|| «|| < 2 Max (a, b) |\(L(A — Ag) + #) ull. 
Dabei folgt fiir a und b: 


(1.32) 


a <2 [Min {|A, — Al, 





Ay — Aol} (1 — e(A) (L + 8 (A))~— #) 4] 

b< y2 (1 + c2(A))? (1 —e(A) (1 + 2 (A)) 8], 
falls nur ),,4,, A irgendwie gemiB den Voraussetzungen von Hilfssatz 1.2.6 
gewthlt werden. 

Beweis: Zunichst folgt offenbar die zweite der Formeln (1.32) unmittelbar 
aus der ersten. Sei P,, (0 << t < 1) die rechtsstetige Spektralschar des Opera- 
tors S’ und £, = BE, — EB, (Bi, 4,, A, siehe Hilfssatz 1.2.6). Offenbar hat 
man dann 

|(Z — P, E45) uj < |\(Z — £4) ul] + |\(2— P,) £4 ul 

(£Z — EB 4) ull + |\(2 — P,) (E4— P,) u|| < |(2 — £4) u|| + (2s — P,) ul] 

< 2\\(E— E 4) u|| + (2 — P,) ul. 


. | 
Nun gilt 


(EZ — P,) ull? ((E — P,) u, (E— P,) u) st"! ((E— P,) u, S' (FE — P,) u) 
t1||(E— P,) ull, 
folglich 


|(2—P,)ul|st + |! wl}. . 
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Andererseits hat man 
(E — EB 4) u\|< m-"||(A — Ay) (EF — BE 4) ul] < m-"||(A — Ay) u|| 
mit m = Min {|A, — Aol, |A2 — Ao|} 
Folglich gilt 
(1.33) (E P_E,)u 2m ‘\|(A Ag) u Tt || 2}. . 
Es gilt nun nach Voraussetzung | 2, u\|,<c¢(A)||#,u'|,, woraus folgt 
E,u ce’ (A)\\E, u\|, (ce (A) (1 + e2(A))2). 
l 
Das aber liefert / (1 ac?(A))d ||P, £H,u \\* 0. 
Es gilt 
1/2 far0<o< 2 (2 ¢2(A))"! 
| ac’? 1) ‘ : . 
l1—e’2(A) fir « ox l. 
Triigt man dieses ein, so ergibt sich 
PE, u\\* < (e'*(A) —1)||\(2 — P,) By ul = (A) || (2 — P,) £4 ul. 

Also ist 

e'2(A)|| Py E4 u\|? = c(A)|| Py £4 ul? +| P, E , ul|? 

c7(A) {||P Bul)? + ||\(B— Py) B4 u\|*} 

ce? (A) || EB, w}\\? < c?(A) || w)\?, 
woraus wegen c’?(A) 1 + c?(A) folgt: || P, By u|| < c(A) (1 + c?(A)) >| well. 
Setzt man daher in (1.33) speziell t = e’, so folgt 


(1 — (A) (c?(A) + 1)~®) || a} { || |} Py BE, uil} 
(E — P, Es) u\|< 2 m-'|\(A — A) ull +t ; || jl. . 

Also ergibt sich nach Division mit 1 — ¢(A) (1 + ¢? (A))~* insgesamt (1.32). 
Damit ist der Hilfssatz bewiesen. 
Hilfssatz 1.2.8: 

Unter den Voraussetzungen von Hiljssatz 1.2.6 ist ((S8’)~1(A— A 7’) —i)*! 

R;., in jedem abgeschlossenen Halbkreis H,, ,:\A—dAg\< 6 < 55, ImAzO 
gleichméapig beschrinkt, d. h. es gilt|| Ri , u c||u\| mit von A unabhingigem c 
fiir alle 2 aus H,, , und u aus %. Ist B% sogar doppelt definit, so ist fiir jedes u 
aus dem Durchschnitt D* aller Definitionsbereiche Dimca +is’—1T) mit 
A — dq < 4, A reell und fiir jedes v aus %; die Funktion n(A) = (u, Rj,, v), im 
Innern von H,, , analytisch und auf dem Rande noch stetig. 

Beweis: Wir kénnen wieder ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an- 
nehmen, es sei A, = A. Nach Hilfssatz 1.23. ist Rj; , als Einschrankung von 
R;,, fiir jedes nichtreelle 2 aus H, , s-beschrinkt und iiberall in §% erklirt, 
es gilt nach (1.22): 

(1.34) | Ri, ul), || 2 ||» fiir alle u aus $ = 95°). 
Fir reelles A aus Hy , dagegen ist nach Hilfssatz 1.2.6 der Operator L(A — A) 
s-selbstadjungiert, also auch der Operator L(A AT’)=L(A A+A 
s-selbstadjungiert, also ist wiederum R; , iiberall! in 9: =  erklart, und es 
gilt die Beziehung (1.34). Angenommen nun, es gibe keine gleichmaBige 
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Schranke der geforderten Art. Dann folgte die Existenz einer Folge /,, von 
Punkten aus H,, und einer Folge u, von Vektoren aus § mit |/,||= 1, 
n=1,2,..., 80 daB gilt: \| Ria, Un|| > + co. Nach dem Hiufungsstellen- 
satz besitzt die beschrinkte Punktfolge 2, eine konvergente Teilfolge 2, , und 


diese kann auch noch so ausgewahlt werden, daB gilt ||Ri, u,, >» 
° ny ’ * 
. . . . 3’ / 7 
v|ju,, ||. Hierin setzen wir nun ein: R; a, Un w,|| Ria. Un. | Ap “uw, und 
i | " y -~ y y ‘ 


dividieren noch durch y|| Ri x, Un, |}. Dann folgt ||(S’)-! (A — w, 7”) — i) w, || 


1/y, und somit ist: lim ((S’)~! (A — yw, 7’) — i) w, = 0. Erst recht gilt also: 


lim ((S’)-1 (A "ga i) w, 0. Daraus folgt nun, wenn man w,, ",, % 


s 
’ 


in die Formel (1.20) einsetzt und noch Im yp, =0 beriicksichtigt, sofort 
w, +0 und somit auch L(A — p,) w, = (L(A— yp, T’)— 1) w, + (6+ w,) w, > 9, 
y-co. Daraus folgt schlieBlich (A — n,) w,>0, denn man hat ||(A — y,) w,|| 


|L(A —p,) w,||,. Sei lim uw, = 9, so ergibt sich endlich 


||(.A Mo) W|I : || (A My) w, || + | 4, My| >0O, vy +00. 

Nunmehr wenden wir, falls uy reell ist, die Formel (1.32) an und schlieBen aus 
w, > 0, (A — fo) w,>9 sofort w,+ 0. Denn wegen | f9|< 6 < d9 gibt es noch 
eine Umgebung von ji, fiir die die Vorausetzungen des Hilfssatzes 1.2.7 erfiillt 
sind. Da andererseits ||w,||= 1 normiert war, ist das ein Widerspruch. Ist 
aber Im uo > 0, so ist (A — u,)~! fiir hinreichend groBes v gleichmaBig in 
beschrinkt, also hat man wiederum w,— 0, also denselben Widerspruch. 

° g ° ° . 7 . 2 ° 4 : . 

Also ist Rj, in Hy, gleichmaBig beschriinkt. Die Funktion (A) ist endlich 
nach Hilfssatz 1.2.5 iiberall im Innern von H, , und fiir u, v aus § analytisch 
in 2. Um die Stetigkeit von 7(A) in H,', auf der reellen Achse zu zeigen, 
beriicksichtige man nur, daB fiir reelles 2, aus H, , und beliebiges A, aus Ho , 
sowie u aus D*, v aus § gilt: 


(Ag) — 9 (Ay)| =| (7" w, (Ria, — Ria.) S’ v)| = lag — A| (Reina, T’ uw, Ria, wo) 
c|Ag— Ay} |] R-ia, T ulle||e|| > 9, 


falls nur A, — A, > 0 gilt. Damit ware der Satz bewiesen. 


§ 3. Kreuzprodukte von {-Systemen. 
Definition 1.3.1: 


Seien B und J? zwei Y-S ysteme*) und zwar seien entweder ¥' und Y* s-definit, 


oder %' und Y? t-definit, oder es sei B doppelt definit oder endlich ¥* doppelt 





‘) Vektoren, Operatoren, Teilraume usw. des Systems $$! sollen im folgenden immer 
mit dem oberen Index ()' bezeichnet werden, Vektoren, Operatoren, Teilriume usw. eines 
der Raume des Systems 8? dagegen stets mit dem oberen Index ()*, wahrend die Symbole 
der entsprechenden Begriffe aus dem neu zu definierenden $-System $'® f? (siehe Def. 
1. 3. 2) ohne jeden oberen Index stehen sollen. Die oberen Indizes 1 und 2 sollen in allen 
weiteren Ausfiihrungen ausschlieBlich fiir diese Charakterisierung vorbehalten sein, wenn sie 
direkt oben am zu bezeichnenden Symbol stehen. Wo Potenzen von Operatoren auftreten, 
seien die zu potenzierenden Operatoren in Klammern gesetzt, also z. B. (A')?, (S*)-3. 
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definit®). Man bilde den Raum $1 ©? im Sinne der Bezeichnungsweise von 
ScHATTEN [14] (S. 19ff.): (Alle formalen Produkte u uu? mit ul € ©, u? € H* 
und deren endliche Linearkombinationen wir werden hier statt u = w u2 
die einfachere, ebe nfalls unzweideutige Bezeichnung u u' u* beniitzen.) Dieser 


Raum S¢ l hie r mit A) he ze ichnet. Die Me nge alle rw he uz aus HY’ soll mit = 
bezeichnet werden. Man erklire in §' folgende vier Skalar produkt 


(1.35 (u, v) (u!, vw). (u*, v*) (wu), vw), (u?, v?) 
(@%. OD) (a! yl (u> yp 

1.36 (7. v), (u! p'), (u* pe 
(uw, v) (u!, wt) (u?, v*) 


falls “ut aus = sind linear fiir alle iibrige nwu.wv aus Sy’ 
BE) sichtlich gilt 


(1.37 (wu. w) (uw. v). (wu. wv), fiir u,v aus %’'. 


Offensichtlich bestimmen die drei Skalarprodukte (1.36) je eine cross-norm 
im Sinne von [14]. Dagegen entspricht dem Produkt (1.35) keine cross-norm. 
Wahrend wir uns daher bei der weiteren Verwendung der Normen (1.36) auf 
14| bzw. die vorhergehenden Arbeiten von J. v. NEUMANN berufen kénnen, 
haben wir die Eigenschaften von (1.35) noch zu besprechen. 


Hilfssatz 1.3.1: 

Unter den Voraussetzungen von Definition 1.3.1 sind stets (u, u) und (u, u), 
in {' positiv definite Formen. (u, u), und (u, u), sind > 0 und dann und nur 
dann ebenfalls de finit wenn SB} und Doe beide s-definit (bzw. beide t-de finit) sind 
Es gilt 
(1.38) u\? 2 |\u\\2 fiir u aus §' 


Beweis: Sei u aus ’. Dann gilt u >” ae! 2, 9', ur € H*. Die Vek- 

’ l 
toren u',y=1,...,, und ebenso die Vektoren u;,»=1,..., ”, spannen je 
einen linearen, héchstens n-dimensionalen Unterraum ft und Si? der Riume 
§' und §? auf. Nach (1.1.VIII) gibt es nun in §#! sowohl, als auch in i? ein 


dort vollstaindiges, in bezug auf die Metrik '|u'|), (|\u*|\) normiertes System 
totalorthogonaler Vektoren gj},o=1,...,7, @r,T=1,..-, Dp. 


Man hat 


r 
u D> Ge Pa u > Bue F , pee n 
! 1 
also 
rp n 
u= J) | Dd a,, Bre) po ¢ 
l 1 
oder mit 
n 
a . >» 4 Por 
’ l 
Pp ‘ 
(1.39) u E a,, Pa Pr- 


) Fiir das Folgende werden wir o. B. d. A. annehmen, daB entweder ' und ¥? s-definit 
sind, oder aber ‘§! doppelt dcfinit ist. Diese beiden Faille sollen der Kiirze halber im folgen- 
den mit ..Fall 1‘ und ,,Fall 2“* bezeichnet werden. Man iiberlege sich, daB nur in den vier 
in Def. 1. 3. 1 aufgefiihrten Fallen die Definitionen dieses Paragraphen ein neues ‘$-System 
liefern. 
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Sei 
(Pi, Por) = 950s (Par Parle = As Ooo, (Po, Pae = Ma O47, (G2, PP) = 4, 


Dann gilt 


r.p 
(u, u) > |a (As AE + ws m2) => 0 
c=] . 
r Pp 
(u, u). > la Pas Zz 0 
(1.40) ry ' | 7 
r.p 
(u, u), , la ol? ad 0 
t 1 
r p 
(u,u)o= » |a,,/? > 0 und ,,=“ nur, wenn u = 0 ist. 
re 4 l 
Im Falle 1 (siehe Anm. zu Def. 1.3.1) ist (u!, uw), > 0, (u?, u?), > 0, falls nur 
ui + 0, u? + 0 ist, also gilt A} > 0, A? > 0, und da nu} > 0, nv? > O ist, ergibt 
sich AS A? + 5 mu? >0, o=1,...,7r, T=1,...,p, und somit folgt aus 
(u, u) = Osoforta,. = 0,6 er 1,..., p, also u = 0. Noch direkter 
schlieBt man dann aus 4} > 0, A? > 0 und (u, u), = 0 wiederum a,, = 0, also 


u =. Im Falle 2 dagegen hat man wegen der doppelten Definitheit von $! 
stets (u', u'), >0, (u', u!), >0, falls nur u! + 0 ist, also folgt 2} > 0, 13} > 0 


Da nun gilt 2? + yu; (m2, p2)s + (i, wi) |? |? = 1, ist immer entweder 
h: 0 oder 4? 0, also entweder 2! 2? 0 oder «3 42 > 0. Folglich ist auch 
fiir jedeso=1,..., r,tT=1,..., pstets A} A? + wi uw? > 0. Daher erschlieBt 


man auch hier, genau wie beim Fall 1 aus (u, vu) = 0 sofort u = 0. Also ist 
(u, w) wiederum definit. Sind $' und ¥* s-definit, so liegt der Fall 1 vor, nach 
obigem ist also auch (u, u), s-definit. Gibt es dagegen einen Vektor u' aus §', 
fiir den gilt: u! + 0, (u', u'), = 0, so hat man fiir beliebiges u? + 0 aus * und 
u uu? stets (u, u), = (u', u'), (u®. u?), = 0, d. h. (u, u), ist nicht mehr definit, 
sondern nur semidefinit. Ebenso erschlieBt man fiir die t-Metriken diese 
Behauptung. Somit ist (u, u), ((u, u),) dann und nur dann positiv definit, 
wenn (u!, w!), und (u?, w?), positiv definit sind (bzw. wenn (w!, u!), und (u?, u?), 


positiv definit sind). Die Ungleichung |} «|}? 2 || w||§ ist endlich wegen (1.40) 
und wegen 2} < 1,43 < 1,4} <1, 43 <1 evident. Damit ist der Hilfssatz 


bewiesen. 


Man schlieBe nunmehr den Raum § unter Benutzung der Metrik || |} 


: , P A , 
(u, u)|2 zu einem Raum § ab. Da in § gilt: (u, uw) = (u, u) (u, u),, folgt 
wegen (UU, U). 0, (u, U), 0 
(1.41) 0 (u, U), (u,u), O< (u, uw), (u, uw) fiir vu aus § 
Es ist daher méglich, auch die beiden Formen (wu, v), und (u, v), auf ganz § 
fortzusetzen, und es gelten dann auch in § die Relationen (u, v) — (4, v) 
(uw, v),, (U, U)s 0, (uw, u), > 0. Fbenso schlieBe man §' unter Benutzung 
der Metrik || a!) , (u, u)g|? zu einem Raum §, ab, der wegen |] u||< | 2 |]ullo 
als dichter Unterraum von § betrachtet werden kann. Ersichtlich ist 9, 
identisch mit dem gewéhnlichen, v. NeuMANNschen Kreuzprodukt §' © * 


Hilfssatz 1.3.2: 

% und §, sind Hilbertrdume 

Beweis: Soweit sich die schauptung auf 9, bezieht, verweisen wir 7. B 
auf [12], wo der Beweis explizit durchgefihrt isi. Zum Beweis der Behauptung 
fiir den Raum § ist noch zu zeigen, daB § unendlich viele Dimensionen hat 
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und daB § separabel ist. Ersteres ist trivial. Die Separabilitait von  folgt aus 
folgendem Hilfssatz, dessen Beweis wir ebenfalls iibergehen: 
Hilfssatz 1.3.3: 
Ist {} abzihlbar dicht in §', {2 abzihlbar dicht in *, so ist die Menge aller 
rT 


Elemente { der Form f= ‘fh fi., r=1,2,..., (n,, ni irgend zwei r-tupel 
, 


natiirlicher Zahlen) in § abzdhlbar dicht, sowie in §, abzihlbar o-dicht. Ist 


in $' und N* in H* dicht, so folgt die Dichtheit der Menge N alleru = »° u} u} 


v=] 
mit u) € Ni, uy € N* in H und entsprechend die o-Dichtheit dieser Menge in %,. 

Nunmehr bezeichne man den Raum § mit der Form (u,v), als Skalar- 
produkt mit §;, § mit der Form (u, v),; als Skalarprodukt aber mit §;. Den 
in § nach (1.41) beschrankten, hermiteschen Formen (u, v), und (u, v), ent- 
sprechen in § zwei beschrankte, hermitesche, positive Operatoren S’ und 
T’. Man hat offenbar fiir f aus 9’, u ul u? aus S 


(1.42) (f, #), = (f, S” wu! - S* u*),; (f, u), = (f, TY at - T” wu). 


Durch o-AbschlieBen folgert man unter Benutzung von (1.38) die Giiltigkeit 
dieser Relationen fiir alle f aus §,. Sind nun $' und §? s-definit und ist 
S’ {f = 0 fiir irgendein f aus §, so folgt fiir alle uw = u' uw? aus G: 

(1.43) (S’ f, u) (f, %)s 0. 


~ 
5 
~ 


Nun ist aber nach (1.42) fiir g aus ’, u' aus 1, U=aus D:7) 
(g, u) = (9, U)e + (9, U)e = (g, wt wu), + (g, TY ul TY u*)y, 
(g, u) = (g, uw? u? + (SY)-1 TY y- (S¥)-! T” u?),. 

Durch AbschlieBen zeigt man die Giiltigkeit dieser Relation fiir alle g aus 9. 
Gilt nun (1.43), so gilt es auch speziell, wenn man wu durch u ui u* oder 
v= (S”)-1 TY ul (S”)-! T” u? ersetzt, also folgt aber (f, uv) = (f, u), + (f,v), = 0 
fir alle u = u! u? mit wu! aus Dig-1, u? aus Dig2)-1. Nach Hilfssatz 1.3.3 ist 
aber die Menge aller endlichen Linearkombinationen dieser Vektoren in 
dicht, also folgt f = 0. Demnach ist S’ und damit (u, v), in § dann und nur 
dann definit, wenn §' und §? beide s-definit sind (die Notwendigkeit dieser 
Bedingung ist nach obigem trivial). Analoges gilt selbstverstindlich fiir die 
t-Metriken. SchlieBt man noch im Definitheitsfalle $, bzw. $; nach ihren 
Metriken ab, so kann man zusammenfassend den folgenden Satz aussprechen : 
Satz 1.3: 

Durch die Réiume 9, 9, i, bzw: ihre Abschliisse in bezug auf die Metriken 
ull, und |u||, ist ein B-System P,(H) definiert. Dabei gilt fiir die Rauwme 
, und §;: 
9, = 9} @ $23, H. = H1 @ H?, falls dieselben existieren®). B ist dann und nur 
dann s-definit, wenn %', wie auch B* beide s-definit sind, B ist dann und nur dann 
t-definit, wenn B', wie auch B* beide t-definit sind. Im Falle 1 (siehe Anm. zu 
Def. 1.3.1) ist B mindestens s-definit. 
Definition 1.3.2: 

Das in Satz 1.3 definierte %-System soll das direkte Produkt oder das Kreuz- 
produkt der beiden %-Systeme J! und Y* genannt und mit ¥ = ¥' @ YP? bezeichnet 
werden. 


S' 


*) Mit diesen Symbolen sind die gewéhnlichen, z. B. in [12] definierten, v. NEUMANN- 
schen Kreuzprodukte gemeint. 
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§ 4. Produkte zwischen Elementen von $8! und § = P' VP, 
elementare Siitze in $! @ B?. 
Definition 1.4.1: 


Sei G=P' EP f= MPL (=f fi} aus S) ein Vektor aus H' (siehe Def. 
1 


; 

1.3.1) und sei u!, v', w!, u®, v®, w® der Reihe nach je ein Vektor aus 9}, D1, 9’, 
2, 2, G2 (bzw. Hi’, Ht’, HF’, HF’ im Falle, dap einer der zuerst genannten 
Réume nicht existiert). Dann werde definiert: 


(uw, f),= by (u!, f>).f? 
¥ 1 


’ 1 
(wi fo= SD Wwiop)f 
¥ 1 
(u*, f)e= D7 (u*, fr aft 
v 1 
(u?, fe > (v’, fhe ft 
¥ 1 
(u*, fo pa (w?, fr) fi. 
v=] 


Nach Definition sind also die sechs so bezeichneten Produkte der Reihe nach 
Vektoren aus 9?, 9*, 9%, H', H', O'. 
Hilfssatz 1.4.1: 
Es gilt 
ul, fyelle sli wl eiifli. 
(1.45) ( f) ae , 
(w tye : w f 0 
und Analoges fiir die iibrigen vier Produkte. 
rp 
Beweis: Es sei f >» 4,, 75 ¢? die beim Beweis von Hilfssatz 1.3.1 


o,t 1 
bereits benutzte, totalorthogonale Darstellung von f. 
Dann folgt: 


2 ’ y 1 2 2\\32 
(uw, f)s 8 - > a, ,(u', Do)s Yr iis 
rt a 
"(a = 1) 12 92. ue vy ij) 2 42 
pi (ut, 5 Ag: Pa )s|” Ar UW lle o Dy Bur Palle Ax 
tT o r . 
j3 $7 241 43. 1)\2 2 
lS 2 \Serl Ae A url F il file. 
0,Tt 
Also ||(u!, f)s\ls <||ul |, ||f\lp, was zu beweisen war. Die iibrigen finf Un- 


gleichungen erschlieBt man auf dieselbe Weise. 
Aus den Ungleichungen (1.45) folgt nun sofort der Beweis von 


Hilfssatz 1.4.2: 


a) Es liege der Fall 1 der Definition 1.3.1 vor. Dann lassen sich (u',f),, 
(u*, f), durch s-AbschlieBen fiir alle { aus §,, u' aus } und u® aus $F erklaren 


und stellen Vektoren aus $f bzw. §; dar. Die Produkte (u', {), und (u*, {), dagegen 


29° 
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lassen sich durch t Abschlie Be n fiir ye des f aus 9, uw aus @ bzw. u* aus &@ erklédren 
und ste Tle n Vektoren aus H* bzw 9' dar 

b) Es liege der Fall 2 der Definition 1.3.1 vor, d. h. es sei %' doppelt definit. 
Dann lassen sich die Produkte (u*, f),, (u?, f), fiir jedes f aus § und u* aus H* 


wy ?' erkliéiren und stellen Vektoren aus 9; bzw. $} dar. Die Produkte 
(u* f).. (uf), dag gen ¢ ristieren fiir wu! aus WM! bew. uw) 

Vektoren aus 9° da) 

ec) (2) fo lapt sich hei be liebige n Definithe itsverhdlinissen von poy und x? 


durch o- AbschlieBen fiir alle f aus 9, u' aus ' als Vektor von $*, (u*, f), dagegen 
fiir alle { aus ,, u® aus §? als Vektor von §' erkliren. 


aus ©} und stellen jeweils 


Beweis: a,) Fiir f aus 9, gibt es eine Folge /, aus 9’ mit f, > f. Hilfssatz 
1.4.1 liefert die s-Konvergenz von (u', f,), und die s-Konvergenz von (u?, f,), . 


a.) Ist f aus §, so gibt es eine Folge f, aus §’, fiir die f, -> f gilt. Nun folgt 
aus der Definition der Produkte fiir u! aus 2': (u', f,), = (7” L' w, f,),, also ist 
(u', f,), fiir solche u' s- und auch t-konvergent, nach (1.1.1) also konvergent. 


Ebenso folgt die Konvergenz von (u?, f,), in 9’, falls u? « 2? gilt. Setzt man 


lim (u!,f,) (uf). lim (u?, f,) (u?, f) 
(1.46) a? tis 


lim (u!, f,,), = (wt. f),, lim (u®, fy), = (ef), 
so hat man die Produkte in den gewiinschten Definitionsbereichen definiert. 

Die Fille b) und ec) erledigen sich in analoger Weise. 

Zum Zwecke der geschlossenen Formulierung stellen wir wiederum die 
weiteren Eigenschaften des {-Systemkreuzproduktes und der Produkte (1.44) 
in einer Tabelle zusammen 

1) (u'.f), ist im Falle der s-Definitheit von 8 s-stetig in beiden Variablen, 
d.h.es gilt lim (u}, f) (wu! f)., falls lim wu ut, lim (uy fr)y = (wy fys, 


in 


>a olan +> a 
falls lim f fist. (u',f), ist dagegen stetig in der Variablen u!, o-stetig in 


der Variablen f 


Il) Es gilt (w',(u?,f)o) = (uw! u?, f\g = (u?(u, flo), (ub u®, f). = (w,(u?, f)y)s, 
(u! w?, f), = (u® (ul, f).)o. (WC, f),). = (w.(w, f),),, falls nur jeweils alle in 
einer derartigen Gleichung aufgefiihrten Produkte existieren. 

Il) Wenn uw}. vu’, € &'. ue, uw? © &* ist und wenn gilt lim u! uw lim wz = vu 
dann folgt fiir u ul uu u' u*: lim u u 

IV) Wenn A! in ' als Operator in §' erklart ist, erklare man den 
Operator A' in Y' ¢ §' folgendermaBen: Y': Alle u aus H' mit u Ps ae, 

- 1 
wo us OWL wu v.* ist, Alu P (Alu!) ua? fiir u aus W'. Wenn dann A! 


y-beschriinkt ist, (y vertrete einen der Buchstaben 0, s,t), so ist auch Y! 

beschrinkt. Ist dann §, ein v. NeumaNNsches Kreuzprodukt (fiir y = 0 
gilt dies natiirlich immer. fi y s oder y = ¢ dagegen genau dann, wenn 
% s-(bzw. t-)definit ist), so kann 4! durch y-AbschlieBen zu einem iiberall in 
., erklirten und y-beschrinkten Operator fortgesetzt werden, welchen wir 
mit A‘(also bzw 1} A A}) bezei hnen wollen. Jede Schranke von A! in H' 
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ist auch Schranke von A” in §,. Fiir derartige Operationen gilt dann bzw.: 


A} (u?, fg = (w*, Ad fro fiir f aus 9, u® aus 9; 


(1.47) A! (u®, f), = (u’, a f)s fiir f aus 9,, vu? aus ;, 
A! (u?, f), = (u®, A} f), fiir f aus $,, u® aus §/. 


V) Der Operator S” ist in jeder der Metriken (1.36) beschrinkt und durch 
AbschlieBen auf jeden der Raume 9, §,, ,. , fortsetzbar, der nach § 1.3 
existiert. Es gilt 


(1.48) |) $ul] < ful} S"ulfo < [fafa n ff "el <foelfe. Salle < [laf 
fiir vu aus 9’. 
VI) Der Operator S” S” + T” 7” ist in 9’ erklart, beschriinkt, hermitesch 


und positiv definit. Es gilt 
(1.49) || (S" S?” + TY T*) u | 2 || u|| fiir uw aus §’. 


Seine Reziproke B= (S” S*® + TY T®)-* ist noch dicht definiert und daher 
in § wese tlie h selbst vdjungiert. Es gilt: 


(1.50) BCH, und (f, Bu) = (f, uw) fiir f aus H, und wu aus YB. 


(B in B sei die §-AbschlieBung von B in %.) 

Beweis von I) bis VI): 

Wir beschranken uns hier auf die genaue Durchfiihrung des Beweises von 
V1) und iiberlassen die sehr einfache Begriindung der itibrigen Regeln dem Leser 
(siehe auch die zu den Kreuzprodukten angegebene Literatur [12], [14]). 

Die Operatoren S", iS”, 7", T*’, sind paarweise vertauschbar und besitzen 
alle den Definitionsbereich §' sowie einen Wertebereich, der in ’ enthalten 
ist. Daher ist die Beschrinktheit, Hermitezitaét und Positivitat von S” S” 

TY T* in @ trivial. Die telation (1.49) ist nach V) unmittelbar ‘evident. 
Es gilt fir u aus 9’: (S” S” * =~?) u € §' C Hy. Man hat nach (1.42) fiir 
alle f und u aus 9’: 

(1.53) (f, SY” S* + . T” uo = (f, u)s + (f, Me = (fF, &) 


Ist f ein Vektor aus §, mit (f,(S’ S® + 7” T”)u), = 0 fir waus 9’, so folgt 
danach (f, u) = 0 fiir u aus 9’, also f = 0, also ist der Wertebereich von 
S” §” T” T” in %, o-dicht. Wegen (1.38) ist die ser Wertebereich dann 
auch in § dicht. Da schlieBlich aus (S’ S” + TY” T”) f = 0 fiir ein f aus §’ 
sofort nach (1.53) (f,(S" S?’ 4 ’ af ag ) fo " fiz=0 folgt, ist die Reziproke B 
1 B von S” §S* + TY T? in § dicht definiert und natiirlich wesentlich 
selbstadjungiert, da Bh = 8S” $? T’ T* nach (1.49) beschriankt und ins- 
besondere dicht definiert ist. AuBerdem folgt aus der Existenz der Reziproken 
die Definitheit von SY S¥” + 7” T*®. Es gilt zufolge (1.53), wenn man darin 


» 


(S” S? a: 3° e durch uw ersetzt: 
(1.54) (f, Bu) = (f, wo, falls f aus 9’, wu aus B ist. 


Durch o-AbschlieBen verifiziert man diese Gleichung zunichst fiir alle f aus 
§,, u aus B. Ist nun wu aus B, so wiihle man eine Folge u, aus B mit u,— u, 
Bu,+> Bu. Man nat zufolge (1.38) und (1.53): || u, Uy» |? 

(Bu, — Bu,,, (SY 8S* +7" T*) (Bu, — Buy))p Ss 2|| Bu, — B tn ||? é, falls 
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n,m>  N(e). Also ist Bu, auch o-konvergent. Gelte u,+%, so folgt wegen 


(1.38) auch u,+u, also u= u, also u€ Oy. Folglich gilt 8c §,. Ersetzt man 
in (1.54) wu durch u, und vollzieht den Grenziibergang n— oo, so folgt 


(1.50) (f, Bu) = (f, u)y fiir f aus H,, wu aus B. 


Damit wire VI) bewiesen. 
Il. Definition des separierbaren Operators und Selbstadjungiertheitskriterien. 


§ 1. Der separierbare Operator. 

Mit Hilfe der im ersten Kapitel bereitgestellten Hilfsmittel definieren wir 
nun den ,,separierbaren‘‘ Operator im Raume § des Produktes ! @ f? wie 
folgt ° 
Definition 2.1.1: 

Es seien B' und $3" die aus den Riumen 9! und $* mit Hilfe der Operatoren 
SY 7", S*) T* gebildeten B-Systeme (Def. 1.1.1), $B = P' @ P* das aus ihnen 
im Sinne von Def. 1.3.2 gebildete Kreuzprodukt; B in & sei die in (1.4.VI) 
erliuterte Reziproke von SY S” TY T” und B in & thr AbschluB. Endlich 
seien in U' C H' und A? ¢ H* zwei lineare Operatoren A‘ bzw. A* der Réiume §' 
bzw. $* definiert. Dann erklire man den Operator A in UC § und die Vektoren- 
menge Sy folgendermafen: 

Sy: Alle u ul-u? mit u' «UW, uw? «UW und (A! S*¥ + A? T"’) uch. 


W: Alle endlichen Linearkombinationen von Vektoren aus Sy. 





Au B(A! S¥ + 4? T”) fiir alle u aus YU. 
Wir werden sagen, dag der Operator A in & beziiglich der direkten Zerlegung 
% = ¥! @ P? in die Komponenten A‘ und A? zerfillt oder separiert werden kann 
Daneben ist auch die folgende, zu A in & gehérige Form von Bedeutung: 
Definition 2.1.2: 


Es seien die V oraussetzunge n von De f. 2 3.3 erfiillt. Dann sei mit Hilfe von 


A! inW und A? in Y2 die Form A (u, v) im De fin itionsbereich D und die Vektoren 
menge Sx folgendermafen erkldrt: 
Ss: Alle u = u' u? mit w' aus YA, u? aus A. 


D>: Alle endlichen Linearkombinationen von Elementen aus S>. 
(2.1) A (u, v) = (u', A! v') (u?, v*), 4- (u', vo), (u?, A? v*) 
jeweils fiir u, v aus G5, linear fiir alle anderen u, v aus D>. 
Trivial ist damit der 
Hilfssatz 2.1.1: 
Fiir alle u aus D, v aus Y gilt: 
(2.2) A (u,v) = (u, Av). 
Denn man hat nach (1.50) fiir u aus.D, v aus YU: 
(u, A v) = (u, B(A' S® + A? T”) v) 
(u, AM(S® + A? TY) v)p = A (u,v) 
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Um zu erkennen, da8 auf diese Weise tatsichlich eine Verallgemeinerung 
der bei Eigenwertproblemen partieller Differentialgleichungen bekannten 
Separation der Variablen gewonnen wird, wollen wir die Definition 2.1.1 an 
einer der bereits bekannten Separationen aus der Potentialtheorie erlaiutern. 
Beispiele zur Separation der Variablen werden meistens in der Form (0.2) 
angeboten, an welcher die Méglichkeit der Separation am leichtesten ins Auge 
springt. Das so vorgelegte Problem ist nur unter der Bedingung behandelbar, 
daB C,, D,, C,, D, saimtlich in bezug auf passend eingefiihrte Skalarprodukte 
[u',v'] und [u?,v?] hermitesch sind und daB wenigstens auf einer Seite der 
obigen Gleichung ein positiv definiter Operator steht. Alsdann kann o.B.d.A. 
angenommen werden, D, + D, sei definit und D,, wie auch D, selbst seien 
mindestens positiv. Man gelangt rein formal zu der von uns bendtigten Form, 
indem man diese Gleichung von links mit (1 + D,)~!(1 + D,)~! multipliziert. 
Fiihrt man dann ein 


SY —=(1+ D,)!D,, TY =(1+ D,) 
S” = (1+ D,)-}, T” =(1+D,)'D, 
A! =(1+ D,)-1C,, A? =(1+D,)'C, 
so ergibt sich 
(2.3) (A? S®” + A® T”) wu = A(S” S” + TY T”) u 


Ist also %' das mit Hilfe von S” und T” aus §'") gebildete %-System, ? das 
mit Hilfe von S” und T” aus $7) gebildete $-System, sei $ = ¥'@ Rk? und 
werde endlich A in & nach Def. 2.1.1 gebildet, so folgt aus (2.3): Aw=Au. 
Man gelangt also zu einem Operator A in & von der in Def. 2.1.1 charakteri- 
sierten Form. 

Man betrachte als Beispiel etwa den von E. H1Ls [7] und [8] behandelten 
Fall: 


Es sei das Problem 


wid 2yV R(u) —(2] R(u) 5,1!) + 2VR, (v) =~ (2) R, (7) —t) 
(u3 — v3) f = H-(u—v) f 


m| or 


mit 
R (u) (u €;) (u Co) (ut 3) (uu 4) (€; Mt) 
R, (v) = (v — e,) (vy — eg) (v — eg) (Cg — ”) (€5 — ¥) 
(e, < p< €3 <4 <e, reell, ¥' e,=0 im Rechteck R: VSP, SUS Me, 
i 
€3 <0 <p << ey < hy < Pla es) betrachtet. sali ali f (Rand des 
Rechteckes) = 0. H sei der Eigenwertparameter. Bei H1LB [7] ist die Voll- 
stindigkeit der Eigenprodukte dieses Problems bewiesen. In [8] wird auch 
noch die Méglichkeit der Integraldarstellung willkirlicher Funktionen nach 
Produkten der Wellenfunktionen des aus (2.4) durch die spezielle Wahl 
€y = €; = ¥, entstehenden singuliren — gezeigt. Unterwirft man diese 
Probleme den in dieser Arbeit beschriebenen Prozessen, so hat man nach 


7) ' sei der mit Hilfe von (u', v") {u', (1 +- Dy) v'] aus den Funktionen u(x) ge- 
bildete Hilbertraum, desgl. $* der mit Hilfe von (u?, v*) = [u*, (1 +- Dy) v?] aus den Funk- 
tionen u*(y) gebildete Hilbertraum. 
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obigem zu setzen 





SY w(n) be w(u), TY ul (nu) u! (1) 
' 1+ wu ¢ . ' l ' 
T?’ u? (v) = u? (v),  S® u? (vy) = ————_u* (p) 
1+e v 1 + ¢ y 
l { ————e — du + } 
ly! ——__{2VR(u) ——(|2VR - — > 4} 
AN 1+ u e | R(u) du (4) du 4 M 
. l lo —- @ 7" du*® BS « ,) 
3 yg? — 2 VR, (v) ——|2V2,(r) —— —y* uu. 
{2 peracid Vy R, (yr) -— (2V R,(r) 7. r 
Dabei ist e eine beliebige Zahl mit », < « m- ' und §* sind die Riume 
aller Funktionen mit 
"+ yg f . “+e v ' ° 
| a |! (00) |? pe © bzw. | —_—__—. |%?(v)|* dy» x 
VR(u) — | R, (v) 


und den entsprechenden Skalarprodukten. Offenbar ist daher zunichst 
iuch fiir ganz beliebige Entartungen des Problems, in denen nur noch 
Vo i, bleibt, stets jeder der Operatoren (S’)-1, (TV)-1, (S”)-1, (T”)-! 
beschrinkt. Auch lassen sich, wie aus der Theorie der reguliren oder singu- 
laren SturmM-Liouvitieschen Eigenwertproblemen hervorgeht, stets die Defi 
nitionsbereiche von A! und A? so wihlen, daB diese Operatoren selbstadjun- 
giert sind. Nach dem spiter zu beweisenden Kriterium I folgt daher sofort 
die wesentliche Selbstadjungiertheit des aus A' und A* im Kreuzprodukt $ 
der durch §', S’, TY” und §?, S®’, T” gebildeten $-Systeme $' und $f? gebil- 
deten Operators. Im Zusammenhang mit einer spiteren Arbeit werde ich fir 
diese Probleme sehr leicht auch die allgemeinen Entwicklungssatze, die tiber 
lie von HILB gewonnenen weit hinausgehen, beweisen kénnen. 


§ 2. Elementare Eigenschaften des Operators der Definition 2.1.1. 

Man hat zunichst sofort den 
Hilfssatz 2.2.1: 

Fiir den in Definition 2.1.1 erklirten Operator A in & gilt stets (u, A v) 

(A u,v), falls u und v aus YU und A in Y', A* in W hermitesch sind. 

Beweis: Folgt unmittelbar aus Hilfssatz 2.1.1. 

Um jedoch z. B. Bedingungen dafiir anzugeben, daB der Operator A in 
z. B. dicht definiert ist, hat man etwas umfangreichere Betrachtungen anzu- 
steilen. Wir definieren zunichst: 

Definition 2.2.1: 

Es seien die Voraussetzungen der Definition 2.1.1 erfiillt. Ferner mége B' 
s-definit und 8 t-definit sein. Die Operatoren A! in UW und A? in YA? seien dicht 
definiert. « sei eine beliebige. kom plexe Zahl. Dann erkliire man den Operator A, 
in UM und die Vektormenge Sy, folgendermafen: 


S , Alle u = uw u® mit 
we EDryar—a), UE Dayar; a- 
W,: Alle endlichen Linearkombinationen von Vektoren aus Gy. A, sei so be- 
x 
schaffen, daB fiir f aus Dd. u aus YW, stets gilt: 
(2.5) A (f, u) = (f, A, u)*). 


*) Zur Begriindung der Méglichkeit dieser Definition siehe Hilfssatz 2. 4 


» >» 
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Hilfssatz 2.2.2: 

Die Definition 2.2.1 ist sinnvoll, d. h. es gibt unter den Voraussetzungen von 
Definition 2.2.1 tatstchlich zu jedem u aus U, genau einen Vektor A, u, der der 
Beziehung (2.5) geniigt. Es gilt fiir alle u = u' u*® aus Sy die Abschitzung 

|| A, ul] < c(ul, u®) mit 
c(u!, u?) {|| w?||, || 1 (A? a TY) w|, + |u|}, || M2 (AP x S) u?ll,}. 


(2.6) 


Zudem hat man 


(2.7) (f, A, u) = ((w*, f),, L(A! — x TY) wt), + ((u!, f),, M? (A? + « S*) u?), 
fiir f aus § und u ul u? aus Sy, 
Beweis: Man hat fiir u = uw! u? aus Gy , f S" fi f2 aus D, fi f? aus Sp: 
vo! a Ir! 


l 


1(f,u) = > {(f?, u*), (ff, A’ uw) + (ff, wW), (f?, A? u*)} 


J 


SY” {(f2, w?), (fi,(A!— x TY) uw) + (f}, wu), (fF, (A? + a S*) u?)} 
( sf (f? u2). L(A! » TV) wu), 4 CS (fi, wl), f?, M2(A2 + « S”’) u?),, 
v= 


also 
(2.8) A(f, wu) = ((w2,f),, LX(A?— a TY) w), + ((w!, fy, M2(A® + & 8”) uw), 


Denn da fiir u ui u? aus Sx, stets gilt wh € Dyyyie_ a, wv M%(4? + 2) 
folgt auch die Existenz von L(A! aT’) w= D(A'—a)v++ DS 
und analog diejenige von M?(A? + « S?) u®. Daraus erschlieBt man unter 


Benutzung der Ungleichungen (1.45): 

(2.9) | A(f, w) f |e || ee? |!, || L4(A* — oe TY) 8]! + Il file | ect ||, || BL2(A2 + & 8) we? |), 
also 

A (f, u)\< c(u', u*)|| ff mit 


(2.10) — " rae ae ee 
c(u!, u*) u*||, || L(A! oT) whl, + || tll, || 2 (A? + o& S*) wl. 


Nach dem Frécuétschen Satz folgt hieraus die Existenz eines Vektors @ (u) 
so daB gilt: 


(2.11) A (f, u) = (f, pm (u)). 


Die Eindeutigkeit des Vektors y ist trivial. Setzt man A, u y (u), so ist 
damit der Operator A, fiir jedes u aus Gy im Sinne der Definition 2.2.1 
x 


x 


eindeutig erklart. Erklart man fiir u SD uj} uz, (uh uz € Sy): Ayu 
, l 
> A,(u; uz), so ist damit A, in ganz A, eindeutig erklirt, es gilt (2.5) 
r=1 
und die Definition 2.2.1 ist somit sinnvoll. Weiter folgt aus (2.5), indem 
man darin f eine gegen A, u = @ strebende Folge durchlaufen laBt, daB die 
Yelationen (2.6) Giiltigkeit haben. Aus (2.5) und (2.8) ergibt sich 
(2.12) (f, A, w) ((u?, f),, L'(A! a 7’) wu), ((u!, f),, M?(A? x S*’) u*), 


fiir f aus D, u = u' u? aus Gy 
x 
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Da schlieBlich D zufolge der Dichtheit von 9% in §' und YX in H* in H dicht 
ist, ergibt sich aus (2.12) durch AbschlieBen unter Beriicksichtigung von 
(1.4.1) sofort die Relation (2.7). Damit ist der Hilfssatz bewiesen. 


Es sei e é iné Punktme nge de r kom ple ren &- Ebe ne. Zu qe de ma € &€ rT nm zwet 
Operatoren A}, in Uj $' und A? in UC H? so definiert, daB die Voraus- 
setzungen der De finition 2.2.1 erfiillt sind. Fiir wW¢W,-W, «a, a Ce ge Ite 


1) ui} Al. u), fiir u® ¢ A2 - A? ebenso Az u* Az, u? Dann definiere man 
de n Ope rator . { ‘ in YW, soure die Ve ktore nmenge S rm folge nde rmape n 
Sy Ss” Sx 
YI, Alle endlichen Linearkombinationen von Vektoren aus SG» 1, u Au 


fiir u aus M, . linear sonst 
Hilfssatz 2.2.3: 

Gilt im Falle der Giiltigke it der Voraussetzungen der Definition 2.2.2 fiir a €e: 
A‘ A', A? c A® und geniigen A' und A* den Voraussetzungen von Definition 
2.1.1, so ist der Operator A, in YU, stets Einschriinkung des Operators A in U, der 
nach Definition 2.1.1 aus den Komponenten A‘ in W A? in Y* gebildet wird. 
Fiir jede Teilme nge e von ¢ gilt A, A, 


Beweis: a) Es gilt nach (2.5) und (2.1) fiir f aus D, u aus Sy 
= 


(f, A, u) = A(f, u) = (f, A, wt S® u? + Alu? TY wu), 


(f, At u! S® u? + A? u? TY u}),. 


Da D nach Hilfssatz 1.3.3 in , o-dicht ist, gilt die Relation (f, A, u) 
(f, Al ul S® wu? + A? u*? TY u'), auch fiir alle f aus ,, wie man durch o-Ab- 
schlieBen unter Benutzung von (1.38) sofort folgert. Nun ist nach (1.50) 
Bc ,, also hat man fiir f aus $ nach (1.50) 
(f, A, u) = (Bf, (A! S? A? T”) u). 
Aus der Selbstadjungiertheit des Operators B in $ folgt nun aber sofort 
(A! S? A*TY’)u cB, d. h. u €&, 


Au Au B(A' S$? A? TY) u Au. 


Also ist Sx, W fur « € e, also M,¢ MW und A, in YU, Einschrinkung von A in Y. 
b) Gilt e’ Ce. so folgt sofort Sx, Sx also UC A,. Da nach Definition 

gilt A,u= A, u, falls u aus Sy, gilt, ist die Behauptung 4 

Damit ist der Hilfssatz bewiesen. 

Hilfssatz 2.2.4: 

Es seien die Voraussetzungen der Definition 2.2.1 erfiillt, und es seien die 
Definitionsbereiche Dyy 4:1 4) und Dy 4: + x) in H! bzw. H* dicht. Dann ist A, 
in U,, sowie das nach Def. 2.1.1 gebildete A in U dicht definiert. 

Beweis: Folgt aus den Hilfssitzen 1.3.3 und 2.2.3. 


CA, evident. 


Zusatz zu Hilfssatz 2.2.4: 


Die Behauptung des Hilfssatzes gilt ebenfalls, wenn man statt der Dichtheit 
der Réiume Dyy4:~ 2), Dyra:+a) verlangt, daB A! in UW und A® in Y? abge- 
schlossen seien, daB der Durchschnitt z der Resolventenmengen von A! und — A® 
nicht leer und « € z sei. 
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Beweis: Es sei « ein Punkt der Menge z. Dann ist sowohl (A! — «)-! als 
auch (A* + a)? fiir alle uw! aus §' bzw. u? aus §? erklirt und beschrankt. 
Es ist méglich, die (dicht definierten) Einschrinkungen dieser Operatoren 
auf die Bereiche 2' bzw. M' durch AbschlieBen wieder auf $1 bzw. §* zu 
erweitern. Also sind auch die Bereiche Dz 4:_ ,) = (A! — #)-! @, Dayy ae a 

(A* + «)-* M* in W bzw. W? noch dicht, also auch in §! bzw. H? dicht. 
Damit ist aber der Hilfssatz 2.2.4 anwendbar und die Behauptung bewiesen. 


2 


~ 


Hilfssatz 2.2.5: 

Es seien die Voraussetzungen des Hilfssatzes 2.2.3 fiir die Punktmenge « 
erfillt. Fiir irgendein « € e mégen iiberdies die Voraussetzungen von Hilfssatz 
2.2.4 oder diejenigen des Zusatzes zu Hilfssatz 2.2.4 Giiltigkeit haben. Die Opera- 
toren A‘ in A! und A* in A? seien auerdem hermitesch. Dann sind auch dic 
Operatoren A in YU und A, in A, hermitesch. 

Beweis: Aus Hilfssatz 2.2.4 oder dessen Zusatz folgt die Dichtheit von Y 
bzw. Y%,; nach Hilfssatz 2.2.1 ist aber dann A in & bzw. A, in YA, hermitesch, 
was zu beweisen war. 

Hilfssatz 2.2.6: 

Seien die Voraussetzungen der Definition 2.2.1 sowohl in bezug auf das 
Operatorenpaar A’ in A, A® in UW, als auch auf das Operatorenpaar A! in %, 
A* in Y? erfiillt, und gelte A! C A', A*C A*. Fiir einen festen Punkt y sei L'(A — y) 

durch s-AbschlieBen auf L'(A!— y) in Dry y, M?(A* + y) in 
unt durch t-AbschlieBen auf M*( A? +- y) in Dy 42 + ,) fortsetzbar®). Ferner 


sei wenigstens eine der folgenden drei Bedingungen erfiillt: 


a 
5 
dad AP 


D 


a) A’, A® seien abgeschlossen, y sei ein Punkt des Durchschnittes der Resol- 
ventenmengen von A! und — A?. 

b) Es seien die Reziproken (S")- 1 und (T’)~! beschrénkt. 

c) A! inY', A* in AW? seien selbstadjungiert, y sei reell, fiir die (linksstetigen ) 
Spektralscharen E} und Ej von A’ und — A® gelte: 





\| E', u ||, : c( 1) || E', u'||, fiir w' aus §', 
(2.13) py Te = ; 
|E A u?||, < c(A)|| 2% u? ||, fiir uv? aus $* 
: . + , . vv 78 7° . . * 14 ! 
und fiir jedes E' E}. Ej,, E%4 E}. EX, mit A< hes |, y\< 9, 
y 1, 2. Dabei sei c(A) eine von u! und u* nicht abhingige Konstante. 


Ist dann A. in UY, der aus A‘ in UW und A* in A* nach Definition 2.2.1 
entstehende Operator, so ist A. in YU, Einschriéinkung von A, in Y,, die sich 
durch AbschlieBen wieder auf A,, in YX, fortsetzen lapt*). 

®) Wir werden diese Ausdrucksweise in folgender Form benutzen: Die Einschrankung C 


in © eines Operators C in © (der nicht notwendig dicht definiert zu sein braucht) kann 
durch AbschlieBen (bzw. s-AbschlieBen bzw. t-AbschlieBen) wieder auf C in € fortgesetzt 


werden, wenn zu u aus © stets eine Folge up aus € existiert, derart, daB un u, C un>C u 
(bzw. un > u, C un-> Cu, baw. un > u, C un > C u) gilt. Uber die eindeutige AbschlieB- 
Ww. , ; : 
8 P t 


barkeit ist damit also nichts ausgesagt, da ja z. B. C in © gar nicht dicht definiert zu sein 
braucht. 
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Beweis: Zunichst erschlieBt man sofort A,¢ A,, denn es gilt sicherlich 
Sy CSy, also MCA, und A, w= A,u fiir alle wu aus ; Sei nun u = u! u? 
aus Gy. Dann gibt es wegen wu! € Dzy4: , U2 Dares nach Voraus- 
setzung eine Folge u;, aus D,,.° und eine Folge u;, aus D,,,,'. , so daB 
gilt : 


u' + u', L(A! vy) u, > D(A! vy) u} 


(2.14) 
uz —» u?, M*(A? y) Un > M? (A? y) u*. 


Aus den Konvergenzen 
L(A! y) u, > D(A! y) ui 
(2.15) 
M?(A?+ y) uz > M?(A?+ y)u? 
) ; ) 
folgert man sofort die §-Konvergenzen 


(2.16) (A! yv) Un > ( {! y) u', (A? y) uz +> (A? 4 y) u*, 
Hieraus nun folgt im Falle der Giltigkeit der Voraussetzung (a) sofort 
(2.17) ul > wl, ua, > u?. 


Gelten die Voraussetzungen (c), so folgt unter Anwendung von Hilfssatz 1.2.7 


aus (A! — y) (u,— u')+0, (u, — u') > 0 und (A? + y) (uy u*) > 0, (uj, — u*) 
- 0 sofort erneut (2.17). Gelten aber die Voraussetzungen (b), so hat man 
sofort || u} yu) ||2 (uw) — wu}, (S”)-? (u} u*)), c || ws w\li<e,n N (e), 
ebenso || u? u2 e, 1 N (e), also wiederum (2.17). 
Daher gilt (wegen 1.1.1) insgesamt stets 
ui +>u'!, L(A! vy) u, > D(A! y) ul 
2.18) . : 
u2 + u?, M*(A? 4 Y) u> > M?(A?2 4 y) u?. 


Folglich hat man aber nach (2.6): 

A, Uy, A,w A, (Uy, u) A. us (uj, u*) 

A, (u} u') u?|i< c(u,, uz u*) + c(u) ul. w?). 
Aus (2.6) liest man ohne weiteres ab, daB die rechte Seite dieser Ungleichung 
fiir n + co gegen Null strebt. Da andererseits nach (1.4.III) u, > wu gilt, hat 


man gleichzeitig u, -- u, Au, > Au. Auf diesem Wege kann man die 


n 


y durch AbschlieBen dem Definitionsbereich % 


(§? 


yesamte Mannigfaltigkeit 
hinzufiigen. Da aber mit zwei Elementen u und v auch jede Linearkombination 
von u und v durch AbschlieBen dem Definitionsbereich YW, hinzugefiigt werden 
kann, folgt hieraus unmittelbar die Behauptung. 

Hilfssatz 2.2.7: 

Seien fiir alle « einer Punktmenge e die Voraussetzungen des Hilfssatzes 2.2.6 
fiir die Operatoren A|, in YU, A® in A, und A}, in UA}, AZ in UW, erfiillt. Dann ist 
der Operator A, in U, durch AbschlieBen auf A, in A, fortsetzbar. 

Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus Hilfssatz 2.2.6, indem man 
die am SchluB des Beweises zu diesem Satz gemachten Uberlegungen wiederholt. 
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§ 3. Selbstadjungiertheitskriterien. 


Fiir die nun folgenden Selbstadjungiertheitskriterien machen wir nach- 
stehende 
Generalvoraussetzungen: 

Es seien fiir die Operatoren A! in UW und A® in Y? der Réiume H' bzw. H? die 
Voraussetzungen der Definition 2.2.1 erfiillt. Die Operatoren A! in UW und A? 
in A? seien selbstadjungiert. A in UA sei immer der in Definition 2.1.1 erklérte 
Operator, A, in U, der Operator, der nach Definition 2.2.2 aus den Operatoren 
A} A}, Az A? (fiir jedes « € e) gebildet wird. 

Nachstehende vier Kriterien werden wir im weiteren gemeinsam beweisen: 
Kriterium I: 

Es gelte eine der beiden folgenden Bedingungen: 

a) Der (in (1.4.V1) erklirte) Operator B in 8 ist beschrénkt. 

b) Wenigstens einer der Operatoren (S")~}, (T?’)-? ist beschrankt. 

Dann ist A in U sowie auch A, in A, fiir jedes e, welches einen Kreis enthdilt, 
dessen Mitteipunkt auf der reellen Achse liegt, wesentlich selbstadjungiert. 
Kriterium II; 

Es werde die reelle «-Achse durch die offenen, paarweise punktfremden, 
reellen Intervalle I, bis auf eine hichstens abzihlbare Punktmenge x vollstindig 
iiberdeckt. Zu jedem vy sei wenigstens einer der Operatoren 


Ri}, = (A’— 1 SY —a TY’)! 


(2.19) ‘ fe = ° ymer 
Rt; = (A? + « S® —i T”)"! 


fiir jedes x aus I, iiberall in (bzw. *) erkldrt und beschréinkt. Dann ist A in % 
wesentlich selbstadjungiert. Ebendasselbe gilt auch fiir jeden Operator A, in U,. 
falls nur e zu jedem I, einen Kreis K, enthilt, so daB der Mittelpunkt von K, im 
Intervall I, liegt. 


Kriterium III: 


Es sei $8 doppelt definit. Es gebe eine Menge von Intervallen I, der im Kri- 
terium II geforderten Uberdeckungseigenschaft, so daB fiir zwei beliebige Zahlen 
Ay, Ag mit A, < A, aus einem bestimmten der Intervalle I, gilt: 


» 20) EB", w\|,< c(A) || #} wu ||, fiir w! aus §'. 
(2.2 <r “ee oneal os ° 
E?, u?\|, << c(A) || H*; u?\|, fiir u? aus 9. 


Dabei sei E'; = FE}. — E} , E*, = EF} Ei, BE}, B aber seien die (linksstetigen ) 
Spektralscharen der se lbstadjungierten Operatoren A! in YW und A? in Y?. 
Dann ist A in A wesentlich se lbstadjungiert. Ebendasselbe gilt bereits fiir jedes 
A, inX&,, dessen Menge e alle Intervalle I, enthélt. 


Kriterium IV: 

Es sei % doppelt definit. Die Operatoren A‘ in W und A* in YW sollen beid: 
nur Punkteigenwerte besitzen, und zwar soll die Menge x der Héiufungspunkt 
der Spektren von A! und A® héichstens abzihlbar sein. (Ein unendlichdimensio 
naler Punkte ige nwert ist dabei als Hdufungspunkt zu werten.) Dann ist A in U 
wesentlich selbstadjungic rt. Ebendasselbe gilt fiir jedes A, in UN, , dessen Menge « 
das Kom ple ment von x in be zug auf die reclle Achse enthilt. 
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Ohne expliziten Beweis fihren wir noch an: 
Kriterium VY: 

Es sei &% doppelt definit, und es gebe eine Menge von Intervallen I, der im 
Kriterium II beschriebenen Eigenschaften, so daB in jedem I, entweder einer der 
Operatoren (2.19) fiir jedes x aus I, beschriinkt ist, oder aber die im Kriterium III 
geforderten Bedingungen Giiltigkeit haben. Dann ist A in U wesentlich selbst- 
adjungiert, und dasselbe gilt fiir jedes A, in U,, dessen Menge e Bedingungen 
geniigt, die denen aus Kriterium II bzw. III hier entsprechen. 

Der Leser iiberzeuge sich davon, daB das Kriterium V allein mit Hilfe der 
im Beweis der Kriterien II und III verwandten Beweiselemente herleitbar ist. 
Wir beginnen den Beweis der Kriterien I bis IV mit der Zuriickfiihrung der 
Kriterien I und IV auf die Kriterien IT und III: Man sieht sehr leicht ein 
(wie hier nicht auseinandergesetzt werden soll), daB die Voraussetzungen (a) 
und (b) von Kriterium I gleichbedeutend sind. Wir nehmen daher ohne 
Beschrinkung der Allgemeinheit an, es sei ||(S")~! u||< c,||u'||. Dann gilt 
fir u' aus §!: ||u'||, >c; + | u'||, woraus sofort folgt §; Ss %', also 
SY = S'. Daher ist (S”)-!= L', also L ebenfalls beschrankt und offenbar 
mit derselben Schranke c, auch s-beschrinkt. Zudem folgt fiir reelles « die 
s-Selbstadjungiertheit des Operators L’(A!—« 7"), denn aus (g', w'), 
(ft, A (A!—a TY) w), fiir wt aus Dyy4:_.7”) und ein festes Vektorenpaar 
f, g < O} = © folgert man (f!,(A!— x 7) uw) = (S'g!, uw!) fiir wu! aus W 

Driv4'—27v), also PEW (A’—a TY’) P= MB g', L(A!—a TT”) ff =g'. Somit 
aber ist R}'} = {L'(A!— a TY) —i}-! iiberall in ©} erklirt und durch die 
Schranke 1 beschrinkt. Folglich ist auch R}, = R}'’ L‘ iiberall in §' = §; 
erkliart; es gilt: 


, 


| R},, w|\<e,* | Ri, wt ||, 3 || R ,D ul, ; C,|| wu ||. 


Also existiert die Reziproke R}, mit dem Definitionsbereich §' und ist be- 
schrankt fiir jedes reelle ~. Es sind daher die Voraussetzungen des Kriteriums IT 
erfiillt, falls man als Uberdeckung J, der reellen Achse das einzige Intervall 

x a<-+co waihlt. Damit ist der Beweis von Kriterium I auf den 
Beweis des Kriteriums II zuriickgefiihrt. 

Seien jetzt die Voraussetzungen des Kriteriums IV erfiillt. Alsdann wihle 
man als Uberdeckung J,, v = 1, 2,.. . eine beliebige Abzahlung der Intervalle, 
in welche die reelle Achse durch die Punkte der Menge z eingeteilt wird. Sei 
nimlich dann /,, A, aus einem beliebigen J, gewihlt und A, < A,, so liegen 
zwischen A, und A, nur héchstens ‘endlich viele endlichdimensionale Punkt- 


eigenwerte der Operatoren A! in 9! und A? in WY. Die Wertbereiche ¥';, 
W*, der Operatoren E'; = EF} Ej,, EB’, = Ej Ej, sind daher héchstens 


endlichdimensional. Wahlt man in %', ein vollstiindiges, totalorthogonales, 


n 
s-normiertes Vektorensystem y},v = 1,...,, und setzt f, || py: \t, Max f, 
’ 1 
n 
(c,(4))?, so gilt fiir beliebiges u’ aus Wi: ulb= Su} pm) und |u|}? 
’ 1 
iT n 
‘ oa) ’ 


9 


u! ? B,: (c,(A))? > ju) 


(¢,(A))? |lugi|, also |}u"||,<¢,(A) || wu] 





p 2 s- Folglich 
v= 1 
wegen E'; wu! ¢ W': | 





v=] 
E'; u ||, < e¢,( 1) |B ull, fiir ut aus §!. Ebenso folgt 
'B*, u*||, < c,(A) || £*, u*||, fiir u? aus §*. Setzt man noch c(4) = Max (c,(A), 
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¢,(A)), so ergeben sich die Beziehungen (2.20). Also ist Kriterium III anwend- 
bar und das Kriterium IV auf das Kriterium III zuriickgefihrt. 

Zum Beweis der Kriterien II und III stellen wir folgende Hilfsmittel bereit : 

a) Nach Hilfssatz 1.2.3 sind die Reziproken 

Re, = {M?(A2 + « SY” —i T”)}-1 und Ry {[}(A! —i SY —o@ TY)}-! 
fiir alle « der unteren bzw. der oberen Halbebene iiberall in 7 erklairt und 
beschriinkt und es gilt: 
|| Ros, ull, : 3 || u?||, fiir u? aus §, 


Ra, elle < |e ay =Ima<0, 
|| Ri , wl, = (2 | a.}) | . fiir u' aus §}, 
|| Riss ull, < ||w"]|, %=Ima>do. 
Damit das Produkt $ = ¥' @ ¥? existiert, ist nach § 1.3 notwendig, daB ent- 
weder noch $! t-definit ist, oder aber 8? s-definit ist. Wir werden hier ohne 
Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, da8 §' ¢-definit ist. Dann ist 








(2.22) 











. . Lt . ~T) , - . 
ebenso die Reziproke Rj’, = {M1(A!—i S! « T’)}-1 fiir jedes « der oberen 
Halbebene iiberall in §/ erklirt und beschrinkt, und es gilt: 
j 1,t 1) - 
| Ri U*||p < (2] xl) 2 |] a? |] fiir wu! aus $/ 


i of 
|| Ris uw |le Slag h? || "||, und a =Ima>0. 
b) Nach Hilfssatz 1.2.4 folgt die Existenz von R} , = (A!---i SY’—aT")-! 
fiir alle x der oberen Halbebene als Operator in §', der beschrankt und iiberall 
erklirt ist, ebenso die Existenz von R*., ; = (A? + « S® —i T”)-! fiir alle « 
der unteren Halbebene als Operator in $*, der beschrinkt und iiberall erklart 
ist. Es gilt: 
(2.24) | Ria, wil] < Max (|x/-4, 1) ||u|| fiir wt aus $' und «a, = Ima>0, 
wi |R2, ¢u*|| < Max (\o9|-*, 1) ||u?|] fiir uw? aus H? und a, = _Ima<0. 
c) Nach Hilfssatz 1.4.2 hat man (wiederum unter der schon unter (a) 
gemachten Annahme, daB §' t-definit ist), die Existenz von (u', f), und (w?, f), 
fir f aus 9, wu! aus Yt! und uw? aus §/. Infolgedessen ist es méglich, fiir wu aus 
WM, u* aus H; und f aus H die Funktionen 
#, (a) = ((w,f),, Ri. 7% u*), fiir « aus H_:a,<0 
%o (a) = ((u?, f):, Ri. S' u), fir x aus H,: a, >0 


zu definieren. Nach Hilfssatz 1.2.5 und (2.24) ist x,(«) in H_, x,(«) in EF, 

eindeutig regular analytisch. Denn es ist zum Beispiel ((u!, f),, R* .,; T? u*)s 
(S?(u1, f),, R°..; T2 u?), und es gilt JT? u? € H?, S*(u?, f) € H*. Sind die 

Voraussetzungen des Kriteriums III erfiillt, so gilt infolge der doppe!ten 

Definitheit von $ = ¥' @ P? dieses ebenso fiir wu! aus H;, u* aus Hf und f aus H. 

In jedem dieser Fille setze man schlieBlich noch 

(2.25) x (x eee aye? 


(2.24a) 


a5 


H» (x) fiir «a. >0. 

Sind nun die Voraussetzungen des Kriteriums II erfiillt!®), so gibt es zu 
einem beliebigen, reellen Punkt «, eines der Intervalle J, nach Hilfssatz 1.2.5 
1°) Die Hermitezitat der in den Kriterien II, III erwahnten Operatoren A, und WU, und 
damit diejenige des jeweiligen Operators A in Y% ergibt sich sofort nach Hilfssatz 2.2.5, 
denn man iiberzeugt sich leicht davon, daB die Menge e stets mindestens einen Punkt « 
enthalt, fiir den die dort gemachten Voraussetzungen erfiillt sind. Wir werden diese 
daher in dem nun folgenden Beweis der Kriterien 11 und III als bewiesen annehmen. 
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eine offene Kreisumgebung K’,,, in welcher entweder R}, oder R*_, ; ein be- 
schrinkter, iiberall in $* ({?) erklirter Operator ist, je nachdem, ob die erste 
oder die zweite der Bedingungen (2.19) in J, Giiltigkeit hat. Es kann daher 
jedes der reell offenen Intervalle J, in je ein einfach zusammenhiangendes, 


offenes, komplexes Gebiet G, >» Ky, eingebettet werden, in welchem 
tol, 
einer der beiden Operatoren R},, R*_,; beschrankt und iiberall in §' (?) 


erklart ist, in welcher also nach Hilfssatz 1.2.5 entweder x,(«) oder x, (a) im 
Sinne von (2.24a) ebenfalls eindeutig regular analytisch erklirt werden kann. 
Jedes der so erklairten Gebiete G, besitzt nun mit jeder der offenen Halb- 
ebenen E,, EH_ einen nichtleeren, offenen Durchschnitt . G; E.-G,, 
G E_-G,. Nach (ec) ist aber x,(«) in G,,x,(a) in G> ohnehin erklart, 
daher sind nun x,(«) und x,(a%) in mindestens einem der Gebiete G}, G 


’ ’ 


beide eindeutig reguiir analytisch im Sinne von (2.24a) erklirbar. Wir be- 


zeichnen dieses Gebiet jeweils mit G, und fixieren in jedem G, einen Punkt 


3, und eine gegen f, konvergierende Punktfolge f,,,, u Se Sp 

paarweise verschiedenen Punkten. Die Menge der Punkte p, ae B * Se 

heiBe e,. SchlieBlich setze man « > e,. A,- in W,- sei der in Definition 
I 


2.2.1 erklirte Operator. Wird dann etwa f so gewahlt, daB gilt (f,(A, i)u)=9 
fiir u aus M,-, so gilt dieses auch fiir u aus Gy, . Nach (2.7) folgt jetzt fiir 


uuu? aus Sy, , also u! aus Dry 4 , u® aus Dagyati gs ), % M=1,2,... 
’ vu ve ° 
(u?, f),, (1(A!— B,, T”’)— i) w), 
(2.26 m . . . 19 . 9 
(u! f),, (MM? (A? + B,, S”)—1t) u4),=0. 
. . 4 . r . . 1.@ 1, y 
Wegen #,, ¢G, existieren die beiden Reziproken R;’; R;, S' und 
vu vu 
Bt 2 1 ae ~ 1 ~2 . 
ag R-, ; T*? im ganzen Raum §; bzw. ;. ersetzt man daher in 


jetzt (L1(A} S22") i) ut durch u!, (M?(A? + £,, 8S”) — 14) u? 


durch u?, so folgt fir u' aus 9), uw? aus 97: O= ((R** ;u*, f),, w),4 


(2.26) 


(RY; ul, f),, u*), 0. 


Fiir u' aus WM’, u? aus H? gilt daher endlich: 
((w', f)., Rog .« T? w°*), ((u?, f),, Ri, Siu), also 
aa “ vu 
(2.27) Hy (By u) He(Pyu)> v, > ae 


Hieraus folgert man sofort nach dem Identititssatz fiir Potenzreihen, daB gilt 
%,(%) = %,(«) in jedem G,. Also ist x («) (siehe (2.25)) fiir solche f in der vollen 
komplexen «-Ebene, aus der allein die Punkte der Ausnahmemenge x entfernt 
worden sind, eindeutig regular analytisch. 

Um das analoge Resultat aus den Voraussetzungen des Kriteriums III 


herzuleiten, verfahre man folgendermaBen: Man setze hier ¢ toe 
dann (f, (A, i) u)=0 fiir u aus Y,-, so gilt dieses speziell fiir u aus Sy , « € J,, 
. a 


und es folgt wiederum 


(u2, f),, (IA (A! — a T”) — i) w), 
(u!, f),, (M?(A2 + a S”)—1) u?), = 0 


»9 
(2.23) 


fiir uw! aus Dy 4:4), w? aus Dygy 42s g 
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Daraus leitet man her: 


((u?, f),, (L(A! — a 7”) —1) uw), 
T? ((M? (A? + & S*’) —i) u?, f),, w), 


also ((u?, f),, (4 (A'— «) wu"), = (g', uw) fiir v4 aus D 


9 oo 
L\A x); U* AUS Vs 4? + 2») 
und mit 


gi T!(M?2(A2 + «& S¥ —i T”) u2, f),— (i + a) S*(u?, f),. 


Folglich gilt nach Hilfssatz 1.2.6: (u?, f), € W 


(A! — a) (u®, f), = g T" (M? (A? + «& S® —i T”) u?®, f),— (i+ a) S*(u?, f), 
oder endlich 
M!(A!—« TY + i 8”) (u?, f), (M?(A? + a S” —i T”) u?, f);. 
Ersetzt man hierin M* (A? + « S® —i 7”) uw? durch u?, so folgt, da nach 
Hilfssatz 1.2.6 und den im Kriterium III gemachten Voraussetzungen 
M? (A? + « S®”) = M?(A? + «) — « t-selbstadjungiert ist, also R® ‘ ; existiert 
und iiberall in $7 erklart und t-beschrankt ist, fiir u? aus $7 sofort (u?, f), 
M!(A!— « TY + i SY) (R™ u?.f), und also gilt (u?, f), D pit (Ri 
. i‘, i,@ 
existiert sicherlich eindeutig in §/). Genau auf dieselbe Weise folgt auch 
(ul, f), D 22 F fiir u! aus 9). Die in (c) definierten, in E_ bzw. FE. ana 


*, — i 
lytischen Funktionen x, («) und x.(«) sind daher nach Hilfssatz 1.2.8 auf der 
reellen Achse, dem gemeinsamen Rand von #, und £_ fiir alle «, die in 
einem J, liegen, beide noch stetig.. Zudem leitet man fiir « € J, aus (2.28) 
sofort wieder Hy (x) = %,(a) her. Nach einer bekannten funktionentheore- 
tischen SchluBweise folgt aber daraus wiederum, daB fiir solche f und alle u! 
aus ', u? aus §? die Funktion x(«) im Komplement der Ausnakmemenge x 
eindeutig reguliér analytisch ist. Nach (2.22) und (2.24a) folgt endlich 
V a *(a)|< ¢ gleichmaBig fiir alle «, die nicht zur Ausnahmemenge x ge- 
héren. Es kann nun gezeigt werden, daB eine Funktion mit diesen Eigen- 
schaften identisch verschwinden muB®. (Dieser Beweis werde hier tibergangen.) 
x(ax)=0 fiir alle angegebenen w!, wu? ist jedoch nur méglich, wenn f = 0 
gilt. Der Operator A,- und Y%,- und auch dessen Fortsetzung A in & besitzt 
somit keinen negativen Defektraum D_. Da aus der Beschrinktheit von 
R} , oder R*_, ; in einem J, sofort diejenige von R!; , = (R}.,)* baw. RL, — | 
(R*_, ;)* folgt, laBt sich aber fiir eine analog gewihlte Menge e* genau so 
zeigen, daB A,+ in Y,+, also dessen hermitesche Fortsetzung A in Y& keinen 
positiven Defektraum besitzt. Also ist A in & wesentlich selbstadjungiert. Es 
ist sogar schon jeweils der Operator A,-.,+ in %,-,,.+, der hermitesche Fort- 
setzung von A,- und A,; ist, wesentlich selbstadjungiert, also im Falle des 


Kriteriums III wegen ¢ e* auch jeder Operator A, in YU, mit e2/,, 
y=1,2,.... Dasselbe gilt natiirlich dann fiir jedes A, in Y,-, fiir dessen 
e* gilt: e- + et Ce* Enthalt im Falle des Kriteriums IT e je einen Kreis K,, 


dessen Mittelpunkt in J, liegt, so hat man nur e~ und e* so zu wihlen, dab 
noch jeweils f,,, ¢ K, gilt, um einzusehen, daB auch A, in, wesentlich selbst - 


adjungiert ist. Damit sind die angefiihrten Kriterien in vollem Umfang be - 
wiesen. 
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Der praktischen Anwendung der vier in diesem Paragraphen ausgespro- 
chenen Kriterien steht nun noch folgendes Hindernis entgegen: Fast immer 
liegen nimlich die Operatoren A! und A? nicht in selbstadjungierter, sondern 
nur in wesentlich selbstadjungierter Form vor. Es erscheint demgemaBb 
wiinschenswert, die Forderungen nach Selbstadjungiertheit von A! und 
in den Kriterien I bis IV durch andere Forderungen zu ersetzen, die nur die 
wesentliche Selbstadjungiertheit von A' und A? enthalten. Unter Benutzung 
von Hilfssatz 2.2.7 kénnen wir leicht den folgenden Satz einsehen: 


Satz 2.3: 


Seien Al in UM und Ax in A. fiir alle « einer Punktmenge e der kom ple xen 
Kbene wese Ske h se Ibstadjungic rle E inschriinkungen der se lbstadju = rten Ope- 
ratoren A in 1 und A? in 2 Die Menge e und die Operatoren A? seien 


so beschaffen, daB nach einem der Kriterien I bis IV der mit nthe hap nach 
Definition 2.2.1 gebildete Operato 4, in U, wesentlich selbstadjungiert sei. Endlich 


mégen A, A! A, A® fiir alle x €e den Voraussetzungen von Hilfssatz y & My! 


geniigen. Dann ist der durch Anwendung der Def. 2.2.2 auf die Operatoren A 


und A‘ gebildete Operator A, in U, wesentlich selbstadjungiert. Eben dasselbe 
gilt auch fiir jeden nach Definition 2.1.1 gebildeten Operator A in X, fiir den gilt: 


*¢ A®c A? fiir jede 8S a aUs e. 
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Perturbation Theory of Semi-Bounded Operators. 
By 
Tosio Karo in Tokyo. 


Mathematical treatment of the perturbation theory of self-adjoint operators 
has been developed by several authors’). The main problem consists in the 
study of the behaviour of the spectrum of a self-adjoint operator H, depending 
on a parameter e. The papers of Retiicn, §z.-Nacy and Hernz') are mostly 
concerned with the so-called regular case, in which the eigenvalues and eigen- 
functions of H, are, under some general conditions, proved to be regular in e, 
thus being developable into power series of ¢ with positive convergence radii 
of which at least a rough estimate can be explicitly given?). 

It should be noted, however, that the applicability of perturbation theory 
is by no means restricted to the regular case. It is rather usual that the formal 
power series for the eigenvalues and eigenfunctions are still useful even if 
they are divergent or have only finite signifjcant terms. In such a case the 
series should be regarded as giving asymptotic expansions (in a generalized 
sense) of the quantities under consideration. Sufficient conditions for the 
validity of the asymptotic expansions up to a specified order have been de- 
duced by TrrcHMARsH’) and the writer*) independently. 

The purpose of the present paper is to deduce more general and detailed 
sufficient conditions for the 0-th, first and second approximations in the case 
of a semi-bounded operator formally defined by H,= H+eV with H>O 
and V> 0. 


§ 1. Preliminaries. 


Throughout the present paper we consider everything in a separable HILBERT 
space §, and follow the notations and terminology of Stone [17] with a few 
obvious exceptions. For f,, f € 9, f, > {means strong convergence: || /,,—f|| > 0, 
and weak convergence‘) is stated positively whenever used. The domain and 
range of an operator 7' are denoted by D(7') and #i(7') respectively. If D is 
any subset of D(7’), 7’D means the set of all 7'f, f¢D. The set of all bounded 
linear operators with domain § is denoted by B. If A € B, the norm of A is 
defined and is denoted by || A||. For A,, A ¢ B, A, +A means strong con- 
vergence: A, f+ A f for every f ¢ §. Uniform convergence (||A,— A||-> 0) is 
positively stated whenever used. The identity operator is denoted simply by 1. 
If E is a projection, the dimension number of the closed linear manifold 9i (Z) 

E § is denoted by dim Z. If the operator H is self-adjoint (s. a.), we have 
KR (H —l) = © for every / in the resolvent set of H, and if H is essentially self- 
adjoint*) (ess. s. a.), Kt (H — 1) is dense in § for similar /. In particular, we have 





') Reviicn [11 ]-—{16], Sz.-Naey [18], Tircumarsnu [19], [20], Herz [3], Kato [4] 
- |7). 
*) The writer has also dealt with the same problem independently (K.vro [5], [7]). 
*) Kato [6], [7]. 
*) See e. gz. NEUMANN [8]. 
5) Stone [17], p. 51. 
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Lemma 1. Let H be a linear symmetric operator with positive lower 
bound*). If A is s.a., then R(H) = H D(H) = §, and if H is ess. s. a., then 
KR (H) = H D(A) is dense in §. 


Lef J[f,g] be a Hermitian-symmetric bilinear form defined in a linear 
manifold D(.J) dense in §(J [f,g] =J [g.f), J[f.g] is linear with respect 
to f). Then J {f]=J[f, f] will be called a quadratic form’) (q. f.) with do- 
main D(.J). It is bounded below if there is a constant c such that J [f] => c(f, f) 
for every { D(J): the largest possible c is the lower bound of J. In what 
follows all q. fs. are assumed to be bounded below unless the contrary is posi 
tively stated. As for linear operators, closed quadratic forms (c. q. fs) are 





defined’). The closure’) of J is denoted by J whenever it exists. 

According to Frrepricus’), to each c.q.f. J there is uniquely defined 
a s.a. operator H such that (1) H is bounded below with the same lower 
bound as J;(2) D(H)cD(J); (3) J[f,g] = (A f,g) for every f€D(H) and 
g & D(J); (4) if J, is the contraction of J with domain D(H), then J, exists 
and coincides with J. H is called the s. a. operator corresponding to the c. q. f. J. 
In particular if 7’ is a linear symmetric operator bounded below, a q. f. J is 
defined by J [f,g] = (Tf, g), DW) =D(T). Then J exists’), and the corre- 
sponding s. a. operator is an extension of 7’ and will be called the F-extension 
of T. It is a distinguished one*) among all possible s. a. extensions of 7’. 
} 


Lemma 2. Let J be a q. f. with positive lower bound ¢ and let J exist. 


Then (a) the corresponding s. a. operator H has also positive lower bound c; 
(b) H? is defined, is s. a. and has positive lower bound c?; (c) D(.J) = D(H), 
J (f.g) = (H* f, Hg): (ad) H' DJ) =R(H*) = O:; (e) Hi DW) is dense 
in ©; (f)H-', H-4 ¢ B,\|H- || =e}, || H-4|| = (g) In particular if T 
is a linear symmetric operator with positive lower bound and H is its F-exten- 


sion, then H? D(7’) is dense in §. 


Proof. (a) is clear from (1) above and (b) follows at once from (a). To 
prove (ec), let J, be the contraction of J with domain D(H) and also define 
Jolt. 9) = (H? f Hq) with domain D(Jq) D(H) D(H). Then J,[f, g] 

(H f, g) — (H® , H® g) by (3) above, and hence J, is an extension of J,. On the 
other hand if f ¢ D(H?), it is easily shown that there is a sequence {g,} such 
that g,¢ D(H), g,>f, H? g, - Hf. Hence J,[9m— Gn] >0 (m,n-+0o). This 
implies’) that f DU,) and J ff) H? f\|?= J,[f]. Thus J, is an extension 
of Jy. But J, is closed since H? is a closed operator. Hence we have a Je 
which is equivalent to (c) by (4) above. (d) follows immediately from Lemma | 
and (ce). To prove (e), we note that’) to every f D(A?) Di), there is 
a sequence {f,} such that f,¢ D(J), fra-f, J [fn f|+0. Hence it follows 
from (c) that ||H?(f,—f)\| +0 or H3 f, > H* f. Thus (e) follows from (d). 
(f) is a direct consequence of (a) and (b). (g) follows from (e) by setting J [f, g] 

(7 f, 9), DJ) = D7). 


7) FRIEDRICHS 


*) Stone [17], p. 56. 
t 
*) Frrepricus [| 


1}. 
1}, [2], Retuicn [| 16}. 
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Lemma 3. Let J,, J, be two q. fs. with positive lower bounds, let Am J. 
exist and let H,, H, be the corresponding s. a. operators. If D(J,) 2D(J,) and 


J. {fils Jelf] for all f¢€D(J,), then D(H") - D(J,) 2D(J2) 2(H") and 
Hi f\PP= Jif < Jeff] = || fl? for every f ¢ D(J,). 


Proof. The assertions are direct consequences of Lemma 2, (c) and the 
definition’) of the closures _ 

Lemma 4. Let H be a s. a. operator and let (a, 8) be an open interval 
containing at most a non-degenerate eigenvalue but no other points of the 
spectrum of H. Let w be an element of D(H), || w| 1, and set 7 = (H w, w) 
6 = |\(H — n) w|. If 6?< (y—«) (B— 7), then «<< B and there exists 
an eigenvalue A of H in (x, 8) such that — (8 — n)-! 02? < A—n < (n—«)-“! B. 
Let @ be the corresponding eigenvector, ||q|| = 1. Then! g — w|| < (0/d) {1 
(6/d)*} t with d Min (7 — «, B — »), provided §6<d and @ is normalized 
in such a way that (g, w) = 0. 

Proof. The first assertion is proved in Karo [4] (see Eq. (10)). The second 
assertion is also essentially contained there. To show this, suppose that 
d n a= fp y (the contrary case is treated similarly). If 6 < d, we can 
replace 6 by P’= 4 + d< f without violating the assumptions of the lemma. 
Then f’— «= 2d, y = (a + f’)/2, and it follows from Eq. (11) of that paper 
that 1 c? < (O6/d)?, where c (y,w) =. Since |g w||?—= 2(1—c), the 
desired inequality follows immediately. 

Xemark. It will be noted that 6 < ||(H — y) w|| for any number y. 





§ 2. The 0-th Approximation. 

In what follows we consider the eigenvalue problem of an operator for- 
mally given by H.= H + eV, where ¢ is a small parameter tending to zero. 
For this purpose it is necessary to define the operator H, precisely. For the 
present we assume the following 

Assumption 1. H and V are non-negative definite linear symmetric ope- 
rators with D(H) = D(V) =D (which is dense in %). H has positive lower 
bound, which may for simplicity be assumed to be not less than 1, i. e. 


(2.1) (AAAS, ViNZzO (f€D). 
é is a real parameter and ¢ = 0. 
We define the following q. fs. with the domain D: 
(2.2 J. ffj=((A+eV fp APz=thf) (e> 0) and J’ [f] =(Vf,f)=9. 
Then the closures J, and J’ exist’). The corresponding s. a. operators, i. e., 
the F-extensions of H + eV and V, will be denoted by H, and Vy respecti- 
vely®). In particular H, is the F-extension of H. Then the following theorems 
hold. s 
Theorem 1. (a) H, and H? are s.a. and have lower bounds => 1; (b) D(J.) 


1 1 1 ~ 1 
2(H?)=D* is independent of ¢ for e>0; (c) D*CD(J9) = D(A) and 
*) In applications it is usual that H + ¢V is ess. s. a. (see examples in § 7). In such 
a case H, coincides with its closure and some of the following arguments are simplified. 
But we need not make such an assumption. Rather we can weaken the assumptions 
still more, and instead of starting from H and V with the common domain 2, we may 
start from two q. fs. J and J’ with a common domain and consider the s. a. operator H, 
corresponding to the closure of the q.f. J + ¢J’. But in the present paper we shall 
not enter into this generalization. 
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R (f] | H: f\|? is a non-decreasing function of ¢(e = 0) for every f « >}: 
(d) DPCDW") 2(V") and \v? 2 J'(f] el J.[f] (e>0, f¢D4); 
(e) >! D(H.) 2D(e>0), H. 2H + eV(e= 0): (f) H? > is dense in H (e => 0): 
(g) Ho, Ho * € B, \|H> | <1,||H-*|| <1(e= 0); (h) if A, = A? Hy *, then 


A.¢ B,\\|A,)| < 1(e => 0); (i) if B,= V* H, *, then B,< B,\| Bis e-t(e > 0). 

Proof. (a) and (g) are direct consequences of Lemma 2, (a), (b) and (f). 
(b) and (c) follow from Lemma 3 if we note that (e/e’) J, [f] < J. [f] s J. [f] 
(0< e<e’) by virtue of (2.1). Similarly (d) follows from J’ [f]< e*J,[f] 
(g 0). (e) is clear since H, is the F-extension of H + eV, and for the same 


reason (f) follows from Lemma 2, (g). To prove (h), we note that A, is defined 
1 


i i 1 
everywhere in § because §i(H, *) =D(H?)=D*CD(H*) by (c). Since 


A, fil? = 4? He? fl? = JC ‘f\<J.[H  #] =|If\2 by (c), we obtain 


(h). Finally R(H 2) D*< D(V*) shows that B, is defined everywhere in § 
and since || B, f|j? |V H,?* f\?=J' (Ha. * flse' J, (A. *f) =e! teieP 
by (d), we obtain (i). 

Remark. For any fixed e, > 0 we have 0< (Vf, f) < e-1(( H + eV) f, f). 
From a theorem of REtuicu [13] (see Satz 6), it follows that the operator H 
is regular for e > 0 in his sense. In particular, any isolated eigenvalue 4, of H 
is an analytic function of ¢ for e > 0. But ¢ = 0 is in general a singular point 
of 4, and lies outside the scope of his theory. On the other hand, it is just the 
behavior of H, at e+ 0 that concerns us in this paper. 

Theorem 2. H-'-+ H-' (e + +0) (note that H;!, H-' € B). 

Proof. Let f >. Then it follows from Theorem 1, (e) and (g) that || H-* Hof 

/ H;" (H, — H,) {|| < |\\(4o— A. f | \(H —H—eV) fil e |\|V fi|— 


O(e+0). Setting H' f=g, {=H *g, it follows that H-1H'g+H.*g 
But as (H. * H* g, h) = (g, H* H, * h) = (g, A, h) = (A¥ g, h) for everyhe 
by virtue of Theorem 1, (h), we have H, * H? g= A¥g. Thus H * At g 


1 . 
Hg and this is true for every g of H*® D, which is dense in § by Theorem | 


(f). Consequently, noting that H, : AY, H B and that ||\H : A? || 
|A*\| = ||A,||< 1 is uniformly bounded (see Theorem 1, (g) and (h)), we 


1 I 


obtain H, : At g>H Sg for every. g¢€ 9, i.e. H, > AS +H, *. Multiplying 
from right by H : B, we have H : A* H *_.H-1, But H.* AtH 


H-' because (H, * A? H, ? f,g) Ce.” £m, fl (f. H>19) = (H>" f.q) 
for every f,g © §. Thus we obtain H>!+> H-". 

Theorem 3. Let {E, (A)} be the resolution of the identity!®) corresponding 
to H.(e > 0). Then £, (A) E,(A) (e > + 0) for all A except on at most a denu- 
merable set of 2 which are eigenvalues of H,. 

Proof. Let {#%(A)} be the resolution of the identity corresponding to H;'! 
It follows") from Theorem 2 that E/(A)-» BE’ (A) (e > + 0) except at most for 





1°) FB. (A) is assumed to be continuous to the right. 

"!) See Retiicn [12], Satz 1. It will be noted that Re.ticu considers the case of a 
discrete parameter n instead of the continuous one ¢. But as the exceptional points are 
contained in the point spectrum of H;' (which is a denumerable set since § is assumed 
to be separable), this offers no difficulty. See also Strong [17], Theorems 9.20, 9.22. 
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the values of A which are eigenvalues of H-!. But H,(A) are obtained from 
E’ (a) by the transformation 2#,(4)=0(A<1), E,(A) = 1— E;(A-'—0) 
(A => 1), so that the assertion follows immediately. 
_ 1 
Theorem 4. H, * +H, *, A,+1, A?+1(e>+ 0). 


Proof. If {#%’(A)} is the resolution of the identity corresponding to H, 
it follows from Theorem 3 that Ei’ (A) + E’’ (A) except for the values of A which 
are eigenvalues of H, * Since H, ig uniformly bounded by Theorem 1, (g), 
it follows") that H.'+H~?. Next, we have (A,f,g) = (H' H. *f,g) 

(H.* f, H*g)+(H~* f, H* g) = (fg) for every f € and g € D(H"). Since 
D (H®) is dense in § and || A,|| = || A?|| < 1, it follows") first that A 
converge weakly to 1, and then, that A,+1, A?>1. 

Theorem 5. Set B, y? H, ' Then D(B,) is dense in § and B* as well 
as B** — B, exists. If f ¢ D(B*) , then BY f+ B* f(e++ 0). 


and A* 


e 


Proof. B,g exists at least if H, * g¢€®, i.e. if g belongs to HS which 
is dense in § by Theorem 1, (f). Hence D (.B,) is dense in 9. If f € D ( y’), then 
(f, Bg) = (f,.V" H.* g) = (A, * V* f, g) for every g € D(B,). Thus f ¢D(B"), 
or (Vv?) D (B*) and D(B*) is dense in §. Hence B** also exists and!) 
B** — B. ff <D(B*), then (BY f,g) = (f, B.g) = (,V' He 9) = U,V HO 


HH, g) = (f, By A, g) = (A B* f,g) for every g¢ §. This means that 
B* f = A} B* f. Hence it follows that B*¥ f+ B* f by Theorem 4. 

Theorem 6. Let A, be an isolated eigenvalue of H, with finite multiplicity m. 
Then in each neighborhood of A, , there are either eigenvalues of H, with total 
multiplicity not less than m or otherwise at least a point of the continuous 
spectrum of H,, provided ¢ is sufficiently small. 

Proof. Take two numbers «, # such that « < A, < # and that the closed 
interval [x, £] contains no other point of the spectrum of H,. Then Z,= E£,(f) 
E,(x) is the projection on the eigenspace of H, belonging to the eigenvalue A). 
[t follows from Theorem 3 that E,(8) — E,(«) > E(B) — Ey(x) == Ey(e>+ 0). 
Since dim E,= m < , it follows that') dim {#,(8)-— 2, («)} = m for suffi- 
ciently small e. This implies the assertions of the theorem. 

Now we add the following 

? 


Assumption 2. At least the lower part of the spectrum of H, consists of 


. e a(l) 4(2 
pure point spectrum. More precisely, there are several real numbers 4) < 2 


VY) 
A and a 6 >0 such that 


pyr 0) 0: E, (2) E,(a" 1) 0) (n % 2 oka N 1): 
7 a(.¥) + a( Nj 
(2.3) E,(a.”’) = EB, (a? + 4); 
Leo(a.") E, (a 0) = EB”, dim | ag My. 
O< m, < c(n a Bae N). 


2) RELLICH [12], Satz 2. 

'8) These follow from the following lemmas: If (/,,g)—(/,g) for all g of a set dense 
in § and if ||/,|| is bounded, then /, converges weakly to /; if /, converges weakly to f and if 
lim sup || fe|| S || ||, then f,.->f. 

14) NEUMANN [9]. 

'®) Revwicn [12], Hilfssatz to Satz 5. 
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Of course 2 are eigenvalues of H, with multiplicities m,. Also it follows 
immediately that 
(2.4) dim E, (A‘*)+ 6) = m, + my+ +--+ my. 

Under Assumptions 1 and 2 we shall prove our first main theorem con- 
cerning the 0-th approximation of eigenvalues and eigenvectors: 

Theorem 7. In each neighborhood of 2 (n 1,2,.... N), there are eigen- 
values of H, with total multiplicity just equal to m,, and there are no othe 
points of the spectrum of H,, provided « is sufficiently small. These eigen 
values converge to 2 whtn e+ + 0. Let E,” be the projection on the m,- 
dimensional linear manifold spanned by all the eigenvectors corresponding to 


these eigenvalues: then || £:” E™ || +0(e> 0) 

Proof. Take N intervals («,, 8,) such that «,< A Bax Gai, (n=l, 
2 N; ayi,= A0 6). Then it follows from the proof of Theorem 6 that 
2.5 dim {E£,(, E(x,)} mM, (n Fe N) 
for sufficiently small ¢. In particular this implies 
2.6 dim FE, (A O m, : My. 
On the other hand, it can easily be shown that 
2.7 dim E, (A dim E,(A for every / 


since || H? f||* is a non-decreasing function of ¢ by Theorem 1, (c). Clearly the 
three relations (2.4), (2.6), (2.7) are compatible only if the equality sign holds 
in (2.6), and this is possible only if the equality sign holds in (2.5). Since 
m, ©, it follows that the interval («, , 8,| contains eigenvalues of H, with 
total multiplicity just equal to m, and no other points of the spectrum of H 

Since the interval («,, 6,) can be taken arbitrarily small, these eigenvalues 


converge to 4 when e>++0. Also we have EZ’ E(B») E,(«,) and 
EY + E™ (e-+-+ 0) by Theorem 3. But as dim EF,’ dim E\” = m, ©, it 
follow easily that ?*) || E Ee >. 

1 


Remark. If no “splitting” occurs for the eigenvalue 4, i. e., if all the 
eigenvalues of H, in the neighborhood of 2™ coincide and reduce to one 2," 
with multiplicity m,, Z," is the projection on the corresponding eigenspace. 
rhen we can select m, independent eigenvectors belonging to the eigenvalue 
2.’ in such a way that they converge to the eigenvectors of H, for e+ + 0, i.e 
the eigenvectors are continuous at « 0 as well as the eigenvalue. In particulai 


this is the case if m, | (no degeneracy of 4°"). 


For the present (§ 3—§ 5) we always assume Assumptions | and 2. It will 
be noted that these conditions are quite general for practical purposes, except 


perhaps (2.1) which will be weakened afterwards (§ 6) 


§ 3. The First Approximation. 


In what follows we are concerned with a particular one, 4\") say, among the 


*) For simplicity we give the proof in the case mp 1; the general case is not essen- 


tially different. Let £,—+E,, dim E dim E, 1. Set Z, P+ 4.) 38) and f, E, f,. Then 

i.» Bh f, and E Pi;,\. Set f, f,+ he. h,>0. Then (£ EB.) 9 fell *(g, fe) 

/ le 2(g, fo) fo. Hence follows easily that (E, E,) q|\ g\|O (he bs Be Bs 
E E, OA, » 0, 
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eigenvalues J()),..., A of H, and omit the affix n. Thus A), Zo, Z,, m etc. mean 
1”, E™, Em, hitherto considered. Furthermore, we assume for simplicity 
that A, is non-degenerate (m = 1)'7). Thus H, has just one non-degenerate 
eigenvalue J, in the neighborhood of A, and 2, A, (e+ + 0) (Theorem 7). Let 
p, be the corresponding eigenvector of H,, |, l(e > 0). Then**) Z, = Pfq,} 
and it follows from Theorem 7 that ~,- q, provided ¢, is properly normalized 
(e. g. put 9, E., o|\~1 E, Gp) - 

Now we shall give our second main theorem concerning the first appro- 
ximation of the eigenvalue. 

Theorem 8. Let @p >. Then @¢ D( y?) and 4 Ag+ €A'+ O(€), Y = Yo 
o(e*)), where 7’ J’ [Ho] y3 Go|? and g, is properly normalized. 


When the operator H + ¢V is ess. s. a. for some ¢ 
I 


. 0, the hypothesis y, €D* 
is satisfied if p< D(V‘) where V, is some non-negative s. a. extension of V, 
in particular if g,¢D(V>). 

Proof. We apply Lemma 4 to the operator H;'!, which belongs to B and 
is much more feasible than the non-bounded H, itself. For this purpose, we 
need somewhat lengthy preparations. 

First let f be an element of D. Then we have successively 

H,f=(H+eV)f=A,f+eVof, Ho A.f=f+eHo'Vof, 
1 i 
(A-!— Ao) HH, f= HOH, f—f=eHVef=eH Vi B.A: f 
U 1 
(see Theorem 1, (i)). On setting H? f= g, f= H, * g, and taking the inner 
1 
product of the last equation with g,, we obtain (H? g,(H;' H=*) @o) 


1 
e(V? B.g, H2q,). But H=!q. = Aq, because Hy po = 4g Yq (note that 
A, = 1). Hence 


1 1 ' 
(3.1) (H? g,(A;1 — Hz") o) = € A" (V? B,g, Go) = € Aa (g, BE VE qo), 
1 1 1 
for Py > D(V*) by hypothesis and Theorem 1, (d). Also H? (A-' — H>") qo 
A H? », — H. * GY, exists by hypothesis. Hence (3.1) becomes (g, H 
1 . = 
(A; '— H-") @) = € A-'(g, BE V® ¢~). This is true for every g of H? D, which 
1 
is dense in § by Theorem I, (f). Thus we have H? (A-!— H>!) gy = € Az! 


1 


1 
B? V* o,. On applying H, * € B to both sides, we obtain 


1 1 
(3.2) Hz} @ = A=! q—e Az! H, * BEV* q. 
1 1 


1 
Further we can apply V? to both sides, since Vi H, * B,< B. Thus 
1 


1 1 

V? Hz gy = 4,1 V* oy —e A-' B, BE V® g, and hence follows that 
1 1 1 ! 

[Vi He" poll S AS VE qoll + © AS* |B BE MVE oll < 2457 \\V oll. 
since || B* B,\| < e-} by Theorem 1, (i). ||V? H,' ql] is therefore 


1 
bounded when e>+ 0. On the other hand, for every h¢€D(V*) we have 


17) The degenerate case will be treated in a subsequent paper. 

18) P; ,} is the projection on the one-dimensional linear manifold spanned by gp: P| 
ep ll-7(f, v) @. 

M Iffce Hf o(e) ete. means IF || o(e) ete. 


v\f 
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A ; 
(Vv? * yh) = (Aa * Go, V2 h) + (Haq, V2 hk) = A-*(qy, V2A) = Az} 
1 
( y? Po, h) by Theorem 2. But as D(V°*) is clearly dense in §, it follows!*), com- 
1 

bined with the fact just proved that ||V* H, * @ol is bounded, that 

(3.3) y? H * converges weakly to A Ly? Po (e>++ 0). 
Next we consider H. *. We have 

(3.4 H, * — H-? =H, *(H. *— H-") + (A. * — H-") A=}. 


1 
Applying both sides to g, and applying V* to the result, we obtain 
1 


2 —_—e 7 . - - . 
V3 H.* wo — A-2V? gy = V2 A (He — A-") gp + AW! V? (A. '— A") 
all terms being significant as above. The second term on the right has just 
been shown to be bounded when e— + 0. The first term is also bounded, for it 
1 
follows from the definition of B. and (3.2) that V? H  (H, at 1) Dp 
| 1 1 1 
B, H, *(—eA-1 H, * BEV? gp) e A- B. H,* B* V® g, and its norm 
1 1 

s < € A> ||B,|| |A-*|| |B V2 poll < 4-1 \|V% qol| by Theorem 1, (g) 
1 2 2 9 > 

and (i). Hence ||V* H, ~ gg|| is also bounded when e+ + 0. Since H; “+ H-? 
follows immediately from Theorem 2, we conclude in the same way as (3.3) that 


1 . , — 
(3.5 V* H, ~ mg converges weakly to A~?V? o, (e++ 0). 


It follows from (3.2) that 


1 1 
(3.6) (H Wo Po) A>" (Po; Po) eA '(Vi om, B, H. * Mp) 
1 1 
A'—eA- (Vig. V2H * Mp) - 
1 


1 
By virtue of (3.3) the last inner product tends to (V’ Pe, A.* V* 
1 


\V* @o\? = A~! A’ when e++ 0. Thus we obtain 


Po) 2 


(3.7) n = (H.* Go. Yo) = AT1—e A-2 H' + Of). 
In the same way, (3.4) and (3.2) yield 

(H "Ge Po) = A>? (Go; Po) + ((A, . A; ) wo, H, * @o) 

) ye 1) Po: Po) 


1 1 
to (HH, * BP Vo Fo> Po) 


1 1 
A, ~ EA, 1(H B* | o Po: H., Po) EA 
1 


1 1 1 


A-*—eA-'(Vi oe, Vi A * Pe) eA? (Vi oy, V? H., ' >) 
By virtue of (3.3) and (3.5), we obtain as above 
(3.8) \| H, * Poll? (H, * Po: Po) A; . Z«é A; 3 2’ + o(e). 


Finally it follows from (3.7) and (3.8) that 
(3.9) || (7, A) Po\|" || H * Poll? — 2A4-'(H, Po. Po) + 4,” O\e). 
Now we have in hand all the material necessary to apply Lemma 4 to the 


s. a. operator H, *. Since , is the only one point of the spectrum of H, lying 
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in the neighborhood of /,, the same is true with 2; * for the operator H,* and 
in the neighborhood of A>. Hence we can take an interval («, 8) satisfying 
the hypotheses of Lemma 4 such that «< A>! < f. As the “trial function“ 
we take w= @p. Then the quantity 7 of Lemma 4 is equal to (3.7), and @ 
is not larger than (3.9) (see the remark after Lemma 4). It follows that 7— « 
and §—¥% have positive lower bounds when e++0 and that 6? = o(e). 
1 . 4 
= o(e?). Lemma 4 shows therefore that |/ = n| o(e) and lle. — | 
1 . ° . . 

o(e*) provided g, is normalized such that (@, , g») => 0 (note that the eigen- 

vector of H,* is the same as that of H,, i. e., p,). Thus we have A> * = 4>! 
way 1 “a ote . 

84-7 2'+ 0(€), Y= My + Ole?) and the first part of Theorem 8 follows 
immediately. 

Finally we prove the second part of the theorem. It is easily seen that the 
arguments leading to (3.1) are valid even if V, is replaced by V, and hence 

1 1 


1 1 — 1 -_ 
B i. oe Vi H, * (actually we have B, B, since Pa is a metric 
1 1 1 

extension®®) of V3), provided g,¢ D(V}). On setting h = H? g = H, f, the 
result becomes 

2 1 4 A Re. at P , 4 —, ,,} 
(h, (Aj 1 — H. ) Mp) € Ay'(H, * h, BE Vi G) = € AS *(h, H. * BE Vy qo). 
This is true for every h of H,D which is dense in § if H + €V is ess. s. a. 

i 1 
(Lemma 1). Hence A>! my = H, ' gy +¢4,1H, * BY V? gy. The right side 
1 


1 
belongs to D(H?) = D* so that the same is true with qy. 


§ 4. The Second Approximation. 
To proceed to the second approximation of the eigenvalue, we introduce 
some necessary quantities. Set S,=/{'(A—4A,)-1dH,(A), where {’ means 
to integrate except the point A = 2,. S, has the following properties: 


Ss B, So So; S, Ey Ey So 0, So Po 0, 


1 1 4 y , 
So H, So B. SH, Hy So B,(H, Ao) So I - Ey. 


0 


(4.1) 


These follow easily from the definition of S, and the fact that A, is an isolated 
eigenvalue of H, and E,= P;,,). Then our third main theorem reads 


Le) 


Theorem 9. In addition to the hypothesis of Theorem 8, assume that 
1 


V2 oy €D(B*). Then A, = Ag+ed'+ A+ ofc?) and y, = got+e y+ Ole), 
1 1 1 
where 7’ V5 q oll? as before and 4” (Hy Sy BOVE Yo, BEV G)- 
1 1 1 
gy’ = — H? 8, B* VV: g,. Thehypothesis V} go <D(B>) is fulfilled if p< D (Vo): 


in this case 4’, 4’’ and g’ are given more simply by A’ =(Voq@, Go), 4 
— (SoVo Go, Vo Po), Y SoVo Po- 1 
Proof. As before we apply Lemma 4 to the operator H, “. We first note 
that the substitution of (3.2) into (3.6) yields 
= 


(H ' Mo: Po) Ay’ = Ay ~ IV's Goll* r& Ae ?(Ve Po> oA. Br V, Po) - 
i 1 


1 
Since V? H, * = B,, the last inner product becomes || B* Vj qo||? and, since 


20) NEUMANN [9] and Friepricus [1]. 
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i 1 
B* V* o> BL Vi gle ++ 0) by hypothesis and theorem 5, we have 


(4.2) ((H, “—A-') @. Po) eA~-* 7’ + eh | B* Vv? Poll? + 0 (e*). 


i 


i 1 
Further it follows from B* V? y,> Bt V? q, and Theorem 4 that H, * BY V! , 


1 
-H-* B*V? op. 


Hence we have by (3.2) 


1 


1.3 (H A=") oo eAz1 Hz? BY V? gy, + o(e). 
1 1 
Next we calculate (H, ‘ — A>!) g’. Since — (H;!— A>!) H? 8,= 47! Hz} 
(H,—A,) Sp = A-' H-*#(1— E,) = A-'(1— E,) H-* by (4.1), we have (H-' 
A-') gp’ =A-'(1— E,) H : BY Vy? ~,- Noting that Z,= P,, we have 
1 1 i =. 1 
E,H > BV? Po = (H, ? BL V’ Go: Fo) Po= (Vi Yo, Bo H Po) Po = (Vi Po; 
V2 H-' Go) Po= 45 ' Vs Poll” Po = 4, ' 4’ Go- Since H, » H—' by Theorem 2, 
we thus obtain 
(H, * — A-}) p= (A=! — 4-1) ¢' + o(l) 
4.4 ’ ' . a : 
A-) H- = BY V* gy—A-?2 2 oy + O(1). 
On setting ¢ Po +e yp’ we have 
TZ * A-*) wo... @) = (0, do *) Por Po) 2¢ Re((H, ’ Fag Po. P’) 
+e ((H, * As") @, 9’). 
Substitution of (4.2), (4.3) and (4.4) yields 
((H, ° — A=") o, 9) eA-2Qh’ + ew” + o(e?), 
4.5 1 1 
ua” A-? | Bs V* Poll” 4-1(H-* B*V Yo» Y ) A =2'( Qo, Y’) 
1 1 
Since (Po, Y) (@, HH. 5,.. -) A? (So @o,---)= 90 by (4.1), the last 


expression becomes, after substitution of q’ 


1 1 
1-1 (B* V* gy, So BYV® q,)- 


i 
4.5)’ u’=A 2 |B* Vi, Pol" } Po: 
Also it follows from (4.3) and (4.4) that 
(a, *—A 


O\e). 


: (H, A~'+ eA? 2k’) ¢ ') (M+ € @’) 
(4.6) oe ia 
réEA, “A Yo t Ol€) 


In order to apply Lemma 4, we take w Pell * Pe. Since (Po, Y’) 


2 and it follows from (4.5) that 
+ (oH, *—A 


+ eo a” 


as shown above @. |\* ] + ¢* y’ 
(H-' w,w) = A>! 


2 3! 


7 1) w, w) 
4.7) ’ 


+ o(e). 


Also we have by (4.6) 


(4.8) 4 (H \(H, *—A-! + € A- 22’) wl = ofe) 


4}) w 
(see the remark after Lemma 4). In this way Lemma 4 gives 


+ (0%) = A-1— eA? 7’ o(e*), 





h y 


y, = w+O0(0) 


> ” 
e” i 


Yi + O(F) Pot é yp + O\€). 


0 
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Thus the formula of gm, has been proved. Also it follows that 
A, = Ag t € A’ + 82 (— AG w+ AZ? A?) + ofe?). 
That the coefficient of e? agrees with 4’’ given in the theorem is easily verified 


by direct calculation; we have only to note (4.5’) and the relations H, S, 


= A, 8o+ 1— EH, and E,= P;,,) (see (4.1)). Thus the first part of Theorem 
9 has been proved. 


1 1 1 
If yg€D(V_), then (V3 go, Byg) = (Vi v.Vi Hy * 9) = (He * Voge, 9) 
1 1 
for every g €D(B,). Hence V5 o,¢D(B%) and BS Vi m= A, ; Vo Go- The 
second part of the theorem then follows immediately by (4.1). 


§ 5. Higher Approximations. 
Higher approximations can be treated in the same way. But as the second 
approximation suffices for most applications, we shall not give them here, 
and refer the reader to the previous paper (Karo [7]). 


§ 6. Relaxation of Assumptions. 

Hitherto we have assumed (2.1). But these conditions can be much wea- 
kened without ‘affecting the results. The condition (H f, f) = (f,f) may be 
assumed if H is only bounded below, for otherwise we have only to add a 
suitable constant to H and this means only a change of the origin for all the 
spectra of H, by the same amount. Then the condition of V can be replaced by 


(6.1) (Vf, f)=>—a(f, f)—ob(A ft, f), a,b>0. 


If we set V’= V + a+ 0H, then (V’f, f) > O0and we have H + ¢ V= (1— €b) 
(H + e’ V’)—ea, where e’=e(1—eb)-}. But the factor 1—«eb and the 
additive number — «a are irrelevant, for they imply only the change of the 
origin and the unit for the spectra of H,. Thus the problem is reduced to that 
for the operator H + e’ V’ and, since (2.1) is satisfied by H and V’, our theorems 
are applicable to it. Also it is not difficult to express the formulae directly 
in terms of H, V and e«. It is seen that the results are formally in agreement 
with those given in our theorems. 


§ 7. Applications. 

As our theorems are given in rather abstract forms, we shall give some 
simple examples by way of illustration. 

Ex. 1. (Trrcumarsu [19].) Let © = L,(0< 4< ~),H d*/da* + q(x), 
V = o(x). As the common domain 9D of H and V, we take the set of all f (x) € © 
with continuous f’’(z) and which satisfy a given boundary condition at 
x = O(e.g.f{(0)=0) and vanish for x+co sufficiently rapidly such that 
Hf € §, Vf € 9. For simplicity we assume that q(x), ¢(x) are continuous and 
q(x) => 1, o(x) => 0, though these are not necessary (§ 6). Then Assumption | 
is satisfied. Moreover, H + eV and V are ess. s. a. so that H, and V, are the 
unique closed extensions of them. Also Assumption 2 is satisfied if g(x) has 


proper behavior (e. g. g(x) co (x co)). Hence Theorem 7 holds without any 
1 


further assumptions. Theorem 8 is true provided qo D(V>), which is equi 


valent to A’= { a(x) |\qo(x)\? dx < co and is much weaker than the condition 
0 : 


(2.7) of TrrcumarsH [19]. Theorem 9 holds provided g,¢D(V 4), which is 
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equivalent to { |o m)|*dzx © and coincides with (2.7) of Trrcumarsu for the 


particular n under consideration; no further conditions are necessary **). 

Ex.2. Let © L(0< xs 1), H @idz+1, V=d'/da2*. Let the 

common domain 2 be restricted by the boundary condition (*) f (0) = f’ (0) 

{(1) = f’(1) = 0. Then Assumption | is satisfied. Moreover, V and H + eV 
are ess. s.a. if ¢ > 0, but H is not ess. s.a. Ife >0, H 1 is the operator 
describing the vibration of a string with small rigidity ¢ and clamped at both 
ends®*). H,— 1 is the F-extension of H — | and is the operator — d*/d2* with 
the boundary condition (%)f (0) = /(1) = 0, describing the vibration of a string 
with no rigidity and fixed at both ends. H, has pure point spectrum and hence 
\ssumption 2 is fulfilled. Thus Theorem 7 is applicable and all the eigenvalues 
and eigenvectors are continuous at e = 0. It will be noted that (¥) is not the 
only boundary condition compatible with (*). But if we take other boundary 
conditions in defining H,, Theorem 7 does not hold. In this sense (=) is a 
distinguished boundary condition®’). The eigenfunctions of H, are given by 

1 

y2sinna2x, n=1,2,..., and since these do not belong toD (V5), Theorem 8 
is not applicable. In fact, the eigenvalues of H, are given by**) n? 27(1 4 4 2 

O (e)) and cannot be expressed in the form stated in Theorem 8. 

Ex.3. Let § = L,(—« x<o). Let H = 2—G where G is an integral 
operator with the kernel G(x, &) Po (x) Po(é) with my € , || Poll 1. Let 
V = x. Let D be the set ofall f(2)€ such that 2? f(~)¢ §. Then Assumption 1 
is fulfilled, and V and H + « V ares. a. fore > 0. H, has pure point spectrum 
consisting of two eigenvalues | and 2. The eigenvalue A,= 1 is non-degenerate 
so that Assumption 2 is fulfilled with N = 1. The corresponding eigenvector 
is the g, stated above. Theorem 7 is true and the eigenvalue , and the corre- 
sponding eigenvector pm, of H, are continuous at ¢ = 0. Further properties of 
them depend on the explicit form of g,. For instance if g(x) = 2 2 (1+a2)-? 

1 
Po does not belong toD (V5), and Theorem 8 is not applicable. In fact, the 
explicit solution shows that 2, = A, 4 e? + O(e) and the results of Theorem 8 


are not valid. If we set q(x) = (2 1): (1 + 2?)-!, then o¢€D( v?) and 
Theorem 8 is applicable. But as y? Yo does not belong to D (Bt), Theorem 9 
is not applicable. In fact, the explicit solution shows that A, = A,+ « 2 e 
+ O(e*) and the results of Theorem 9 are not valid. Also it can be shown that 
|Y.— Poll = &+ + O(e) and this verifies Theorem 8. If we set g,(x) = (8/3 mt)? 
(1 + a?)-2, then Yo&D(V_) and Theorem 9 is applicable. In this way we see 
that the hypotheses of our theorems are not superflous and are almost necessary 
from the practical point of view. 


*t) If we assume the additional condition (11.3) of TrrcHmMarsn [19], we can actually 
obtain the expansion of the eigenvalue up to the order e* instead of e?. To show this we 
note that his (11.3) implies 2 2," |(V,_ wn, yr)! |Vo yell < 

2 
vectors of Hy: Hy yy=A,y pr 1, 2,...) (it will be noted that yr is our g, and Ap is 
our A). But as the definition of S, shows that S,V,qg >= ZX (A, —An)-! (Vo wn, Yr) Yrs 


©, where y, are the eigen- 


TS rn 
, 1. e., VoSyoVo qo < . Thus the assertion follows from 
§ 9 of Kato [7] (although the complete proof was not given there, it was proved at least 
that A, can be developed up to the order e*® with a residue 0 (e*)) 
2) RAYLEIGH [10], p. 300. 
* Cf. Frrepricns [2], Retiic# [16]. 


it follows that ||V Sp Vo qol|<« 
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Uber Differentialsysteme, welche aus multiplikativen 
Klassen mit exponentiellen Singularitaten entspringen. III. 


Von 


Hetmut Rowe in Wiirzburg. 


Einleitung. 


In den beiden vorhergehenden Teilen dieser Arbeit wurde eine Anzahl von 

Satzen der klassischen Theorie der algebraischen Funktionen auf Funktionen 
n 
der Art JJ (z—a,)* exp r(z) mit komplexen a,, «, und rationalem r(z) iiber- 
’ 0 

tragen. Die Integralperioden dieser Funktionen lassen sich durch spezielle Perio- 
den, die man zu einer quadratischen Periodenmatrix zusammenfassen kann, 
vollstandig beschreiben ; fiirsie gelten die W e1ERSTRAssschen Periodenrelationen. 

In diesem letzten Teil hingen die a, und die Koeffizienten von r(z) ana- 
lytisch von einem Parameter u ab. Entsprechend sind die im I. Teil auf- 
tretenden Reduktionskoeffizienten Funktionen von u, deren Singularititen 
leicht angegeben werden kénnen. Die Integralperioden der betrachteten 
Funktionen haingen ebenfalls von u ab und geniigen einem System gewohn- 
licher, linearer, homogener Differentialgleichungen 1. Ordnung, das sich stets 
als evident reduzibel erweist, wenn die Funktionen schlichtblatterige Pole 
besitzen. Die erwihnte Periodenmatrix bildet eine Integralmatrix des Systems 
von Differentialgleichungen. Die Elemente der Integralmatrix stellen eine 
Verallgemeinerung der Laplace-Transformation dar; allerdings geht diese Ver- 
allgemeinerung in eine andere Richtung als z. B. eine von Horn angegebene. 
Die Spalten der Integralmatrix bestimmen eine lineare Mannigfaltigkeit von 
Funktionssystemen, die gegen Differentiation abgeschlossen ist. Macht man 
weiter noch gewisse Einschrankungen iiber die Basisfunktion und den zum 
Aufbau der Klasse benétigten Funktionenbereich §, so ist dieser Mannig- 
faltigkeit eine Monodromiegruppe zugeordnet, so daB wir es wieder mit einer 
Klasse zu tun haben. Diese Klassen sind aber i.a. keine Rremannschen 
Klassen, selbst nicht in dem von H. Scumiprt diskutierten Fall der rationalen 
Funktionen als §, der dort zu Rremannschen Funktionensystemen fiihrt. 
Aus der von NEKRASSOFF angegebénen Methode der deformierbaren Inte- 
grationswege lassen sich weitgehende Aussagen iiber die Matrizen der Mono- 
dromiegruppe herleiten. Wenn die Integranden keine schlichtblatterigen Pole 
aufweisen, fiihren die Periodenrelationen zu dem Ergebnis, daB die komple- 
mentare Klasse bei geeigneter Wahl der Periodenwege die komplementire 
Periodenmatrix liefert: die zugehérigen Systeme von Differentialgleichungen 
sind zueinander adjungiert. 

Zum AbschluB werden noch drei Beispiele behandelt : eine Verallgemeinerung 
der Hermireschen, Bessetschen und Kummerschen Funktionensysteme in 
dem Sinn, in welchem ScuiestncerR das hypergeometrische Funktionen- 
system verallgemeinerte. In allen drei Fallen wird der Zusammenhang zwi- 
schen einer Integralmatrix der Differentialsysteme und einer des adjungierten 
Systems naher untersucht. 
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§ 1. Herleitung des Differentialsystems. 

Unter einem Bereiche &g von analytischen Funktionen verstehen wir im 
folgenden eine Menge, deren Elemente in einem Gebiet & der Ebene nur iso- 
lierte Singularitaiten aufweisen, welche die Gesamtheit der komplexen Zahlen 
enthalt und gegeniiber Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division und 
Differentiation abgeschlossen ist. 

Die r Polynome f,(z, u) von z seien in z bzw. vom Grad n, und die Koeffi- 
zienten seien aus einem noch naher zu umreiBenden Bereich Rg entnommen, 
speziell sei der héchste Koeffizient gleich 1; ferner sei jedes der Polynome in && 
irreduzibel und je zwei beliebige von ihnen teilerfremd. Diese beiden letzten 
Forderungen bedeuten keine Einschrankung, wie man aus dem folgenden 
leicht erkennt. 

Seien jetzt z,(u),..., Zn,(U), 2n,41(U),---,5 Zn4,(u) die Nullstellen der Po- 
lynome f,(z,u),...,f,(z,u) der Reihe nach angeordnet; jeder dieser Null- 
stellen z,(u) weisen wir y, — 1 Funktionen c,,(u) € Rg, A=0,..., Vy —2 zu. 
Dem Punkt z © ordnen wir y,.+ 1 Elemente c,..(u) aus Rg zu. Neben der 
z-Ebene betrachten wir noch die u-Ebene. e},..., e, seien die Singularitaten 
der Koeffizienten der f,(z,u), der c,,(u), die Nullstellen der cy,(u) und 
ferner diejenigen u-Werte, fiir welche zwei oder mehrere der z,(u) zusammen- 
fallen. Von diesen Punkten aus schneiden wir die u-Ebene durch einander 
nicht iiberkreuzende Schnitte nach u = oo auf und bezeichnen, wenn nicht aus- 
driicklich anders vermerkt, mit u in Zukunft einen Punkt dieses Restgebietes 
Ki, . Wahlen wir fiir wu einen entsprechenden Wert, dann sind also die z, (u) 
paarweise voneinander verschieden und es existieren die c,,(u) mit co, (u) +0; 
weiter sind die z,(u) alle im Endlichen gelegen. Damit kénnen wir im Sinne 
von I.") § 1 die Basisfunktion 


n+1 fo 2 . 
W(z,u) = IT (z—2z,(u))* exp| > are z,(u))~"»* “ . > 
(1) v=] a=0 Ye—4— 
. exp bi tS). g¥eo +1 - il 
A 0 Y © 1—A } 
aufstellen, wobei a», +... + n pa=ap; A=—l1,..., me; m=O; und (z z,(u))*” 
e 


=s 
derjenige Zweig von exp {a, lg (z — z,(u))} sein soll, der fiir z—z,(w) = 1 den 
Wert 1 annimmt. Wie man unmittelbar einsieht, ist W(z, uw) fiir die u-Werte 
des obigen Restgebietes sinnvoll definiert. 

W (z, u) liefert uns als Basisfunktion eine multiplikative Klasse k(u), die 
zusammenfallt mit der Menge der Funktionen R (z, u) W (z, uw), wenn R (z, uv) 
in z rational ist und die Koeffizienten von R(z, u) von u beliebig abhangen. 
Die so definierte Klasse ist jedoch fiir unsere Zwecke zu umfangreich, so daB 
wir aus k(u) geeignete Untermengen herausziehen. Dabei legen wir wie schon 
in I. nicht die ganze Klasse zugrunde, sondern die Teilklassen k,(u) bzw. 
ky(u), ist dabei f,(z, w) ein Polynom in z von der Art der fe(z,u),a=1,..., ,, 
und sind weiter ¢,(u),..., E(u) die Nullstellen von f,(z, u), so verstehen wir 
unter ky(u) diejenige Teilmenge von k(u), deren Elemente auBer in den 
Punkten z,(u) héchstens noch in den Punkten ¢,,(u) singulir werden. Um 
allerdings auf den in I. diskutierten Fall zu kommen, miissen wir die u-Werte 


auf die folgende Weise in der u-Ebene beschriinken: seien ¢,,.... e, die Sin- 
gularitaten der Koeffizienten der f,(z, u),.... f(z, u), der ¢,,(u), die Null- 


1) Unter I. soll immer der I. Teil der Arbeit gemeint sein: analog II. 
Matematische Annalen. 1°" 31 
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stellen der cy,(u) und ferner diejenigen u-Werte, fiir welche zwei oder mehrere 
der z,(u), ¢,,(u) zusammenfallen ; dann ist w auf den Schlitzbereich der u-Ebene 
einzuschranken, der aus der schlichten Ebene durch Aufschlitzen von den e, 
nach u=oco durch einander nicht iiberkreuzende Schnitte entsteht. 

Von diesen Teilmengen ausgehend gelangen wir zu den Untermengen 
%(u; &), xg(u; KR). Sie seien dadurch definiert, daB die Koeffizienten der 
(in z) rationalen Funktion R (z, uw), mit welchen die Elemente von ky(u), kg (u) 
aufgebaut sind, dem Bereich & entnommen sind, wo & ein Bereich desselben 
Typs wie Rist, der die z,(u), ¢,,(u) und die Elemente von &@ enthalt. Die so 
definierten Mengen x,(%; &), xg3(u; ®) bilden sicher einen Modul tiber &; 
wenn wir noch zeigen kénnen,daB die Differentiation nicht aus diesen Bereichen 
hinausfiihrt, ist nachgewiesen, daB es sich sogar um Klassen handelt. Es gilt 
nun der 

Satz 1: xy(u; ®) bildet eine Klasse, d.h. mit jedem Element ist auch 
dessen Ableitung in xy(u; ®) enthalten; ebenso ist mit jedem Element auch 
dessen Ableitung nach dem Parameter u in xg(u; &) enthalten. Sind ferner 
die Elemente der Basis y,,..., yy, von xy(u; &) dieser Klasse entnommen, 
so gehéren die auftretenden Reduktionskoeffizienten (Reduktion der Ele- 
mente von xy(u; R)) dem Bereich R an. Die Reduktionskoeffizienten werden 
in & héchstens in den Punkten e,,..., e, und in den Punkten der u-Ebene, 
in welchen die Basisfunktionen und die zu reduzierende Funktion Singulari- 
titen aufweisen, singulir. Entsprechend treten fiir x,(u; ®) anstelle der e 
die e',. 


‘ » . . , cy cy P ‘ 
Beweis: Um zu zeigen, daB mit y auch - 5 =f in x3(u; KR) enthalten ist, 
Cz o 


hat man wegen der Eigenschaften von & nur fiir W(z, u) diesen Nachweis 
zu fiihren. Hierfiir wird aber die Behauptung durch Anschreiben der Diffe- 
rentiation verifiziert. DaB weiter die Reduktionskoeffizienten in R enthalten 
sind, ist nichts anderes als Satz 6 in I. fiir variables u. Somit bleibt nur noch 
die Behauptung hinsichtlich der Singularitéten. Sei u = u, von den Singu- 
laritaten der Basisfunktionen, der zu reduzierenden Funktion und den e, = 3 
verschieden. Dann beschrinken wir u auf eine hinreichend kleine U mae zebung 
von ug. Nach den eben durchgefiihrten Uberlegungen sind die Reduktions- 
koeffizienten Elemente des Bereiches 8, der die variablen GréBen c,,,(w). 
z,(u), ¢,(u) enthalt. Diese GréBen reduzieren sich fiir wu = uy, auf bestimmte 
Konstante c,,, a,, 6,. Des weiteren reduzieren sich die Basisfunktionen und 
die zu reduzierende Funktion auf bestimmte Klassenfunktionen im Sinne des 
ersten Teils. Damit folgt aus den dortigen Uberlegungen, daB sich auch die 
Reduktionskoeffizienten zu bestimmten GréBen spezialisieren. Greifen wir 
jetzt auf den Gedankengang zuriick, der zu Satz 6 in I. gefiihrt hat, so sehen 
wir: in einer hinreichend kleinen Umgebung von u, gehéren die Reduktions- 
koeffizienten dem Korper an, der aus c,,,(u), z,(u), ¢,,(u) und den Koeffizienten- 
funktionen r,(u) der betrachteten Funktionen aufgebaut ist. Sie sind also 
rationale Funktionen der c,,,(u), z,(u), ¢,.(u), ra(u), die sich fiir u = u, auf feste 
GréBen spezialisieren ; weil gleichzeitig in einer hinreichend kleinen Umgebung 
von u = u, sich diese Funktionen regular verhalten, gilt dasselbe auch fiir die 
Reduktionskoeffizienten ; somit ist unser Satz in allen Teilen bewiesen. 
Zu Satz 1 haben wir noch eine Bemerkung zu machen 


: fiir x,(u; &) ist 
es trivial, daB eine Basis existiert, die x,(u; 


R) selbst angehért; eine solche 
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wire nach dem Beweis von Satz 4 in I. das System 


(2) Y, = (z—c) IT f, (z, ujle W(z,u); w=0,..., N,—1 
e=1 


mit geeigneten /,. Da wir den vollkommen gleichlautenden Beweis auch fir 
ky fiihren kénnen, wenn nur /, < 0, hat man in 


(3) Y, = (z—cy IT f, (z, u)ie W(z,u); w=0,...,Ng—1 
e=0 


bei geeigneten /, eine Basis fiir xy(u; &), deren Elemente in xg(u; &) liegen. 
Die Basissysteme (2), (3) haben weiter noch den Vorteil, daB ihre Elemente 
héchstens in den Punkten e; bzw. e, singulair werden, was fiir die Reduktions- 


koeffizienten im allgemeinen die einfachsten Verhialtnisse — mdglichst wenig 
Singularitaten — im Gefolge hat. 
Sei nun y,..., Yvy eine Basis fiir xy(u; &), deren Elemente xy(w; &) 
entnommen sind. Nach Satz 12 gilt dann: 
Ny 
(4) —¥ = ¥'d,, Y,; p=l,...,Ne 


cu Jat 

mit d,,(u)€ 8. Die d,,(u) weisen als Singularitéten héchstens die e, und die 
Singularitaéten der Basisfunktionen auf. Halten wir fiir einen Augenblick 
u = U,, von den Singularitéten der Basisfunktionen und den e, verschieden, 
fest, so kénnen wir zu dieser Konfiguration der z,(u), ¢,(u) und den Werten 
der y, ein Basissystem fiir die beziiglich ky(u,) geschlossenen Wege aufstellen. 
Denkt man sich mit NEKRassorF [2] die eventuell durch eines oder mehrere 
der z,(u,) gehenden Wege in diesen mit den Sektoren starr befestigt, so stellt 
unsere Wegbasis auch noch fiir ky(u) eine solche dar, wenn man nur u auf eine 
hinreichend kleine Umgebung von u, beschrankt. 

Weil in einer gewissen Umgebung von u = u, die partielle Ableitung 5 
in z und uw analytisch ist, falls man die z-Werte entsprechend einschrankt, 
z. B. auf die Fundamentalwege, kann man die Differentiation nach u mit der 
Integration nach z tiber die ganz im Endlichen gelegenen Fundamentalwege 
vertauschen. Diese Vertauschbarkeit wollen wir auch fiir geschlossene Wege, 
welche den Punkt a. enthalten, nachweisen. Sei u = u,, dann gilt in einer 
gewissen Umgebung von u,: 








| f day| " l P of F . .}| 

| Galen @-arm | J ve mae—J ve ue) del) 

| € (Uy) : €(u) € (ty) | 

cuba f {29 so Het VG) | ide} + ¥ | {Idol 
J |LOuU ju=u, u— Ug | . ae — 
€ ¥ 


wobei ©, Anfangs- und Endpunkt von €(u,) — falls diese singular sind -- und 
den Punkt a, nicht mehr enthalt und eine endliche Lange besitzt, waihrend 
die i, diejenigen Teilstiicke von €(u,) sind, welche a,, enthalten und aus €(u,) 
durch im Endlichen gelegene Punkte ausgeschnitten werden. Es ist 

f\---Idedls f|52 del 4 [| Zee ven | dal. 

° » Uj\u=u,} F u— Ug 

i, i i 


¥ ¥ 














Man kann den ersten Term nach einem bereits éfters gebrauchten Schlu8 

durch entsprechende Wahl der Randpunkte beliebig klein machen. Ist weiter 

fiir z¢%,: lim arg z= py, dann existiert fiir jeden abgeschlossenen Bereich 
z—> oo 


31* 
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in R, der Ausdruck 
Min & (c, .. (u) e'’~* ") =e. 

Da Ricy~ (uy) e”*” ”)~ 0. ist fiir eine hinreichend kleine, abgeschlossene 
Umgebung von u= u, der Wert vone >0. Auf diese Umgebung U beschrinken 
wir die Variable u und betrachten die Funktion 
4 1} 

Zz 
Sie ist in der Umgebung U regular und fiir alle diese u-Werte bei beliebigem 
i, dem Betrage nach beschriankt, so daB kommt: 


Y(z, u) = y(z, u) exp | 5 le|’ x 


lies . } © i i%0 +11 1 
y(2 u)eXP \5 a IlueU M 


und wegen der Regularitat ferner: 


Y (z,u) Y (z, tig) | , 
Soe M’. 


Weil aber 


y(z,u) — y(z, Ue) | "| ¥Y(z,u) — Y(z, uy) 
fee ne sia — f [eaten 
u Uo 


oi Cc ~ +1) 
x -|2 Iz\, 
u— Uy i 2 i 


t 
¥ 


sieht man, daB die Summe der endlich vielen Integrale iiber die i, beliebig klein 
gemacht werden kann bei entsprechender Wahl der Begrenzungspunkte der 3,. 
Nach deren Festlegung besitzt €, eine bestimmte Linge. Weil y(z, u) in U 
regular ist, kann der Ausdruck 

o4 y(z, u) Y¥ (Z, Ug) 


CU |\u = uy u Uy 


fiir z ¢ ©, beliebig klein gemacht werden durch entsprechende Beschrinkung 
von u innerhalb U. Damit wird aber die rechte Seite der Ausgangsungleichung 
beliebig klein, weil noch e(u) +0 mit u— u, gilt; d. h. die Differentiation nach u 
und die Integration nach z sind vertauschbar. Wir kénnen also schreiben, 
nachdem wir iiber die Fundamentalwege integriert haben: 

Ny 


(5) i | yale, u)dz= JS'd,,(u) [ y,(z,u)dz; w=1,..., Nx. 
au 1 ¢€ 


Als Wegbasis wihlen wir in jedem unserer drei Fille die friiher konstruierten 
Wege mit der in IT. § 1 eingefiihrten Numerierung; ferner setzen wir fiir die 
Funktionen y; voraus, daB y,, ..., Ym im xy(u; KR) enthalten sind, wihrend die 
iibrigen Funktionen y,,,,,-.-, Y¥y - der Klasse x,(u; 8) entstammen und fiir 
diese Klasse eine Basis bilden. Dann bezeichnen wir: 

(6) Ws f y,(z, u) dz, 


a 


womit wir (5) schreiben kénnen: 


oe dW, 3 
) — mua dis (x) 
oder in Matrizenschreibweise 
(5’’) 4B WD(u); BW = (w,,(u)), D(u) = (d,,(u)). 
du ee nek 


Wir behaupten: % ist Integralmatrix von (5’’), d.h. |¥&! verschwindet nicht 
identisch., 
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Wiirde namlich |%8| identisch verschwinden, dann giibe es ein System von 
nicht identisch verschwindenden und in einer gewissen Umgebung von u = uy 
reguliren Funktionen g,(u), ~=1,..., Nz, 
so daB 


Py Pu(u) Wy y (U) Q, vy Re Oe N ly 
“ 
oder 
> Pul%) Yulz, ujdz Uv, v err 
Cc. «# 


’ 


Das wiirde nach Satz 4 in II. ergeben: 


SE o,(u) yplz, u) = 0 


be 


im Widerspruch damit, daB die y,(z, u) eine Basis darstellen. Somit folgt: 


Satz 2: Die Matrix BW = (w,,(u)) = (/ y,(z, u) dz) ist Integralmatrix des 
€ 
“ 
Differentialsystems 
dw 
= 1D D (u) 
mit = (w,,..., Wyy), D(u) = (d,,(u)), dessen Koeffizientenfunktionen dem 


Bereich § entnommen sind und im allgemeinen auch wesentliche Singulari- 
titen aufweisen. Als singulire Stellen des Differentialsystems kommen 
héchstens in Frage: die singuliren Stellen der y; als Funktionen von uw und 
ferner die e, 


Da Ymsi,+++> Yn» der Klasse x,(u; R) angehdren, wird 
0 pmi,.. ym 
Wy, = , 
- v m+), 2.6; N B- 
AuBerdem: 
Wy, = VO BEY; p,¥=1,...,M. 


Damit hat die Matrix ¥% die Form: 








Wi) 
0 
0 0 
(7) B mn 
Wm+i.i+++ -++Wm+i, NB 
WNy, gcccce -+-WN5,NR 


Hieraus folgt sofort, daB D(u) selbst reduzibel ist. 

Zusatz: Treten in den Integranden y,(z, u) schlichtblatterige Pole — sie 
wurden in diesem Abschnitt als [,(u) bezeichnet — auf, dann ist die Integral- 
matrix % reduzibel, also das Differentialsystem evident reduzibel. 

Betrachten wir nun fiir einen Augenblick die Gl. (5’) vom Standpunkt 
der Funktionen y,(z, u) aus, dann liegt eine Integraltransformation vor. Sie 
umfaBt — wie man unschwer erkennt — sowohl die Evtersche wie die La- 
pLaceEsche Transformation. Diese Verallgemeinerung der LapLaceschen 
Transformation unterscheidet sich wesentlich von einer u. a. von Horn [1] 
diskutierten Verallgemeinerung, bei der fiir alle Integrale, die den w,, ent- 
sprechen, ein und derselbe Integrationsweg zugrunde gelegt wird. Ferner 
wird von Horn nur eine sehr spezielle Form des Exponentialfaktors betrachtet. 








454 Hetmvut ROuRL: 


Die Spalten der Matrix % bilden die Basis einer linearen Mannigfaltigkeit 
ky(&) von Funktionssystemen, deren Koeffizienten dem Bereich § ent- 
nommen sind. Die Elemente von kg(&) haben die Gestalt: 


(8) f(u) = BW d(u) 
d,(u) 

mit bd (x) ; , d,(u)- ER. 
dyx(u), 


dt(u) 


Wegen (5’’) ist mit £(u) auch tlement von ky(). Trotzdem liegt 


noch keine Klasse vor, da wir unter diesen allgemeinen Verhaltnissen nicht auf 
das Vorhandensein von Umlaufsmatrizen (Monodromiegruppe) schlieBen 
kénnen. 

Nach Satz 2 ist es belanglos, welche Basis von xy(u; &) man fiir die Ge- 
winnung von ky() zugrunde legt; oder im Hinblick auf das entstehende 
Differentialsystem : verschiedene Basen von xy(u; &) liefern stets nur Differen- 
tialsysteme derselben Art. Damit ist der Klasse xy(u; §) die lineare Mannig- 
faltigkeit ky(R) eindeutig zugeordnet. Scumipt [5] konnte fiir seinen Fall 
Ye= °° Ya= 1, 1, zeigen, daB es sich hier um Klassen von RIE- 
MANNs*hen Funktionssystemen handelt, wenn man § als Gesamtheit der 
rationalen Funktionen wahlt; in unserem allgemeinen Fall dagegen erkennt 
man leicht, daB es sich nicht um Funktionssysteme handeln kann, die nur 
Stellen der Bestimmtheit aufweisen: es miissen ja nicht einmal die Elemente 
von & nur Stellen der Bestimmtheit aufweisen. Aber selbst, wenn man bei 
Vorhandensein von Exponentialfaktoren den zu Scumipt analogen Fall unter- 
sucht, erhalt man noch Stellen der Unbestimmtheit, wie sich noch beim Be- 
weis von Satz 4 ergeben wird. 

Satz 3: Die lineare Mannigfaltigkeit ky(R) ist der Klasse xy(u; ®) ein- 
deutig zugeordnet; sie enthalt mit jedem Element auch dessen Ableitung. 
Im allgemeinen weisen die Funktionssysteme von kg() auch Stellen der Un- 
bestimmtheit auf. 

Nunmehr wollen wir uns bei der Wahl von W (z, u) auf bestimmte Spezial- 
fille beschrinken, die uns garantieren, daB jedes Differentialsystem der Art 
eindeutige Koeffizientenfunktionen besitzt. Das hat auch eine gewisse Ein- 
schrinkung des Bereiches R zur Folge. Es mége gelten: 


yy 
7% 


1. die Elemente von & sind in dem zusammenhingenden Bereich & ein- 
deutig und regular bis auf isolierte Singularitaten, 

2. die Koeffizienten der Polynome /,(z,u), 9 = 0,...,7, sind in & ent- 
halten, ebenso die Funktionen c,, (), 

3. wir wahlen als Basisfunktion: 


r «* ’ y* 4 
(9) W(z, u) = IT f,(z, u) * exp Sg, (z, u) - f, (z, u) 
e=1 1 


e 


wobei g,(z,u) Polynom in z mit Koeffizienten aus § ist. Bilden wir mit 
dieser Basisfunktion unter Zugrundelegen von & die Moduln x,(u; 8) bzw. 
xe(u; &), so gilt wieder Satz 1, wie man ohne weiteres einsieht. Doch ge- 
lingt es, iiber Satz 1 hinaus zu zeigen, daB die Reduktionskoeffizienten sogar 
eindeutige Funktionen sind. 
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Sei %,---, ¥yy eine Basis von xg(w; §), deren Elemente dieser Klasse 
entnommen sind. Dann ist fiir eine beliebige Klassenfunktion 
Ny d 
y= J d,(u) y,(z, u) 4 az Ft, u). 
, z 


y 


Die Reduktionskoeffizienten gehéren dabei dem Bereich 
KR, = KR, (K, z,(u), F,.(u)) 


an; §, soll die in § 1 festgelegten Eigenschaften besitzen. Um nachzuweisen, 
daB die d,(u) eindeutige Funktionen sind, haben wir zu zeigen, daB sie bei 
Umlaufen jedes beliebigen, ganz in & gelegenen und geschlossenen (hier: 
Anfangs- und Endpunkt fallen zusammen) Weges 1 in sich iibergehen. Sei 
also Ul ein Weg der angegebenen Art. WU soll weiter so beschaffen sein, daB die 
z,(u), C,,(u), ¢y,(u) langs Ul endlich bleiben. Dann beschrinken wir z auf das 
AuBere eines Kreises der z-Ebene, der die durch z,(u) bestimmten Bilder von U1 
ganz in seinem Innern enthalt. Beim Umlaufen von ll geht W(z, u) in sich 
iiber: die Summanden im Exponenten sind ohnedies eindeutige Funktionen 
in u, die (z— z,(u))** nehmen wegen der Beschrinkung von z keine multi- 
plikativen Faktoren auf, und es permutieren sich beim Umlauf lings U1 héch- 
stens diejenigen z,(u), die zum selben Polynom /,(z, u) gehéren; damit werden 
aber die Funktionen y, y,,..., ¥yy in sich tibergefiihrt. Gehen gleichzeitig 
die d, in die d? iiber, so folgt: 

Ny 

» {d,(u) — d}(u)} y, (z, u) = 0, 

’ 1 
woraus sich wegen der Kongruenzunabhingigkeit der y 
der d,(u) ergibt. 

Legt man fiir & speziell den Bereich der rationalen Funktionen zugrunde, 
dann folgt, daB die Reduktionskoeffizienten eindeutige Funktionen sind, die 
sich aus gewissen algebraischen Funktionen rational zusammensetzen; da 
aber eine eindeutige algebraische Funktion sogar rational ist, werden in diesem 
Fall die Reduktionskoeffizienten rationale Funktionen in wu. 

Bekanntlich liegen, wenn wie hier die Koeffizientenmatrix D(u) des Diffe- 
rentialsystems eindeutig ist im Gebiet ©, Umlaufsmatrizen vor. AuBerdem 
sind alle Funktionssysteme von ky(S) kogredient, d. h. ein Umlauf lings eines 
bestimmten geschlossenen Weges ll bewirkt fiir jedes Funktionssystem von 
ky(R) dieselbe Substitution. In diesem Fall hei®t aber die lineare Mannig- 
faltigkeit des obigen Typs eine Klasse. 

Satz 4: Wahlt man (9) als Basisfunktion, dann besitzen die aus xy(u; &) 
entspringenden Differentialsysteme der Art in ( eindeutige Koeffizienten 
funktionen, die dem Bereiche &,= &,(8, z,(u), 5, (u)) entnommen sind; ist 
R speziell identisch mit der Gesamtheit der rationalen Funktionen, so sind die 
Koeffizientenfunktionen der Differentialsysteme rational in u. Der Modul 
ky(R) bildet eine Klasse, deren Elemente im allgemeinen Stellen der Un 
bestimmtheit aufweisen. 

Wir haben zu Satz 4 nur noch zu zeigen, das die Funktionssysteme im all 
yemeinen Stellen der Unbestimmtheit besitzen. Dazu geniigt es, nachzuweisen 
daB im einfachsten Fall, der durch die Menge der rationalen Funktionen als & 
yegeben ist. die Funktionssysteme Stellen der Unbestimmtheit aufweisen. 


die Eindeutigkeit 


t 
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Zu diesem Zweck betrachten wir die Klassenfunktion 


1 
w(t _ —| 
; Z I 
Durch die Transformation £ —— geht 
» 1 1 
l u - a i 
——— ¢ dz 
J (z+1) 
« 
iiber in 
° ! 1 1 
u/- 
_ = u P ‘ -_ . } 
‘ = é - d - 
€ 
Bi ote 1 i 
‘ : 
it Seukl 
Verhalt sich also . ¢ ~“dtinmu © bestimmt, so gilt dies sicher 


€ 

nicht mehr fiir das andere Integral. Damit ist bewiesen, daB wir es beim 
Auftreten exponentieller Singularitaten im allgemeinen mit ,,Nicht-RreMANn- 
schen‘‘ Systemen zu tun haben, d. h. mit Systemen, welche auch Stellen det 
Unbestimmtheit enthalten. 

Zum AbschluB dieses Paragraphen leiten wir die allgemeine Form der 
Matrizen der Monodromiegruppe von ky(&) her. Sei also 06 der Operator 
der analytischen Fortsetzung. Dann gilt 


(10) AB=HB. 


Nach der von NekrassorrF [2] angegebenen Methode erhalt man: durchlauft « 
einen geschlossenen Weg, der ganz im Innern von & liegt, so erfahren die 
Fundamentalwege gewisse Deformationen. Zur Reduktion der deformierten 
Wege bendétigt man: fiir 

B. 1. O(z,, C..(e), Ze) nur den Weg ( 


7h 


Zo, Cu,(%), Zp), wenn Cy, (w) 
(ux) iibergeht, 


2. O(z, (u), z; (u), z, (u), z; (u)) im allgemeinen die Wege (z, (uw), z; (u), 


zy (u), z; (%)), (2, C, (2), 2) 


3.06, , l,.»=0,...,n . die Wege c,.. u>1, wenn 2, (uw) in z,,(u) 
iibergeht, 
4.6 C6’, u l die Wege €“’, u > 1. 


Dazu kommen noch 


I. 1. O(z,(u), z, (u), z,(u)) im adlgemeinen alle im Endlichen ge- 
legenen Wege 
2. O(z,(u), za(u)) im aflgemeinen alle im Endlichen ge- 
legenen Wege 
Hil. 1. O(co, zj (u), co) im allgemeinen alle Wege 
2. O(co, z,(u)) im allgemeinen alle Wege 


I. 1. ist trivial, weil man den ganzen Weg ersetzen kann durch einen hin- 
. - . —_ . . ~{ sa) . . 
reichend kleinen Kreis; fiir I. 2. benétigt man die Cy", «> 1, nicht, weil 
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©" keinen singularen Punkt enthilt; desgleichen ist I. 3., I. 4. selbstverstand- 
lich. Zu den tibrigen Reduktionen ist nichts zu sagen. 
Damit erhalten wir die Gestalt der Umlaufsmatrizen: 





I. of 0 0 0 
*:¢;:6:¢8 
(11) $1 = 
0 0 gi? 0 
0 0 0 9 





e a(t) - . P ° . . . - 
wobei $3 in jeder Zeile und jeder Spalte genau ein von 0 verschiedenes Ele- 


. . ° a > P 
ment aufweist, desgleichen §. , und weiter gilt: 
x £ 


(lla) 


e (1) 
Dv. 








Jeder Kasten der Hauptdiagonale besitzt dieselbe 


II. Hier erhalten wir wieder: 





Ayu 


o*)*u (1 


uapleZ (1 


) 


. I 
Struktur wie Hy’. 





gf”: 0 0 oO 
* * * 0 
(12) Du 
0 0 ga 0 
(11) 
0 0 0 of 
~(II) «(il . . . ail) « . . . - 
Hs , HX haben dieselbe Form wie Hx, HYP die gleiche wie 9. 
HI. ogi) o 0 0 
* * * * 
(13) Din - 
0 0 9 , 0 
0 0 0 gf 
. . . w(ilI) « ~ (II) .« . ‘ 
Dabei entsprechen wieder die Matrizen Hy ’, HY", H. "in ihrer Struktur den 


~ (1) 


Matrizen 99, 9, a 

Satz 5: Im Fall I. sind die Elemente der ky (St) zugeordneten Monodromie- 
gruppe zerfallende Matrizen: die erste Teilmatrix umfaBt die Wege (2 , 
=" (u), %), (z- (uw), 21 (u), zy (u), 21 (u)), waihrend die zweite die Substitution 
der 6” «> 1, bewirkt und die letzte den Wegen Gg 


entspricht; die erste 
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Teilmatrix ist selbst wieder reduzibel, da sich die Wege (z,, ¢, (u), z,) unter- 
einander transformieren, die zweite zerfallt in so viele Bestandteile als » mit 
y* > ] 


vorhanden sind; diese wieder und die Transformationsmatrix der 
(29, €, (u), Z) und die der © ~’ weisen in jeder Zeile und Spalte genau ein von 0 
verschiedenes Element auf. Im Fall IT. haben wir es gleichfalls mit zerfallenden 
Matrizen zu tun: sie zerfallen in den von den €<’ herriihrenden Teil und eine 
reduzible Restmatrix. III. dagegen liefert nur noch reduzible Matrizen. 


§ 2. Die zu &,(8) komplementire Klasse &,(S). 
Wenn wir im folgenden jeweils u auf eine hinreichend kleine Umgebung 
on u, beschranken, werden die in Satz 2;— 2;;, in I. aufgestellten Weg 
systeme noch Basen fiir die geschlossenen Wege bilden und die in diesen 
Sitzen angegebenen Uberkreuzungseigenschaften aufweisen. Dann werden 
uber auch noch die Periodenrelationen der Satze 3 gelten mit den entspre 
henden Bemerkungen von II. §4 iiber den Fall «, 0. Wegen des Be 
stehens der Periodenrelationen im Kleinen kénnen wir diese Relationen auch 
bei unseren Umlaufen in der u-Ebene analytisch fortsetzen, wobei sie erhalten 
bleiben 
Als Basis fiir die Funktionen der Klasse x 


(uw: R) wahlen wir 


Co (u) Ez, z, (u)) Co" (u) EM(z, Zy,(u)) 
<1 ~ . at - . 
14 Cy (a) & (z, z, (%)) Co (uw) & (Z, Z»,(u)) 
CG i ee Ul ee | 
i 
n . 7 . <(p of x ~ ( . Pp 
Us (wu) & (2, Zn44(%)) Cp (un) (z,a.,.),...,0q (#)@ (Z, Ax). 


Die Funktionen des Systems (14) gehéren im allgemeinen nicht der Klasse 
~o , ss 
man jedoch auf die Definition der Elementarfunktionen zuriickgreift, erkennt 


man, daB z. B. in 


(u: R) an, weil die z,(u) im allgemeinen nicht in & enthalten sind. Wenn 


To (u) EO"(z, z, (u)) + ++ - + Co (u) EM (z, zy,(u))} 


der Faktor von W(z, u) in den z,(u), ..., Z,,(u) symmetrisch ist, so dal} diese 


Funktion in x,(u; &) enthalten ist. Das liefert uns ein Mittel, von (14) zu einem 
aiquivalenten System iiberzugehen, dessen Elemente €”) der Klasse x,(u; 8) 
entnommen sind. Aus diesen Elementen bauen wir durch Integration tbe 
die Wege der Siatze 3 in II. die Matrix 


W — (w,,) = (f E” dz) 
€ 


auf. Es soll nun sein, wenn 


(E) = (Ch? (a) EM (z, z,(u)), ..., CO” (u) E%* * ”’(z, a.) 
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mit 
n, 1 
1, 2n, 4 a 1(U),-.+52, 4... n,_,4 1 (%) 
3, Pebedetnews 0604%8 £68 n eet > «8 0 6nee ae » No 0 
rn. l 

1, Zn, pee Zn. : n (%) 
(16) (€) = (€) 3 
und somit: 
(17) B= 83. 


Wie man sofort erkennt, gehéren die Elemente (€) der Klasse x,(u; &) 
an; weil ferner 8! + 0 und die Elemente (14) eine Basis bilden, gilt dasselbe 
fiir die Elemente (16). Damit stellt auch ¥ eine Basis fiir k,(@) dar. Y& erfahrt 
beim Umlaufen eines geschlossenen Weges ll der u-Ebene eine gewisse lineare 
Substitution : 

(18) OB -AB=| ABZ. 

Beim selben Umlauf werden die GréBen z,(u) irgendwie permutiert, und zwar 
immer nur diejenigen einer und derselben Teilmatrix 3, untereinander. Fiir 
die analytische Fortsetzung der Matrix 3 gilt also: 

(19) 03=88 38, 

wobei $8 eine gewisse Permutationsmatrix ist. Setzen wir jetzt die rechte 
Seite von (17) langs Ul analytisch fort, so erhalten wir: 


(20) OR OB-A3 OB -B3, 
woraus durch Vergleich mit (18) wegen |3| + 0 folgt: 
(21) OB=AWP?. 


Damit haben wir die analytische Fortsetzung der Matrix ¥%8 gewonnen. 

Sei nun «,, von 0 verschieden. Wir schneiden dann die singuliren Punkte 
der ©, d}™ und die e,, aus der Ebene aus als eventuell singulire Punkte der 
Integralmatrix. Wir betrachten nunmehr die komplementire Klasse %o(u; 8). 


Wie in II. § 4 fiihren wir wieder die d* ein und setzen: 


a 

dy + D(x, z,(u)) Cru) SY? c4,(u) dR*%r—“—” (x, z,(u)); 
4 0 

= os P : a, ) ; 

dy * Y(x, an) = Cl) (u) po Caco(u) ARR 8 x, a). 
A 0 


Auch mit diesen Differentialen wird der Rang von (f dy) gleich N,. Bei 
€ 
der analogen Anordnung wie in (14) setzen wir 
I~ > T\) p 2 \ 
(dy) = (dF (a, z, (u)),..., dR (2, Acc) 
3 durch: 


AY 


und fiihren die Transformation mit dem obigen 
(22) (d¥) (4) 3, 
weil wie oben die d} im allgemeinen nicht in der Klasse enthalten sind. Man 


erkennt wieder ohne Schwierigkeiten, daB die dj”) der Klasse %9(u; &) an- 
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gehéren. Damit haben wir zu der Basis (14) und der Wegbasis die gema8 
Satz 5 in II. zugeordnete Basis von Differentialen bestimmt; ebenso denken 
wir uns die nach diesem Satz zugeordnete Wegbasis co gegeben. Man erhilt 
dann auf dem gleichen Weg wie bei den Elementarfunktionen die analytische 


Fortsetzung der Matrix 8 = (%,,) = ( { d}™) zu 





i 
(23) ABV=BVR", 
wenn $ das Element der Monodromiegruppe fiir die x)(u; ®) zugeordnete 
Klasse ko(§) ist, das den Umlauf Ul beschreibt. Es gilt nun 


24) B -BT=E. 
Weil die Periodenrelationen bei analytischer Fortsetzung erhalten bleiben 
finden wir schlieBlich : 
E = 0(B -B7) = OB - OV™ — AB YP? - PV™B" = 7H" 
oder 
(25) B=. 


Das besagt aber, daB die Klasse k(t) zu k,(&) komplementar ist. Damit 
ist der Fall «.. + 0 geklart. 

Sei a.=0. Dann wiahlen wir an Stelle von a den neuen Exponenten 
% +e mit hinreichend kleinem, positivem ¢«. Jetzt verschwindet das neue 
a. nicht mehr. Die fiir e+ 0 zu x,(u; &) komplementare Klasse bezeichnen 
wir mit x,(u; R; e), so daB x,(u; R; 0) = x,(w; KR). In der Klasse x,(u; &; e) 
kann man die Reduktion wieder durchfiihren ; da die Reduktionskoeffizienten 
fiir jede regulare Stelle unabhangig von den speziellen Werten der «, existieren, 
kann man nachtraglich den Grenziibergang e-0 durchfiihren. Gleichzeitig 
kann man nach der Integration iiber die Fundamentalwege den Grenziiber- 
gang e+ mit der Integration vertauschen. Diese Vertauschbarkeit ist fiir 
die ganz im Endlichen liegenden Wege infolge der gleichmaBigen Konvergenz 
der Integranden sicher erfiillt. Wir wollen sie auch fiir diejenigen Fundamen- 
talwege zeigen, welche a,, enthalten. Dabei gehen wir wie bei einer ahnlichen 
Frage in §1 vor. Driicken wir die Abhingigkeit von y(z,u) von a durch 
die Schreibweise y(z, u; a) aus, dann wird mit den dortigen Bezeichnungen: 


| f y(z; w; % + e) dz— f y(z; u; a) dz| 
€ € 


< f ly (z; u; apt €)— y(z; 4; am) dz+ SY f|...||del. 
¢, » i 


Da y(z, U; a), y(Z, u; a+) den gleichen Exponentialfaktor aufweisen, kann 
[ |y(z; w; % + ©) — y(z; u; a%)| |dz| durch entsprechende Wahl der Begren- 


zungspunkte beliebig klein gemacht werden. Fiihrt man noch die friiher 

angegebene Abschiatzung fiir / |...||dz| ein, so hat man die Vertauschbarkeit 
€, 

bewiesen. 

Ebenso kann die Differentiation nach u und der GrenzprozeB vertauscht 
werden, da alle beteiligten Funktionen analytisch in den «, sind. Da die 
Reduktionskoeffizienten nach Satz 4 fiir e + 0 eindeutig sind, bleiben sie es 
auch noch im Limes. Damit sehen wir aber, daB die Spalten von 

lim & 


e—+0 
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die Basis einer Klasse iiber dem Funktionenbereich § bilden. DaB die durch 
Grenziibergang entstehende Klasse ko() dann wieder zur Klasse k,() kom- 
plementir ist, sieht man dadurch, daB man zuerst alles fiir e« + 0 diskutiert 
und dann den Grenziibergang durchfiikrt, von dem die Giiltigkeit der Rela- 
tionen nicht beriihrt wird. Damit haben wir bewiesen: 

Satz 6: Ist «+ 0, dann sind die den Klassen x,.(u; &), %9(u; R) zugeord- 
neten Klassen k,(8), ko(&) zueinander komplementir, wenn man die Wege 
fiir %)(u; R) zu dem in den Satzen 3 in II. verwendeten Wegsystem gemaB 
Satz 5 in II. bestimmt. Erhalten wir jedoch «,,= 0, dann existiert iiber & 
eine Klasse x,(u; 8; ¢) derart, daB die den Klassen x,(u; ), %)(u; &; e) nach 
dem Grenziibergang zugeordneten Klassen k,(8), ko(®) zueinander komple- 
mentir sind, wenn man die Wegwahl fiir x.(u; 8; e) gemaB Satz 5 in IT. vor- 
nimmt und dann den obigen Grenziibergang durchfiihrt. 

In Satz 6 ist behauptet, daB die Klassen k,(&), ko(®) zueinander kom- 
plementir sind. Es erhebt sich nun die Frage, zu einer festen Matrix von 
k,(&) die komplementiare, welche ja der komplementiren Klasse angehért, 
zu konstruieren; oder vom Differentialsystem aus gesehen: es ist eine be- 
stimmte Integralmatrix des adjungierten Systems anzugeben. 








Es ist: 
® %, 1 f u 
i(,2)=2— ST | Sey Ht 1-H, =4u)} x 
+ 0u=0 la 0 
{y, Ma) n, : 
~ (y u) » & ~ 
«de (x, z,(u)) - ae a ra d¥™ (x, z,(u)) 
1 x 1 
(26) ° : 
Too * ~* fr -p+l 
i vy ys’ can EH +1- (2,0, x 
ua p—1 A=0O 
(Yoo — #) a, ; 
(oo — #) x ’ > 
dy a (x, a.)— — pd Far FHM (=, z,(u)) 
1 x 


Wie in II. § 4 kénnen wir nach erfolgter Integration iiber die in II. § 3, 4 an- 
gegebenen Wege im Fall «,.= 0 zur Grenze iibergehen. Es sei: 





(27) E* (z, z,(u)) C1) (u) oi % €,, €7% — 9 (z, z{u)); x=1,....% 
sonst: 
E*”) (z, z,(u)) C (u) x Faktor von [dy (x, z,(u)—+--] in (26) 
dF" (x, z,(u)) = — C\) (u) 7 x 
lagen (x, 2 (u)) — fa 5 d& (x. z \| 1 - 
ra ’ m 4 & (2, 2 (u))f x 1 
(28) sonst: 


“ (y) om, 
x [avon z,(u))— i ae 
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Damit erhalten wir mit 


7 +1 
(€*) = (E* (z, z, (u)),.. ., ER 7 —P T(z. G..)) 
. lad Lal’ —P +1) 
(d}*) (d*™ (ar, Z,(u)),..., d* , (x, Ax)) 
y ; ¥ T 
A(z, 2) = (E*) (dH*)" = {(E*) 3} {(4*) 3)". 
Offensichtlich gehéren die Elemente von (d&*) 3 der Klasse x,(u; ®) an, 
und es gilt: 
a*) 3 = (0,*,...,*). 
3 hat nun die Eigenschaft, daB bei jeder Vertauschung je zweier der z,(u) 
jede Spalte in sich tibergeht, und zwar durch eine bestimmte Permutation 
der Zeilen. Dasselbe gilt auch fiir 3, und zwar permutieren sich die Zeilen 
von 3 und 3 immer nach der gleichen Substitution. Damit sehen wir aber, 
daB die Elemente von (€*) 3 ihrerseits der Klasse x,(u; &) angehéren. Inte- 
grieren wir jetzt (26) iiber die schon bei Satz 6 verwendeten Wegsysteme, 
dann erhalten wir nach eventueller Ausfiihrung des Grenziibergangs: 


{W* 3} - (B* 3}7= E 


mit 
Wr= ( (Erde); B= ( f Agr). 
€ 
u u 
Weil aber (d%*) 8 = (0,*,..., *), folgt mit 
y+ 3 (f €*”) dz); B* ( f dy*™) 
€, €, 
die Beziehung: 
(29) faz... fEMMt dz ( dR, pdt YD YT 
€, €, €, é, 
& WV** . N¥*T ren eee eh Ee Te Ee ee et dab ee Una ber peee cree ee 
s @Mdz,...,f Eta | J Ci aed Te ttt 
€y, €y, j (ey, ey, 


Da die beiden Matrizen den Klassen k,(&) bzw. ko(&) angehéren, haben wir 
zwei komplementare Matrizen der gewiinschten Art. Nachdem aber ein Paar 
komplementiarer Matrizen bekannt ist, kann man mit Hilfe einfacher Rech- 
nungen zu jeder beliebigen Matrix die komplementire explizit angeben. 
Zusatz: Bildet man mit Hilfe der Funktionen bzw. Differentiale (27), (28) 
durch Integration iiber die Wegsysteme die MatrizenI* bzw. B*, so gehéren 
W** bzw. B**, die man durch Weglassen der ersten Spalten von W* 3 bzw. 


B* 3 erhalt, den Klassen k, (8), ky (®) an und sind zueinander komplementar. 


§ 3. Spezielle Differentialsysteme. 

In einem letzten Paragraphen seien noch einige Beispiele angefiihrt, welche 
bekannte Funktionssysteme in ahnlicher Weise verallgemeinern, wie es be- 
reits friiher SCHLESINGER [4] unternommen hat. 

Wir hatten im ersten Teil der Arbeit die reduzierten Exponenten «a, einge- 
fihrt, welche der Bedingung unterlagen: 0 <R(a,) <1. Es ist jedoch aus 
den Gedankengingen in I. ersichtlich, daB die Formeln von I. und II. Identi- 
taéten in den reduzierten Exponenten darstellen, womit wir aber die obige 
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Bedingung fiir die Exponenten fallen lassen kénnen. Dann miissen wir uns je- 
doch vergegenwartigen, daB ein ganzzahliger Exponent in unseren allgemeinen 


Betrachtungen dem Falle eines verschwindenden reduzierten Exponenten 
entspricht. 


Fiir die drei folgenden Beispiele waihlen wir den Bereich der rationalen 
Funktionen als R und die ganze Ebene als &. 
A. Das Hermrresche Differentialsystem. 

Die Basisfunktion einer Klasse x,(w; §) sei: 


(30) Wz, u) 2 exp fu" es (u 4 =) z* exp x nu" x (* a ') 1 . 
A=1 


z A—I1} A(uz)* 





z 


Als Basis fiir x)(u; 8) legen wir fest: 














l 
(31) E,(z, w) —> W(z, u), y= Il, n 
und erhalten durch leichte Rechnung: 
ae n—1 in — 1\ ; 
a Sd ( : ) wn j 1G,., 
(32) 2 A=1 
oe ot a + 9 vy) E,_,+nu"-'G,, “Lt Pee 
Ou 
so daB das Differentialsystem in Matrizenschreibweise lautet: 
0 a 0 0 
n—1 a~—? s 
n( 1 nu a— 1 0 
n(™ : ") a 3 0 au” 1 0 
1 
(33) eer vias Rekseeons a oe ee ey 
du 
n—1 
—n( 2) @ 0 0 a+2—n 
—n{ 1) a 0 0 nu®—! 
Als Wegsystem legen wir zugrunde die Wege €,= €4*+ 9 A=1,...,n. Das 


gemaB Satz 5, I1., zugeordnete Wegsystem fiir die komplementire Klasse ist, 
wie man sich leicht iiberzeugt: 


S w(A+1) 3 . 1) - 1 2(2) 3 ° 1 2 . 
, nie weep C" + Ag Gp ieee Ay 5}. A Lj... M. 
Setzt man 
om u—pn 
dy* 1) b Cig 
A 0 
ming} , 
os dyin 1~u—*(z, a) — A dA (x ag), w=0.....90 
0 
so folgt aus 
A (z, x) = © (z, ay) dAR* (x, Mp) + * ++ + EM (z, ag) dH*™ (x, My), 
daB die beiden Matrizen 
(34) (f EMdz), (f dy) 
€ 2 


u ey 
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zueinander komplementir sind; setzt man noch 


Wyy(U; &) 


= { © (z, u) dz, 


€ 


“ 


so erkennt man nach leichter Rechnung die Richtigkeit des Satzes: 


Satz 7: Ersetzt man in der durch bestimmte Integrale dargestellten Lé- 
sungsmatrix (w,,,(u;«)) des Hermrreschen Differentialsystems den Parameter 




















zt 
«x durch a und die Variable u durch ¢ u mit ¢ = e ” , so ist die Matrix 
l ) n — n—-1 (m—1)\ n-2 n—Ili\., 
e-} 0 (,—1)*"+(, 3)" | o )* 
_ ° l . . 
(" ,) u" 55 3) ™ , 0 
(u é a)) ° 
0 
n l 
- e* 1) 0 } u° 0 ° 
Integralmatrix des adjungierten Differentialsystems. 
B. Das Bessexsche Differentialsystem. 
Wir setzen 
. . : u l 
(35) W(z, u) = z-* exp 5 _—— + 2 1} n=+1 
und weiter als Basis 
(36) €,(z, u) = z”—* Wz, u), ’ ] ,n. 
Hieraus finden wir sehr einfach 
a€ ou ‘ 
oy u G+ 7G, 
(37) 
o€ " l1 a+l—yv 
——— = & + —.——_—____ v =r 
Ou ee u n—l &, , ” 


Das fiihrt zu der Darstellung des Differentialsystems in Matrizenschreibweise : 


a 
-<=, * 
u 
a—l] 
0 : 
u(n—l) 
‘ dw 
(38) —— nt) 0 0 
du 
0) 0 
4 > 0, 





i. wide eweiemens eden ‘ 0 
a ee 0 
a—2 
Sa.  cceeneseescneann 0 
u(n—1l) 
Panecscusvisusaweses l 
0 a (u 


u(n— 


) 





1) 


\ls Wegbasis legen wir die durch den Fall III in II. gegebene zugrunde. Sie 
enthalt u. a. den einfachen Streckenzug €) und den Weg €\*), aus welchen 
man eine aus dem Unendlichen kommende und dorthin zuriicklaufende, ein- 
fache Schleife um den Nullpunkt zusammensetzen kann. Bei Integration iiber 
diese Schleife kommt die unmittelbare Verallgemeinerung der BESSELschen 


Funktionen J,(u), wie man aus einer bekannten Integraldarstellung ersieht. 
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Wenn wir nun wieder A (z, u) betrachten, tritt in der zugehérigen Formel 
der Wert von p auf. Dennoch kénnen wir ohne reduzierte Exponenten weiter- 
rechnen, da man in den beiden Fallen (p = 0 bzw. p = 1) wieder Identititen 
in a erhalt und somit nicht mehr an die reduzierten Exponenten gebunden ist. 

Setzt man dann 


l 


v & — 
dy**)) (x, ag) D> Cag dey? —"— (x, a), w= 90,1 
A 0 
und 
n Pp im 4 re 
Ag* + (x, a.) pa Caco Ay 4 —4— 22,00), H=p—l,...,.n+p—4, 
A 0 


so gelangt man auf dem iiblichen Weg zu 


Satz 8: Ist (w,,(u; «)) die durch bestimmte Integrale dargestellte Loésungs- 


. _— . , ° n—1 
matrix des Bessetschen Differentialsystems, so ist mit 0 
a, OU, o enc oe 
ay Fae 
(wy,(— u; — @)) 0, 9, O ,---7ee 
0, O, nou, , & 
Integralmatrix des zu (38) adjungierten Differentialsystems. 
C. Das Kummersche Differentialsystem. 
Nunmehr sei 
n 
(39) W(z, u) = IT (z — a,)** e*? 
, 1 
und 
] . 
(40) &, (z, w) W(z, u), _ t Perr © 
z—4, 
Daraus folgt sofort: 
© Fy * \ & n 
(41) = =o, (ay dy, ~ &,, y va dng ike 


so daB das Differentialsystem in Matrizenschreibweise lautet: 


ad ee ie 7 
a, — F sense 
Uu u Uu 
Ge Xe Og 
-  & eee 
42) dw vw u u u 
du arerre 
Xn an , an 
an — 
u u u 








Als Wegbasis legen wir gema® Fall III., II., zugrunde die Wege 


~(1) 
C= €,.’, pmi,...,8. 
tas komplementire Wegsystem wird dann nach einfacher Rechnung: 
1) ‘ 4 
: OF 2 ] fx) “(1) _\) , 
; - . 
8, = oe OF raw iG S.—3 p= 2 
1 4 
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Setzen wir schlieBlich 


&, (z, u) = E (z, a,) und f © (z, a,) dz = yy (U5 Oy, .- Gy; yy ~~ +5 Ae), 
€ 
u 
so finden wir wiederum den Satz: 
Satz 9: Ist (w,,(u;a,,..., An; %,..+, &)) die obige durch bestimmte Inte- 
grale dargestellte Integralmatrix des verallgemeinerten Kummerschen Diffe- 
rentialsystems, so ist 


(Wyuy(— U; A,,..., Ap; On ss oy — My)) iP 


Integralmatrix des adjungierten Systems. 
Diese letzte Tatsache laBt sich auch direkt sehr leicht verifizieren. 
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Ein Gitterpunktproblem. 
Von 
Hans-Eeon Ricuert in Gottingen. 


1. Im folgenden soll die Anzahl derjenigen Gitterpunkte (nr, , n,) innerhalb 
der gleichseitigen Hyperbel wv = x untersucht werden, fiir welche 1 < n; < z, 
1 1,2, n, m,< x gelten und deren Koordinaten in vorgeschriebenen Rest- 
klassen h; modulo q;, + = 1, 2, liegen. 

Als Spezialfille bzw. unmittelbare Folgerungen werden wir zwei bekannte 
Gitterpunktprobleme der Ebene sowie die Anzahl der ganzen Ideale a eines 
quadratischen Zahlkérpers mit N a < x betrachten. 

Fiir g,= h,= 1 geht unsere Frage in ein vor einiger Zeit von 8. 8. PrLvar’) 
gestelltes und kiirzlich durch C. 8S. VENKATARAMAN?) geléstes Problem iiber. 
Dort wird fiir das Fehlerglied allerdings nur die triviale Abschatzung O (Vx) 
gewonnen, wihrend aus unserem Satz mit der genannten Spezialisierung folgen 
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<é 


: oe (1) 
wird, daB der Fehlerterm dieses Problems die Abschaitzung O\(eq: ly ge- 


stattet. 
2. Es seien zx reell, h; und g;, i = 1, 2, natiirliche Zahlen mit 

(1) isksaQ@, *=1,2, &2G5 2. 
(2) D(x; G1; 41, Ye, he) ned 

4% Sr 

n; = h;(mod q;) 

i=1,2 
und 
‘ l 
(3) y(t) =t—[t]— >. 


Wenn nichts anderes vermerkt ist, sei die untere Summationsgrenze stets 1. 
Alle auftretenden O-Konstanten sind absolut. 
Lemma I: Es seien t und w zwei reelle Zahlen, tr >0, O0< w< 1. Dann ist 
he , 


| 
ya » + gp)! oO —(w) + w 
<r! w) log t r (w) + wt 


1_ w(t) t-1+ O(t-?). 


Be weis: Folgt aus der EuLerschen Summenformel unter Beachtung von* 





. ~ 1 I’ 
lim ( Sy (v+w)-* ) ——(w). 
s—>l \v 0 s—l x 
Lemma 2: Es seien x, y, w reelle Zahlen, h und q natiirliche Zahlen, x >1, 
y>1,1l<sh<q und 
, iz 
(4) R(x, y;q,h; @) - |— wo) 
Re n 
n= h(modq) 
') S. S. Pruxar, J. Indian Math. Soc. 48 (1929—1930). 
*) C. S. VenkaTaRaMan, An order result, Math. Student 18, 19—21 (1950—1951). 
*) Vgl. E. Lrnpexér, Le Calcul des Résidus, 106, (1905). 


32* 
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wo von n unabhingig ist. Dann gilt mit absoluten O-Konstanten*) 


— ll 5 Le 
R(x, y; q,h; w) =O(1) 4 ol. = y 4 1] Lolz by ¢ aT) 


3. Aus (2) erhalten wir in ane Weise 























D(x; Gy. hy. Ye, he) _ = I > 4 I 
x3 nese Za, oat 
7 ny > nh : n 
hAmod q . h mod q ? h,(mod q 
(oD) - — bs | 
£qd rq 
? ee , 7, 
’ h,(mod q,) ny= A,(mod 
Setzen wir zunichst 
Zz 
% Ye oy 
voraus, so ist hierin nach (1), (3), (4) und Lemma 1 
iy vi ‘ ad Ay 1| 
“y, aaa —— we ny qe 
, -@ 4 — n ba 
. n qs 
n, == h,(mod q,) * mod ¢ n,= hymed gq 
s’ ee. _s ~¢ fo 
“y; q2M q 2 q2 7; q2 
tq, 
nm, —— 
q 
n Ayim.dq 
y oe. ae ae} 
_ ’ a.¢ \9 de | 
Sc uae 1 2 4: 
4 q 
zx h r rd, h 
| a+ at =i a.4 2) 
19:2 1 q qe q 
Lm (log ( | 2 hy f Ay , 7 | x hy 1 
1 Ya hd \h r\ a qh hd 
i ti ur h, . 1 V2 
v(V—-2)(V— } +O(4m)) 
91 92 71 1 Te {2 vA zr 
l hs x x rg, he 
=~ SV R= as - 2) +00) 
- qa 192 q2 V2 de 
(6) — log —— . Ay) = | a... +) va 
1 i Ye \q:) 91% "I H/V NF 





l le x rq . , _hy ' 
(5 2) ] 9:92 R (=. | mat as =) Ot), 


ius Symmetriegriinden daher auch 

















. a x x ["(he\ & x hy x 
7 ~ | “Tanna Plalae "Van ~ a) Vane 
; 24; “ z 1 1 2 142 1%2 12 1%2 
‘ Ns 
y hn -¥ n h,(mod q;) 
- l h x yf £d. h, \ 
(7) Hee ‘)| — >| ots - gy, hy; — +) +0(I). 
- BT 41 V2 va vB vi 


‘) H.-E. Ricnert, Uber die Anzahl Apetscher Gruppen gegebener Ordnung II, 
Math. Z. 58, 71—84 (1953), Lemma 17, wenn dort « 1 gesetzt und das Paar (k,, /;) 


ll 16 : 
aa a0 ) gewahlit wird. 
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sowie 
yy 


= Weebl 
as jen = 1%: 


192 qe + | ( V=- * 


19:2 vB 
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:S 
rs — 
n,= h,(mod q,) n»= hf 


+3-o(Vee-2)) (Ven-z de - AV a) 
' 1 hy \ a 
ro . (F % a kz We ae WV 9: Us 












































l h, ( 7 he /"a 
th => amp nae yp / eateaiee-d Oo; (] 
(3 N11 \= 19:2 19: 1 1% ) 
Verwenden wir (6) bis (8) in (), so haben wir 
D(x; Gy, hy, Ge, he) log — (rte ) + iota + 1) 
19:2 1%: P\G \ Ws 9: Ye 
ad [= * 
(9) ‘ R a f > > > 
(= va 1 
a \ 
R(=,] Se ab a00 
1 1 %1 
Lemma 2 liefert nun die Abschitzung 
/ an 3 
h x 2 x 4 
2 *t, 1.443 - +) =O(1 ol =) 2) 1] 
Ra ‘7 mu q2 ”) i | a) 2 | 
nu 6 4 at 
ai, a2 §©41 82 
ol = aoe 0 ( - 
G | 2) % ea) 
folglich aus Symmetriegriinden auch 
de h x Co 
R(—, V/—2:; e, be; — —) =0|(—— 
( A 1 da, 2 1 | 91 U2 
und diese ergeben mit (9) 
} I’ {fh I” { he’ x 
D(x; q,; hy. Y2 he) = ——log — (=, (2) + sf) +1 
My: Gar Oe) = 7 8 aa, | F a) ra) ro 
(10) 


fiir 9, 92S 
(10) gilt jedoch auch fiir : 





9192 = x. Denn beachten wir) 
r ., OF oa ' 
(ll) —~(z) —CU4 ( —_ — ), Rez>0, C Euversche Konstante 
r eae l z+n 
also 
r hj qi 
—— | — —-=—+0 2 
r | a h; (1), ; 
so ist hier 
I” fh r in x q q2z\ 2 x 
a ny ES fe eh 1) —— _(2, % Oo E 
192 172 ( r e r\ a 192 | h, hy } Lh Go hy 
none OU 
' Qihs 


) Vgl. W. Macnus u. F. OpernetTTINGER: Formeln und Satze, 2. Aufl. 3 (1948). 
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und auch 

















, . h 
D(x; qh, Ge, he) s s l a = a eS 
sialic him not a pop 7% n 
n,= h(mod ¢q,) mS ™ mS i 
n,e= h,(mod q,) n,= hmod q;) 
[2  %.;)/,/3 = ir een 
Ce eee eee ee 
Fs x 
1 + O(1). 
Gah, qi he 


Damit haben wir den 
Satz: Es seien x reell, h; und q;, i= 1, 2, natiirliche Zahlen, 1 <h;< q;, 
i= 1,2,q%< 2. Dann gilt fiir x+ gleichmiBig in q,, qo, hy, he 








D(x; @ , Ay» Ges Ae) by l log r 
Ny Nest 17: 172 
. n; = h(mod q;) 
(12) i=1,2 





chi. #£ ta 
— (£(h) + © (Ms) 41) © s0(() 


4. Wir wollen noch zwei Spezialfille dieses Satzes, die auf bekannte Gitter- 
punktprobleme der Ebene fiihren, betrachten. 

Bemerkenswert ist in (12) die Abhangigkeit des zweiten Hauptgliedes von 
den Restklassen h; modulo g;, i = 1, 2. DaB dies aber so sein muB, zeigt sich, 
wenn man aus unserem Satz die Anzahl A (x) der Gitterpunkte im Kreis mit 


dem Radius |) asymptotisch bestimmen will. Mit der bekannten Formel®) 


d—1 
’ ’ 2 
r,(n) > 1=4 3» €-)) 
ui+vt=n din 
d= 1(mod2) 
und (12) ergibt sich namlich, da wegen (11) 
(x) + (+) i on l 
tee can ee a Sa oe n 
r\4 r \4 n o( i. " Ss n 
4 
gilt, 
d- l 
A (x) yS 1=14+ J rfn)=1+42 y (~-) * 
0<u'4e0's<e nsz asz d\n 


d = 1(mod2) 


1 + 4(D(a; 4, 1, 1, 1) — D(x; 4,3, 1, 1)) (4 (3) a =(q))e 1 ola®) 


9 





‘ 
xo? 


ax ole ). 
Wenngleich diese Abschitzung des Fehlergliedes keineswegs trivial ist 
13 9 
‘ - ee By eee 
weiB man doch durch Hva’), daB sie durch O\2” log” x) ersetzt werden 
darf. 


6) Vul. EK. LANpau, Vorlesungen, I, (1927), Satz 163. 
?) L.-K-Hwa, The lattice points in a circle, Quart..J.of Math., Oxford, 13, 18—29 (1942). 
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+ ° = . 

Uberdies erkennt man fiir das allgemeinere Problem der Anzahl der ganzen 
Ideale a eines quadratischen Zahlkérpers der Diskriminante d mit N a < x 
mit der Abkiirzung 


] y (a\I"/( a d ; 
g Ta eq (w) F (Tar) c (= L,(1)), (<) Kroneckersymbol, 


leicht nach (12) die fiir |d|< x gleichmaBig in d giiltige Abschiatzung®) 


oe ‘ V'sd ,» Sr. 2 5 l ¥° /d 
Nasz mst ttm (+) a Sian Ze tTm nid (=) D(x;|d|, 2, 1,1) 
t = n(mod |d|) 


| 27 55 
82 382 
ex+O\x~ \d ) 
Endlich ergibt sich durch eine andere Spezialisierung, und zwar h;= ¢;= 1, 
i = 1, 2, mit (11) die Formel fiir das Drricuuetsche Teilerproblem 


27 
(13) D(x; 1,1, 1,1) S Y1l=zlogzx+(2C nerds"). 


ae — 
nsx din 
Dies ist die scharfste bisher bekannte Abschitzung beim Teilerproblem’). 
In einer demniachst erscheinenden Arbeit werde ich jedoch zeigen, daB sich 
15 12 


der Fehlerterm in (13) zu O (x “° log * x) verbessern laBt. 


8) Vgl. A. WaLFisz, O pewnem zagadnieniu dzielnikéw Ramanujana, Prace mat.-fiz. 
35, 101—126 (1929). 

*) L. W. Nrecanp, Over eenige roosterpuntproblemen, Proefschrift Groningen, IV 
70 + III, | fig, Groningen, P. Noordhoff. 


( Eingegangen am 2. August 1952.) 
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On the curvature of level curves 
by 
S. VERBLUNSKY in Belfast 

§ 1. Introduction. Let «p(%), where 3 re’. be regular inside and on the 
unit circle. Write 
(1) y (3) a+. 
Consider the function w (3), defined to within an additive constant by the 
equation 


(2) w’ (%) exp y (4). 
Chen w (4%) is regular and w’ (3) + 0 inside and on the unit circle. Conversely 
uny function w (3) with these properties satisfies an equation (2), with a w(3) 
which is regular inside and on the unit circle. 

Consider the transformation of |4; <1 by the function w= w(s). The 
image of r = const is a closed curve J’ (a level curve). If 





then af where 


8 j w’ (2) rd 6 


is the curvature K (= K (3)) of [at w(4), and 


, , l , 
3) K (1+ Rgy’) 
reé 7 

Put 
} 0 e*(1 r=) 
(5) 's> (1 —r*) y’—3 
(6) o T 
Then 
= l o* al} , l > re 
(é) = é ii- Riy (1 r=) y "|. 


It will save a little writing if we use the expression on the left to denote the 
right hand side not only when r 1. but also when r 1. The right hand side 
is then K (e*®) 
The following results were proved in a remarkable paper by E. Pescut') 
(A) Jf k is a real constant, and 


on the unit circle, then this inequality holds inside the unit circle. 


1) E. Pescut, Math. Ann. 106, 574-594 (1932). The propositions (A) and (B) are 
equivalent to the inequality (15,3) on p. 587. 
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(B) If k < 0, then the conclusion of (A) can be replaced by 
2(o — ljee-!: ké 
inside the unit circle. This is stronger than the conclusion of (A), on account of 


the elementary inequality 


2 (0 1) e¢-! > o*—1. 


In this note, I give a comparatively simple proof of (A), based on PEscHLs 
method. It will be shown in § 5 that (A) implies 


Theorem I: Jf K (e'*)>k, then K(3) >2k (1+ Y1—ké]-1. 
It should be remarked that, by considering the function 
1+ Rgy’— ke, 
which is superharmonic when k => 0, it follows that if K (e'*) > k=O, then 
K (3) => k/r inside the unit circle. 

§ 2. Idea of the proof. The case k = 0 of (A) follows from the case k < 0. 
Further, the effect of adding an arbitrary real constant to « is to multiply 6 
by an arbitrary positive constant without altering 9. We may therefore sup- 
pose in what follows that 
(3) k t 3 

The idea of the proof is to show that if (A) is false, then there is a real 
number 4 such that the function 


(9) W 1+Ad- 0 
attains a positive minimum at a point P, inside the unit circle, at which 


o >. A rotation 4 = 4,e'° multiplies t by e~'®. We may therefore suppose 
that 








(10) tT=f o>0O at P. 
With the notation 
o oe 
A az oy 
we shall prove, in § 4, that 
l 0 (o* 1) 
I — ) =—— — 
4 1 (1 r?)* 
and 
l a 1+ Ad)? +1 20? 
1 A gt = SL Sceanes BP. 
. (1 r®)? 
Then 


2448 
TAW=2(A48- Ag) =-—Stt 


a— ry 
This contradicts the fact that W has a minimum at P. 


G. 


§ 3. Discussion of the minimum. By hypothesis, given ¢ > 0, there is an 
r,< 1 such that 
1 — 
—— >k—e, srs tl. 
D) . 
Then 


W><d(A+k—-—e)>0 (r, sr< 1) 

if A > — k + e(so that, in particular, A > — 1 (by (8)). 
If (A) is false, then 1 — k 6 — o* takes negative values inside the unit 
circle, and for some 4 > — k, the same is true of W. Further, W > 0 throughout 
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an annulus of the form r’< r< 1. If now AJ increases, it 
such that min W = 0, and is attained at a point at which r 
still further, we may suppose that min W = m, where 


(11) 0 <m < min (1,1! + A,). 

This minimum is attained at a point P inside the unit 

For if 9 = 0, we would have m= 1+ /6. 

If A < 0, then, since 4 > — k, we have the case k = 1. 

ment that this implies 6 < 1. Then 
m>1+A>1+A, 


and this again contradicts (11). 

To see that k = 1 implies 6 < 1 (a proof is given by 
we observe that the hypothesis of (A) is now K (e*®) => 1. 
the condition K (e'®) > 0 implies that the image of lal 
convex curve. The fact that its curvature is everywhe 
it is contained in a circle, centre w, say, of radius | 


for |4| < 1. As a consequence of Scowarzs lemma’) 
| , l 
\w'(3)| <= 
By (2), 6 <1. 
4. Proof of I and II, We use the elementary formula 
luv=uAv+vAu+2(u,v,+ 4, 
By (4), 
146 =e*A (1 — r*) + (1 — 1?) A e*+ 2e*(—2z 
Since « is harmonic, 
1 e* e* (a? j as) e* ly’ |? 
Hence 
Lr el1+ Ray’—tU-— 7) 
sy 4 
5 l—¢ 
[=F °i=2 
by (4) and (7). This proves I. 
To prove II, we use the notation 
Deuce tee. 
an ay 
Then D6 = e* D(l — r*) + (1 — 1°) De 
e* (— 23+ (l—?r*)y’] 


2t e*. 


At P, since W has a minimum, DW = 0, and so Do? 


(10) t=t=0>Oat P. 

Hence A2te* = D(tt) =o D(t +7), 
and so D(x + T) = 2 Ae*. 

By (5) T+ T=(1—?r)a,— 2. 


*) BLascuKe: Kreis und Kugel. Leipzig 1916, p. 115. 
*) CanaTHtopory: Funktionentheorie. Basel 1950, I], p. 17. 


If A>0, this contradicts (11). 
We shall see in a mo- 


Thus, |w (4) — wy| < 


will reach a value A, 
<r’. By increasing A 


circle. At P, 9 > 0. 


PESCHL, loc. cit. 584) 
But, as is well known, 

1 is a simple closed 
sre > 1 implies?) that 
l 





v,). 


t%—2ya,). 


x 


A D6. Further 
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Since Da = y’, 
(12) (1 — r?)p"— 2% a,—2=2/Ae* 


at P. Again, since t = 9 at P, (5) gives 
»_ 2(0+%) - 2(@+ 2) 





(13) y “ow or 1 73 
and so, by (12) 
” 2 25(@+ 2) 
i o% [pee A. es & 
(14) y — he +s 


We have 
tAT+TAt+ 2 (t,7,+ t, t,) 


" 1 0? Itt 
(15) 3 T) + 2 
0 A(t + T) + 2(|t2 |? Tr |, |?) 
at P. By (5), 
Ir -2y’—22 7 - 2y oy y 


—2y'—25y”". 


Hence, by (13) and (14), 











= —8(o+2 8 a(i+ Ae" l6r2(0+2 
1(t + 7) (e* Ez ( te ss (oe ) 
l- = a—ry 
Again 
, l ° ” 
tZ=—zry+>z(l—7*) y’-1 
aex— 2t¥e 
1—r 
by (13) and (14). Further 
T. y y's > (1 —r)y"+ 
.- 2(1+o02) 
t|A e* i ee ae 
Substitute these values in (15). We find 
l - ag 2% 2ie* 2(1 — @*) 
4 1g = 7 pp (1 — r*)? 


Finally, substitute for e* from (4), and we obtain IT. 


$5. Deduction of Theorem 1. Write 
p_ 2-2) _ 20~¢") 
hy} d(1+ 2) 





so that, hy (7), T'(e'’) = K(e'®). Then 


and the last term is zero for |3| = 1. If K (e’°) => &, then the hypothesis of (A) 
is satisfied. By (A), 
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inside the unit circle. Hence 


-2k1+ V1—kd}" 
It remains to prove that K(z) > 7'(3), i. e., 


2(1—9)<-~—" (1+ Ray’. 
- r 


Consider a particular value of 4. By a rotation of the axes, we may suppose 
that o =t= Rr2=0. Then 


(16) ay —r)a,—z=>0, ; (1 rya,—-y=0. 
The inequality to be proved is 
2(1 + xz) — (1 — r*) a, : -—F() tr €Oe + YA,)- 
By (16), this will follow if 
2(1+2)S22+4 —" = 24 


which is true. 


( Eingegangen am 23. Juli 1952.) 











